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�


F�� G X� W "���� ����
* F W "�	� W�� n W �W���W	 ��
X��, ; ��
������A���� �� G �� W�

��
�
��
���
 ρ : G → GLn(F) ���
 G �� ��� ����
 GLn(F) �� �������X	� 	���W� 
W
� ���� W�
F+��Y��� �
WY� �� ��
������ n, M�Y� W� ��
�
��
���
 ��W������ ��� ����Y���� �� G �� W ����


�� 
W���Y��* ���Y� YW� X� ��������W��� ����� 	���W� W	��X�W ���	�,

N�� ����� �� ��� 
��
������ �� W "���� ����
 YW� X� ����� Y�W		������* X�� �� YW� X� ��

	�"��

�� �� �W�� 
��� 
W�W��WX	� ������
����, N��� �� ��� 
��
��� �� ��"���� ��
������W�����,

; ��
������W���� �� W "���� ����
 G ��"��� W 
���	� ��� ��� ����
 W	��X�W FG, ;Y��W		�*

����� �� W ���+��+��� Y�����
�����Y� X������ ��
������W����� W�� 
���	��* W�� �� �� �����W	���

�������� ���� �W���� ��W� ��� ������, >�W	��� ���� 
���	�� �� ��
�Y�W		� �����	 ���� ��� "�	�

F �W� 
������� Y�W�WY�������Y, C�����* XW��Y ������
���� �� ���� ������ W�� �W���� �� �W��	� ��W�


���	W� 	���W� W	��X�W,

C� ��� YW�� �� F X���� ��� "�	� �� Y�

	�� ��
X��� C* �����W�* �� YW� W���Y�W�� �� W ��
��+

����W���� ρ �� G ��� �����A�� C�A�AC���, N��� �� ��"��� W� ��� 
W
 ���
 G �� C ��W� 
W
� W�

�	�
��� g �� G �� ��� ��WY� �� ��� 
W���� ρ(g), B��Y� ��� ��

	�"YW���� �� Y	�W�8 �� W�� ��W	���

���� 
W
� G → C* �� �� �� ��� ���� ���� ��� 	���W� W	��X�W,

; Y�W�WY��� �� ������C�B	� �� �� Y�
�� ���
 W ��
������W���� (�� W 
���	�) ��W� �� ��� ��

	���

�� YW� X��	�, N�� ���W �� ��W� ����� Y�W�WY��� �� 
W�� X� Y�
X��W���� �� �
W		�� 
��Y��* ���Y�

W�� ��� ������Y�X	� Y�W�WY���,

Q� ����� �� =�W
��� 0 ��� W ���
W	 ��"������* X�� �� X� 
��� 
��Y��� �� YW� �W� ��W� �����

�����W�� Y�W�WY��� �� W "���� ����
 YW� X� ������	� ��
������ W� W ��
 �� ������Y�X	� Y�W�WY+

����, N��� �� W Y��������Y� �� GW�Y���'� ������
 (N�����
 0,/,0), B��Y� �� YW� ������Y� ���

��������W���� �� ��� ��� �� W		 ������Y�X	� Y�W�WY���� �� G* ������� X� Irr(G),
I�� �� ��� 
W�� ��W���� ��� �������� Y�W�WY���� �� ��W� 
W�� ����Y���W	 
��
������ �� W ����


YW� X� ��W��� �� ���
� �� ��� Y�W�WY����, @�� ����W�Y�* �� ���� ��W� W "���� ����
 �� WX�	�W� ��

W�� ��	� �� ����� ������Y�X	� Y�W�WY��� �� 	���W� (�,�, ����� �� ������ ���), ;������ ��W

	� ��

��� C��+G�Y�	�� ������
 U2.* 36V, N��� W������ ��W� W M�	�� p+��X����
 P �� W "���� ����
 G
�� WX�	�W� W�� ���
W	 �� G ��* W�� ��	� ��* ��� Y�W�WY��� ������ χ(1) �� Y�
��
� �� p ��� �����

������Y�X	� Y�W�WY��� χ ∈ Irr(G), Q� ����� ��� ��W��� �� U15V ��� W� ��������� �������W���� �� ���

��
�Y W�� 
W�� ����� ��W

	��,

Q� ��
W�� ��W� ��
���
�� 
��
������ ��W� YW� X� �������� ���
 Y�W�WY���� YW� X� 
�����
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	 �	� 
�������� 
� ��� ���
�


F�� G X� W "���� ����
* F W "�	� W�� n W �W���W	 ��
X��, ; ��
������A���� �� G �� W�

��
�
��
���
 ρ : G → GLn(F) ���
 G �� ��� ����
 GLn(F) �� �������X	� 	���W� 
W
� ���� W�
F+��Y��� �
WY� �� ��
������ n, M�Y� W� ��
�
��
���
 ��W������ ��� ����Y���� �� G �� W ����


�� 
W���Y��* ���Y� YW� X� ��������W��� ����� 	���W� W	��X�W ���	�,

N�� ����� �� ��� 
��
������ �� W "���� ����
 YW� X� ����� Y�W		������* X�� �� YW� X� ��

	�"��

�� �� �W�� 
��� 
W�W��WX	� ������
����, N��� �� ��� 
��
��� �� ��"���� ��
������W�����,

; ��
������W���� �� W "���� ����
 G ��"��� W 
���	� ��� ��� ����
 W	��X�W FG, ;Y��W		�*

����� �� W ���+��+��� Y�����
�����Y� X������ ��
������W����� W�� 
���	��* W�� �� �� �����W	���

�������� ���� �W���� ��W� ��� ������, >�W	��� ���� 
���	�� �� ��
�Y�W		� �����	 ���� ��� "�	�

F �W� 
������� Y�W�WY�������Y, C�����* XW��Y ������
���� �� ���� ������ W�� �W���� �� �W��	� ��W�


���	W� 	���W� W	��X�W,

C� ��� YW�� �� F X���� ��� "�	� �� Y�

	�� ��
X��� C* �����W�* �� YW� W���Y�W�� �� W ��
��+

����W���� ρ �� G ��� �����A�� C�A�AC���, N��� �� ��"��� W� ��� 
W
 ���
 G �� C ��W� 
W
� W�

�	�
��� g �� G �� ��� ��WY� �� ��� 
W���� ρ(g), B��Y� ��� ��

	�"YW���� �� Y	�W�8 �� W�� ��W	���

���� 
W
� G → C* �� �� �� ��� ���� ���� ��� 	���W� W	��X�W,

; Y�W�WY��� �� ������C�B	� �� �� Y�
�� ���
 W ��
������W���� (�� W 
���	�) ��W� �� ��� ��

	���

�� YW� X��	�, N�� ���W �� ��W� ����� Y�W�WY��� �� 
W�� X� Y�
X��W���� �� �
W		�� 
��Y��* ���Y�

W�� ��� ������Y�X	� Y�W�WY���,

Q� ����� �� =�W
��� 0 ��� W ���
W	 ��"������* X�� �� X� 
��� 
��Y��� �� YW� �W� ��W� �����

�����W�� Y�W�WY��� �� W "���� ����
 YW� X� ������	� ��
������ W� W ��
 �� ������Y�X	� Y�W�WY+

����, N��� �� W Y��������Y� �� GW�Y���'� ������
 (N�����
 0,/,0), B��Y� �� YW� ������Y� ���

��������W���� �� ��� ��� �� W		 ������Y�X	� Y�W�WY���� �� G* ������� X� Irr(G),
I�� �� ��� 
W�� ��W���� ��� �������� Y�W�WY���� �� ��W� 
W�� ����Y���W	 
��
������ �� W ����


YW� X� ��W��� �� ���
� �� ��� Y�W�WY����, @�� ����W�Y�* �� ���� ��W� W "���� ����
 �� WX�	�W� ��

W�� ��	� �� ����� ������Y�X	� Y�W�WY��� �� 	���W� (�,�, ����� �� ������ ���), ;������ ��W

	� ��

��� C��+G�Y�	�� ������
 U2.* 36V, N��� W������ ��W� W M�	�� p+��X����
 P �� W "���� ����
 G
�� WX�	�W� W�� ���
W	 �� G ��* W�� ��	� ��* ��� Y�W�WY��� ������ χ(1) �� Y�
��
� �� p ��� �����

������Y�X	� Y�W�WY��� χ ∈ Irr(G), Q� ����� ��� ��W��� �� U15V ��� W� ��������� �������W���� �� ���

��
�Y W�� 
W�� ����� ��W

	��,

Q� ��
W�� ��W� ��
���
�� 
��
������ ��W� YW� X� �������� ���
 Y�W�WY���� YW� X� 
�����
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4 ��
���� �� �����
������ 
�
 ��������� �� ��� ������

����� Y	W���YW	 ����
 ������, O��W		�* �������* W Y�W�WY��� ������ 
���� ���� Y	�W��� W�� 
���

����Y� W���
����,

Q� W�� 
W��	� ���������� �� ���� ������ �� ��� ��
������W���� ������ �� ��

����C ����
�,

F�� n X� W �W���W	 ��
X��, N�� ��

����Y ����
* ������� Sn* �� ��� ����
 �� 
��
��W�����

�� n �	�
����, M�

����Y ����
� W

�W� �� 
W�� X�W�Y��� �� 
W���
W��Y� W�� W�� Y����W	 ��

"���� ����
 ������, =W�	��'� ������
 �� ���� ��� �� 
W�� ��W

	��, C� �W�� ��W� ����� "����

����
 YW� X� �
X����� ���� Sn ��� W� W

��
��W�� Y���Y� �� ��� �W���W	 ��
X�� n, G�������*

��� ��

����Y ����
� 
������ ������Y� ��� ��
� �

���W�� Y����Y�����* W� ��� ;	
���� Q�����

Y����Y���� W�� ��� GYEW� Y����Y���� (��� M�Y���� 1,0,/ X�	��),

N�� ��
������W���� ������ �� Sn �� ������� ������� ��� ��	W���� ���� ��� 
A�������� �� n,
N���� W�� ��Y��W���� ������Y�� �� �W���W	 ��
X��� ����� ��
 �� n,

Q� YW� W���Y�W�� �� �WY� 
W������� λ �� n W� FSn+
���	� Sλ
, Q� YW		 ���� 
���	� :
�C��


���	� W�� ��� Y������Y���� �� ����
������ �� ��� Y���Y� �� ��� "�	� F,
Q��� F = C* ��� M
�Y�� 
���	�� ���
 W Y�

	��� ��� �� ���+���
��
��Y ��

	� CSn+


���	��, B��Y� �� YW� W���Y�W�� �� �WY� �� ���
 W� �����W�� ������Y�X	� Y�W�WY��� �� ���

��

����Y ����
, N�������� �� �W�� W X���Y���� ���
 Irr(Sn) W�� ��� ��� �� ��� 
W�������� �� n,
N��� Y�����
�����Y� W		��� �� �� ��
	�Y��	� Y�

���* ��� ����W�Y�* ��� ������ �� W� ������Y�X	�

Y�W�WY��� �� ��� ������Y���� �� �
W		�� ��X����
� �� Sn, C� )�8
��� �* �� ���Y��X� �� ��		 ���W�	�

��
� �� ����� �����	 Y�
X��W����W	 ���	�,

C� �����W	* �� YW� ����Y� 
��
������ �� W "���� ����
 ����� �����
W���� WX��� ��� '	�YW	'

��X����
�* ��Y� W� ��� M�	�� p+��X����
�, N��� �����
	W� �W� ��� �� ��� ��� ���������� ��

�X�W�� ��� =	W���"YW���� �� @����� M�

	� A���
� W�� 
W�� ����� Y	W���YW	 ����	��, @�� ����W�Y�*

��� C��+G�Y�	�� ������
 
�������� WX��� W�� ��� <�W���'� B����� T��� Y����Y����, N�� 	W����

�W� X��� 
����� �� U34V W�� �� �� W� �

���W�� ��W

	� �� ��� ��+YW		�� 	�YW	+�	�XW	 Y����Y�����,

Q� ����� ��� ��W��� �� U32V �� U40V ��� ���W�	�� WYY����,

C� ���� ������ �� ��Y�� �� ��� ��	W�������
 X������ ��� �����W�� Y�W�WY���� �� ��� ��

����Y

����
� W�� ����� �� ����� M�	�� p+��X����
�,
F�� G X� W "���� ����
 W�� P X� W M�	�� p+��X����
 �� G, N� 	��� ��� ��� ���� Irr(G) W��

Irr(P )* �� �W�� �� ���Y��X� ��� ������Y���� �� W� ������Y�X	� Y�W�WY��� χ �� G �� P , Q� ������

���� ������Y���� X� χ
�
P
, N�� :�	�� B�A�C���� C���C���� Zχ

φ �� ��� 
�	��
	�Y��� �� W� ������Y�X	�

Y�W�WY��� φ �� P W� W Y���������� �� χ
�
P
, B��Y� ���Y��X��� ��� ������Y���� �� W Y�W�WY��� �� W

M�	�� p+��X����
 
�W�� Y�

����� W		 ��� M�	�� X�W�Y���� Y��$Y�����,

C� )�8
��� � �� Y�		�Y� ��� ����	�� �X�W���� �� ��� ����� �� M�	�� X�W�Y���� Y��$Y�����*

���� ��Y�� �� ��� YW�� �� G X���� W ��

����Y ����
,

F�� Pn X� W M�	�� p+��X����
 �� ��� ��

����Y ����
 Sn, C� U02V W�� U03V ��� W������

������� ��� 	���W� Y����������� �� ��� ������Y���� χ
�
Pn
* ��� χ ∈ Irr(Sn), @�� ����	�� �W�� X���

�X�W���� �����W� ��� ��� ���Y��
���� �� ������+������ Y�����������,

C� )�8
���  �� ����� ��� ��� �� W		 ��� ������Y�X	� Y�W�WY���� �� Sn ���Y� W�
�� W Y��+

�������� �� ������ ���W��� ��W� ��� �� ����� ������Y���� �� Pn, G��� 
��Y���	�* ��� ����� �W���W	

��
X�� k �� ��"�� ��� ���

Ωk
n = {χ ∈ Irr(Sn) | χ

�
Pn

W�
��� W� ������Y�X	� Y���������� �� ������ pk}.

5

N�� "��� 
W�� ����	� �� ���� ������ ��8

>� C�

	���	� ���C��B� ��� ��� Ωk
n ��� ����� C���C� �� n� k ∈ N A�� A� ��� 
��
� p!

Q� ��		 ��� ��W� Ωk
n �W� W ����	W� ����Y���� ����� X� ��� Y�
X��W����Y� �� ��� 
W�������� �� n,

N�� ����W���� ��� p = 2 �� 
��� Y�

	�YW���, B��Y� �� ���� �� ��Y�� ��� W�������� �� ���

������Y�X	� Y�W�WY���� 	WX�		�� X� ��� ��+YW		�� ���� 
A��������, N�� "��� ����	� �� )�8
��� ! ��8

>� ��
	�C��	� C�

��� ��
� �
�C��C :�	�� B�A�C���� C���C�����

��� ���� 
A�������� ���� p = 2!

;���� ��W�* �� ����� ��� ��� Λk
n �� W		 ��� ���� Y�W�WY���� �� Sn ���Y� W�
�� W Y����������

�� ������ 2k �� ����� ������Y���� �� W M�	�� 2+��X����
, (M�* Λk
n �� ��� �������Y���� �� Ωk

n W�� ���

��� �� W		 ������Y�X	� Y�W�WY���� �� Sn 	WX�		�� X� W ���� 
W�������,)

N�� ����Y���� �� Λk
n �� ��� W� ��Y� W� ��� ��� �� Ωk

n, B������* W������ ����	� �� ���� Y�W
���

��8

>� ���C��B� ��� ��� Λk
n ��� ����� C���C� �� n� k ∈ N A�� p = 2!

C� )�8
��� " �� ���� �� ����� ��� 
���	W� ��
������W���� ������ �� ��

����Y ����
�, N���


�W�� ��W� F �� W "�	� �� 
������� Y�W�WY�������Y, ;� �� W	��W�� 
��������* �� ���� ������� ��

��������W�� �W
�	��� �� FSn+
���	��, @�� ����W�Y�* ��� �� ����� �W
�	� �� ��� ��� �� ��� M
�Y��


���	��,

Q� ��W�� ��� Y�W
��� ���� W ����� ������ �� ��� �����C�� �� ����Y�

��WX	� 
���	��, N����

W�� �

���W�� ���W��W��� ��W� ��	
 �� �������W�� ��� ����Y���� �� ��� 
���	��,

N���* Y���������� ��
� �����W	 ����Y� 
���	��* �� ����� MY��� 
���	�� W�� ?���� 
���	��,

N�� 	W���� W�� ��� ����Y�

��WX	� ��

W��� �� ��� ��+YW		�� S���� 
��
��W���� 
���	��, Q�

��	W�� ����� ��� �W
�	��� �� 
���	�� W�� �� �X�W�� ��� 	W�� 
W�� ����	� �� ���� ������8

>� �����
��� ���C� ?���� 
���	�� A�� ���
��
��C �� A :C��� 
���	�!



5

N�� "��� 
W�� ����	� �� ���� ������ ��8

>� C�

	���	� ���C��B� ��� ��� Ωk
n ��� ����� C���C� �� n� k ∈ N A�� A� ��� 
��
� p!

Q� ��		 ��� ��W� Ωk
n �W� W ����	W� ����Y���� ����� X� ��� Y�
X��W����Y� �� ��� 
W�������� �� n,

N�� ����W���� ��� p = 2 �� 
��� Y�

	�YW���, B��Y� �� ���� �� ��Y�� ��� W�������� �� ���

������Y�X	� Y�W�WY���� 	WX�		�� X� ��� ��+YW		�� ���� 
A��������, N�� "��� ����	� �� )�8
��� ! ��8

>� ��
	�C��	� C�

��� ��
� �
�C��C :�	�� B�A�C���� C���C�����

��� ���� 
A�������� ���� p = 2!

;���� ��W�* �� ����� ��� ��� Λk
n �� W		 ��� ���� Y�W�WY���� �� Sn ���Y� W�
�� W Y����������

�� ������ 2k �� ����� ������Y���� �� W M�	�� 2+��X����
, (M�* Λk
n �� ��� �������Y���� �� Ωk

n W�� ���

��� �� W		 ������Y�X	� Y�W�WY���� �� Sn 	WX�		�� X� W ���� 
W�������,)

N�� ����Y���� �� Λk
n �� ��� W� ��Y� W� ��� ��� �� Ωk

n, B������* W������ ����	� �� ���� Y�W
���

��8

>� ���C��B� ��� ��� Λk
n ��� ����� C���C� �� n� k ∈ N A�� p = 2!

C� )�8
��� " �� ���� �� ����� ��� 
���	W� ��
������W���� ������ �� ��

����Y ����
�, N���


�W�� ��W� F �� W "�	� �� 
������� Y�W�WY�������Y, ;� �� W	��W�� 
��������* �� ���� ������� ��

��������W�� �W
�	��� �� FSn+
���	��, @�� ����W�Y�* ��� �� ����� �W
�	� �� ��� ��� �� ��� M
�Y��


���	��,

Q� ��W�� ��� Y�W
��� ���� W ����� ������ �� ��� �����C�� �� ����Y�

��WX	� 
���	��, N����

W�� �

���W�� ���W��W��� ��W� ��	
 �� �������W�� ��� ����Y���� �� ��� 
���	��,

N���* Y���������� ��
� �����W	 ����Y� 
���	��* �� ����� MY��� 
���	�� W�� ?���� 
���	��,

N�� 	W���� W�� ��� ����Y�

��WX	� ��

W��� �� ��� ��+YW		�� S���� 
��
��W���� 
���	��, Q�

��	W�� ����� ��� �W
�	��� �� 
���	�� W�� �� �X�W�� ��� 	W�� 
W�� ����	� �� ���� ������8

>� �����
��� ���C� ?���� 
���	�� A�� ���
��
��C �� A :C��� 
���	�!



��
���� �

�������	����


C� ���� Y�W
��� �� ��

W���� ��
� ����	�� ��W� ��		 X� �����	 �������� ���� ������,

��� �*��,� �
 
��
���
�*���
 ����
� �� �
��� �
����

Q� ��

��� ��W� ��� ��W��� �� �W
�	�W� ���� ��
� XW��Y ���� ������, C� ���* �� ����� �� ��� "���

Y�W
���� �� U22V W�� U15V ��� W X���� Y�		�Y���� �� ��� ������ XW��Y�* X�� W	�� ��� W 
��� ��������

�������W���� WX��� ��� ��
������W���� ������ ��W� �� W�� WX��� �� 
������,

M�
� ��"������� W�� ����	�� �� ���� Y�W
��� Y��	� �W�� X��� ��W��� �� W 
��� �����W	 �������,

B������ ��� W�
 �� ���� ������ �� ��� ����� �� "���� ����
�* ���Y� �� �
�Y�W	��� ��	� �� ��� YW��

�� W ����
 W	��X�W,

*�������� ������ F�� F X� W "�	� W�� 	�� G X� W "���� ����
, N�� ��Y��� �
WY� Y���������

�� ��� ���
W	 ��
� {
∑

g∈G agg | ag ∈ F} ���� ��� 
����Y� �� ��� ����
 �������� 	���W�	� �� W�

F+W	��X�W, N��� �� ��� ����
 A	��B�A �� G ���� ��� "�	� F* W�� �� �� ������� FG,

H��� ��W� G �� W� F+XW��� �� FG,

;� FG 
���	� �� W "���� ��
������W	 F+��Y��� �
WY� M ��� ���Y� �� �� ������	� ��"���

FG ×M → M ��W� 
W
� ����� (x,m) ∈ FG ×M �� W� �	�
��� xm ∈ M , ;	�� ��� ��		������

��	� ��� W		 x, y ∈ FG* m,n ∈ M W�� a ∈ F8

x(m+ n) = xm+ xn, (x+ y)m = xm+ ym,

(xy)m = x(ym), (ax)m = a(xm) = x(am), 1m = m.

N�� �����W	 FG+
���	� �� ������� X� FG �� ��

	� F, FG ����	� �� W� FG+
���	� �����


�	��
	�YW���� W�� �� �� YW		�� ��� ����	A� 
���	�,

C� M �� W� FG+
���	� W�� N ⊆ M �� W� FG+���W��W�� ��X�
WY�* ���� N �� W ��B
���	� ��

M , F�� M X� W ������� FG+
���	�* ���� M �� ��

	� �� ��� ��	� ��X
���	�� W�� 0 W�� M , M
�� ����C�

��AB	� �� �� YW���� X� ������� W� W ����Y� ��
 �� ��� ���+���� ��X
���	��,

5�����
 ����� (GW�Y���'� ������
)� 4�� G B� A ����� ����
 A�� F B� A ��	� ����� C�A�AC��� 

����C ���� ��� ������ ��� ����� �� G! ;��� ����� FG 
���	� ��C�

���� �� A� �������A		� ������

�A� A� ��� ����C� ��
 �� ��� ��

	� ��B
���	��!

7



��
���� �

�������	����


C� ���� Y�W
��� �� ��

W���� ��
� ����	�� ��W� ��		 X� �����	 �������� ���� ������,

��� �*��,� �
 
��
���
�*���
 ����
� �� �
��� �
����

Q� ��

��� ��W� ��� ��W��� �� �W
�	�W� ���� ��
� XW��Y ���� ������, C� ���* �� ����� �� ��� "���

Y�W
���� �� U22V W�� U15V ��� W X���� Y�		�Y���� �� ��� ������ XW��Y�* X�� W	�� ��� W 
��� ��������

�������W���� WX��� ��� ��
������W���� ������ ��W� �� W�� WX��� �� 
������,

M�
� ��"������� W�� ����	�� �� ���� Y�W
��� Y��	� �W�� X��� ��W��� �� W 
��� �����W	 �������,

B������ ��� W�
 �� ���� ������ �� ��� ����� �� "���� ����
�* ���Y� �� �
�Y�W	��� ��	� �� ��� YW��

�� W ����
 W	��X�W,

*�������� ������ F�� F X� W "�	� W�� 	�� G X� W "���� ����
, N�� ��Y��� �
WY� Y���������

�� ��� ���
W	 ��
� {
∑

g∈G agg | ag ∈ F} ���� ��� 
����Y� �� ��� ����
 �������� 	���W�	� �� W�

F+W	��X�W, N��� �� ��� ����
 A	��B�A �� G ���� ��� "�	� F* W�� �� �� ������� FG,

H��� ��W� G �� W� F+XW��� �� FG,

;� FG 
���	� �� W "���� ��
������W	 F+��Y��� �
WY� M ��� ���Y� �� �� ������	� ��"���

FG ×M → M ��W� 
W
� ����� (x,m) ∈ FG ×M �� W� �	�
��� xm ∈ M , ;	�� ��� ��		������

��	� ��� W		 x, y ∈ FG* m,n ∈ M W�� a ∈ F8

x(m+ n) = xm+ xn, (x+ y)m = xm+ ym,

(xy)m = x(ym), (ax)m = a(xm) = x(am), 1m = m.

N�� �����W	 FG+
���	� �� ������� X� FG �� ��

	� F, FG ����	� �� W� FG+
���	� �����


�	��
	�YW���� W�� �� �� YW		�� ��� ����	A� 
���	�,

C� M �� W� FG+
���	� W�� N ⊆ M �� W� FG+���W��W�� ��X�
WY�* ���� N �� W ��B
���	� ��

M , F�� M X� W ������� FG+
���	�* ���� M �� ��

	� �� ��� ��	� ��X
���	�� W�� 0 W�� M , M
�� ����C�

��AB	� �� �� YW���� X� ������� W� W ����Y� ��
 �� ��� ���+���� ��X
���	��,

5�����
 ����� (GW�Y���'� ������
)� 4�� G B� A ����� ����
 A�� F B� A ��	� ����� C�A�AC��� 

����C ���� ��� ������ ��� ����� �� G! ;��� ����� FG 
���	� ��C�

���� �� A� �������A		� ������

�A� A� ��� ����C� ��
 �� ��� ��

	� ��B
���	��!

7



/. ��
���� �� ��������
����

N��� W

	��� �� 
W���Y�	W� �� Y�W�WY�������Y ����* W�� �� ����Y�� ��
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���	��,

F�� Mn(F) X� ��� W	��X�W �� n × n 
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������A���� �� FG �� W�
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��
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 R : FG → Mn(F), N�� ������� n �� ��� ������ �� R,

N�� ��
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�	W���� �� W� �����W	��Y� ��	W���� W
���

��
������W�����,

L�
������W����� W�� W ��!����� �W�� �� 	������ W� 
���	��, C�����* ����� �� W �W���W	 ���+

��+��� Y�����
�����Y� X������ ���
��
���
 Y	W���� �� FG+
���	�� W�� ��
�	W���� Y	W���� ��
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������W����� �� FG, C� a ∈ FG W�� M �� W� FG+
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��
���
 ��"��� W� m �→ am, F�� M X� W� FG+
���	� W�� Y����� W� F+XW��� ��� M
��Y� ��W� R(a) �� ��� 
W���� �� aM ���� ���
�Y� �� ���� XW���* ���� R �� W ��
������W����, C�

�����W� R �� W ��
������W���� �� ������ n * 	�� V X� ��� n+��
������W	 ��� ��Y��� �
WY� ���� F,
>�"�� av := R(a)v ��� ����� v ∈ V, a ∈ FG8 ���� ����� W ����Y���� �� FG+
���	� �� V , M��Y� W
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��
���
 Y�����
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��� �� ��
�	W� ��
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C� M �� W� FG+
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� Y�W�WY���, ;	��* �� ��� ��W����� 
���	� �� ��

	�* ��� ��
������W���� W��

��� W!����� Y�W�WY��� W�� ������Y�X	�,
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C� F �� ��� "�	� �� Y�

	�� ��
X��� C* W C+Y�W�WY��� �� YW		�� W� �����A�� Y�W�WY���, Q�

������ X� Char(G) ��� ��� �� ��� �����W�� Y�W�WY���� �� W "���� ����
 G* W�� X� Irr(G) ��� ���
�� ��� ������Y�X	� Y�W�WY����

Q� �W� ��W� χ(1) �� ��� ������ �� ��� Y�W�WY��� χ, C� �� WY��W		� ��� ������ �� W ��
������W����
��W� W!��� χ* W�� W	�� ��� ��
������ �� ��� Y�����
������ FG+
���	�, Q� ������ X� cd(G) ���
��� �� ��� Y�W�WY��� ������ �� ��� ������Y�X	� Y�W�WY��� �� G8 cd(G) = { χ(1) | χ ∈ Irr(G) },

=�W�WY���� �� ������ ��� W�� YW		�� 	���A� Y�W�WY����, N�� ��� �� ��� 	���W� Y�W�WY���� �� G ��

������� X� Lin(G), H���Y� ��W� 	���W� Y�W�WY���� W�� ������Y�X	�,
N�� Y�W�WY��� ��W� Y�����
���� �� ��� �����W	 
���	� CG �� ��� ���Y���� ���� Y����W�� �W	��

1 �� G, C� �� ������� �G W�� �� �� YW		�� �����A	 Y�W�WY���,

H���Y� ��W� ��� ��
 �� Y�W�WY���� �� W Y�W�WY���8 	�� R W�� S X� ��� ��
������W����� �� G
��W� W!��� ��� Y�W�WY���� χ W�� φ ���
�Y����	�, N��� ��� �W
������W���� T �� G ��"��� W�

T (g) =

Å
R(g) 0
0 S(g)

ã

��� W		 g ∈ G* �� ��� ��� ��W� W!���� χ + φ W� Y�W�WY���, ;	��* �� R W�� S Y�����
��� �� ���

CG+
���	�� U W�� V ���
�Y����	�* ���� ��� ��
������W���� T Y�����
���� �� ��� ����Y� ��


U ⊕ V ,
M��Y� ��� Y�W�WY�������Y �� C �� ����* �� ���� ��� ������ ��� ����� �� W�� ����
, B��Y� X�

GW�Y���'� ������
 0,/,0* ����� CG+
���	� ��Y�

���� W� ��� ����Y� ��
 �� ��

	� 
���	��,

N��� Y�W�WY���� ��Y�

��� W� ��� ��
 �� ������Y�X	� Y�W�WY����, C� χ =
∑

φ∈Irr(G) nφφ �� W

Y�W�WY��� �� G* ���� ����� φ ���� nφ > 0 W�� YW		�� ��� C����������� �� χ,
Q� YW		 ����	A� Y�W�WY��� ��� ��� W!����� X� W ��
������W���� Y�����
������ �� ��� ����	W�

FG+
���	�, N��� �� ��� ��
 �� W		 ��� ������Y�X	� Y�W�WY���� �� G �W��� ���� ����� 
�	��
	�Y�����,

Q� ��		 ���� 	W��� �� ���Y��X� ��� ������Y�X	� Y�W�WY���� �� ����Y� 
����Y��,

F�� G = H ×K W�� 	�� φ W�� ψ X� Y�W�WY���� �� H W�� K* ���
�Y����	�, >�"�� χ = φ× ψ
X� χ(hk) = φ(h)ψ(k) ��� h ∈ H W�� k ∈ K,

N��� ��"������ ����� WY��W		� W Y�W�WY��� χ �� G, G�������*

Irr(G) = { φ× ψ | φ ∈ Irr(H), ψ ∈ Irr(K) } .

N��� W���
��� YW� X� ����W��� ��� ��� ����Y� 
����Y�� �� W�X���W�� 
W�� "���� ����
�,

*�������� ����!� F�� χ, φ X� Y�W�WY���� �� G, N���

[χ, φ] =
1

|G|
∑
g∈G

χ(g) ¯φ(g)

�� ��� ����� 
����C� �� χ W�� φ �� G,

Q� ��
���
�� ����� [χ, φ]G �����W� [χ, φ] �� �� ���� �� ������ ��W� χ, φ ∈ Char(G),

Q� Y�		�Y� ���� ��
� XW��Y 
��
������ �� ��� ����� 
����Y�8
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	�� ��
X��� C* W C+Y�W�WY��� �� YW		�� W� �����A�� Y�W�WY���, Q�

������ X� Char(G) ��� ��� �� ��� �����W�� Y�W�WY���� �� W "���� ����
 G* W�� X� Irr(G) ��� ���
�� ��� ������Y�X	� Y�W�WY����

Q� �W� ��W� χ(1) �� ��� ������ �� ��� Y�W�WY��� χ, C� �� WY��W		� ��� ������ �� W ��
������W����
��W� W!��� χ* W�� W	�� ��� ��
������ �� ��� Y�����
������ FG+
���	�, Q� ������ X� cd(G) ���
��� �� ��� Y�W�WY��� ������ �� ��� ������Y�X	� Y�W�WY��� �� G8 cd(G) = { χ(1) | χ ∈ Irr(G) },

=�W�WY���� �� ������ ��� W�� YW		�� 	���A� Y�W�WY����, N�� ��� �� ��� 	���W� Y�W�WY���� �� G ��

������� X� Lin(G), H���Y� ��W� 	���W� Y�W�WY���� W�� ������Y�X	�,
N�� Y�W�WY��� ��W� Y�����
���� �� ��� �����W	 
���	� CG �� ��� ���Y���� ���� Y����W�� �W	��

1 �� G, C� �� ������� �G W�� �� �� YW		�� �����A	 Y�W�WY���,

H���Y� ��W� ��� ��
 �� Y�W�WY���� �� W Y�W�WY���8 	�� R W�� S X� ��� ��
������W����� �� G
��W� W!��� ��� Y�W�WY���� χ W�� φ ���
�Y����	�, N��� ��� �W
������W���� T �� G ��"��� W�

T (g) =

Å
R(g) 0
0 S(g)

ã

��� W		 g ∈ G* �� ��� ��� ��W� W!���� χ + φ W� Y�W�WY���, ;	��* �� R W�� S Y�����
��� �� ���

CG+
���	�� U W�� V ���
�Y����	�* ���� ��� ��
������W���� T Y�����
���� �� ��� ����Y� ��


U ⊕ V ,
M��Y� ��� Y�W�WY�������Y �� C �� ����* �� ���� ��� ������ ��� ����� �� W�� ����
, B��Y� X�

GW�Y���'� ������
 0,/,0* ����� CG+
���	� ��Y�

���� W� ��� ����Y� ��
 �� ��

	� 
���	��,

N��� Y�W�WY���� ��Y�

��� W� ��� ��
 �� ������Y�X	� Y�W�WY����, C� χ =
∑

φ∈Irr(G) nφφ �� W

Y�W�WY��� �� G* ���� ����� φ ���� nφ > 0 W�� YW		�� ��� C����������� �� χ,
Q� YW		 ����	A� Y�W�WY��� ��� ��� W!����� X� W ��
������W���� Y�����
������ �� ��� ����	W�

FG+
���	�, N��� �� ��� ��
 �� W		 ��� ������Y�X	� Y�W�WY���� �� G �W��� ���� ����� 
�	��
	�Y�����,

Q� ��		 ���� 	W��� �� ���Y��X� ��� ������Y�X	� Y�W�WY���� �� ����Y� 
����Y��,

F�� G = H ×K W�� 	�� φ W�� ψ X� Y�W�WY���� �� H W�� K* ���
�Y����	�, >�"�� χ = φ× ψ
X� χ(hk) = φ(h)ψ(k) ��� h ∈ H W�� k ∈ K,

N��� ��"������ ����� WY��W		� W Y�W�WY��� χ �� G, G�������*

Irr(G) = { φ× ψ | φ ∈ Irr(H), ψ ∈ Irr(K) } .

N��� W���
��� YW� X� ����W��� ��� ��� ����Y� 
����Y�� �� W�X���W�� 
W�� "���� ����
�,

*�������� ����!� F�� χ, φ X� Y�W�WY���� �� G, N���

[χ, φ] =
1

|G|
∑
g∈G

χ(g) ¯φ(g)

�� ��� ����� 
����C� �� χ W�� φ �� G,

Q� ��
���
�� ����� [χ, φ]G �����W� [χ, φ] �� �� ���� �� ������ ��W� χ, φ ∈ Char(G),

Q� Y�		�Y� ���� ��
� XW��Y 
��
������ �� ��� ����� 
����Y�8



/0 ��
���� �� ��������
����

/, [χ, φ] = [φ, χ]9

0, [c1χ1 + c2χ2, φ] = c1[χ1, φ] + c2[χ2, φ]9

1, [φ, φ] > 0 ��	��� φ = 09

2, χ �� ������Y�X	� �� W�� ��	� �� [χ, χ] = 1,

Irr(G) �� W� ��������
W	 XW��� ��� Char(G)* ���Y� �� �W�� W 
����� ��� ��
������� W�

W�X���W�� Y�W�WY��� �� ���
� �� ��� ������Y�X	� ����8 	�� φ ∈ Char(G)* ����

φ =
∑

θ∈Irr(G)

[φ, θ] θ.

F�� H X� W ��X����
 �� ��� "���� ����
 G, Q� ���	� 	��� �� ��	W�� ����� ��
������W����

������,

CH �� W ��X��� �� CG, C�M �� W CG+
���	�* ����M �� W	�� W CH+
���	� ���Y� ��� 
��
������

�� ��� ��"������� ��	� ��� W		 �	�
���� �� G* ���Y� Y���W��	� ��	� ��� ��� �	�
���� �� H, Q� �����

��� Y�����
������ CH 
���	� W� M
�
H
* W�� YW		 �� ��� ������C���� �� M �� H, N�� Y�W�WY��� ��

��� ������Y���� �� �X�W���� ���
 ��� Y�W�WY��� χ �� M X� ��W	�W���� �� �� ��� �	�
���� �� H ��	�,

Q� ����� ���� Y�W�WY��� �� H W� χ
�
H
,

C� �����W� �� �W�� �����
W���� �� ��� ��
������W����� �� H W�� �� �W�� �� �W� ��
������

WX��� ��� ��
������W����� �� G* ��� 
��Y��� �� 
��� Y�

	�YW��� ��W� ��� 
������� ���, @�� W��

��X��� X �� CG* �� ����� X(CG) ��� ��� ��X�
WY� �� CG ���Y� �� �
W���� X� W		 ��� �	�
����

gx ���� x ∈ X* g ∈ G, N�W� ��*

X(CG) = 〈gx | x ∈ X, g ∈ G〉.

X(CG) �� ���� W ��X
���	� �� CG,
H�� CH �� W ��X��� �� CG, F�� U X� W CH+��X
���	� �� CH* W�� 	�� U

�G
������ ���

CG+
���	� U(CG), N��� U
�G

�� YW		�� ��� CG+
���	� ����C�� ���
 U ,

C� φ �� ��� Y�W�WY��� ��W� Y�����
���� �� U * ���� ��� Y�W�WY��� ��W� Y�����
���� �� U
�G

��

������� X� φ
�G

W�� �� YW		�� ��� Y�W�WY��� ����C�� ���
 φ,

F�� φ X� W Y�W�WY��� �� H, >�"�� ��� ���Y���� φ̇ : G → C X�

φ̇(g) =

®
φ(g) �� g ∈ H,

0 ���������.

N�� �W	��� �� ��� ����Y�� Y�W�WY��� φ
�G

W�� ����� X�

(φ
�G

)(g) =
1

|H|
∑
y∈G

φ̇(y−1gy)

��� W		 g ∈ G,
Q� Y�		�Y� ���� ��
� 
��
������ �� ��� ������Y���� W�� ��� ����Y���� ��W� ��		 X� �����	 	W���,

���� ��� ���������
���� ������ �� ��� ��������� ������ /1
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8 ����"� 4�� χ B� A C�A�AC��� �� G A�� φ B� A C�A�AC��� �� H ≤ G!

"! ;�� ������ χ
�
H
(1) �� ���A	 �� χ(1)� ���	� (φ

�G
)(1) =

|G|
|H|

φ(1)!

#! ;�� ������C���� �� A� ������C�B	� C�A�AC��� �� ��� ��C���A��	� ������C�B	�! ;�� �A
� ��	��

��� ��� ����C����!

$! 4�� K ≤ H ≤ G A�� 	�� θ ∈ Char(K)! ;��� χ
�
H

�
K

= χ
�
K

A�� θ
�H�G

= θ
�G

!

L�����Y���� W�� ����Y���� YW� X� Y��������� W� ��W	 �
��W����� �� ��� ����� �� ��� @��X�����

��Y�
��Y���,

5�����
 ����# (N�� @��X����� ��Y�
��Y���)� 4�� H ≤ G! 4�� χ B� A C�A�AC��� �� G A�� 	�� φ
B� A C�A�AC��� �� H! ;���

[φ
�G

, χ]G = [φ, χ
�
H
]H .

M�

��� ��� ��W� N �� W ���
W	 ��X����
 �� W "���� ����
 G, F�� θ ∈ Irr(N) W�� g ∈ G,
Q� ��"�� ��� C�����A�� Y�W�WY��� θg : N → C X� θg(m) = θ(g−1mg), N��� ��"������ ����� W

Y�W�WY��� �� N , B��Y� X� ���� WY���� G 
��
���� ��� ������Y�X	� Y�W�WY���� �� N * ���	� N WY��

�����W		�,

=	�!��� ������ ��	W��� ��� ��
������W���� ������ �� W "���� ����
 W�� ��� �� ��� ���
W	

��X����
�, Q� ��W�� ���� =	�!��� ������
 W�� �� ����� ��� ��W��� �� U15* =�W
��� 4V ��� ���


���	W� ������� �� ���� ������
 W�� ��� 
W�� �

���W�� Y��������Y��,

5�����
 ����$ (=	�!��� ������
* U15* (4,0)V)� 4�� N B� A ���
A	 ��B����
 �� A ����� ����
 G
A�� 	�� χ ∈ Irr(G)! 4�� θ B� A� ������C�B	� C���������� �� χ

�
N

A�� ��

��� θ = θ1, θ2, . . . , θt A��

������C� C�����A��� �� θ �� G! ;���

χ
�
N

= e
t∑

i=1

θi,

����� e =
[
χ
�
N
, θ
]
N

!

F�� F X� W "�	�, Q� ��� ���� ��Y���� ���Y��X��� W� �

���W�� �W
�	� �� FG+
���	��,
F�� M X� W� FG+
���	� W�� ��

��� ��W� G ∈ FG WY�� �� M 
��
����� W� F+XW��� B �� M ,

N��� M �� YW		�� W� FG+
��
��A���� 
���	�, N�� �W	�� �� ��� W���Y�W��� 
��
��A���� C�A�AC���

χ �� g ∈ G �� χ(g) = | { b ∈ B | bg = b } |,
>����� X� Gm ��� ��WX�	���� �� ��� �	�
��� m ∈ M ����� ��� WY���� �� G, C� G WY��

��W�������	� �� ��� F+XW��� B �� M * ���� ��� 
��
��W���� Y�W�WY��� �� ��� WY���� �� �Gm

�G
,

��� '�� 
��
���
�*���
 ����
� �� ��� ��		��
�, �
����

C� ���� ��Y���� �� Y�		�Y� ��
� 
W�� ����	�� WX��� ��
������W���� ������ �� ��� ��

����Y

����
�, Q� ����� ��� ��W��� �� U20V W�� U43V ��� 
��� ���W�	� W�� ��W

	�� WX��� ��� ���
� ��W�

�� ��		 X���#� �������Y� ����,



���� ��� ���������
���� ������ �� ��� ��������� ������ /1

.�

8 ����"� 4�� χ B� A C�A�AC��� �� G A�� φ B� A C�A�AC��� �� H ≤ G!

"! ;�� ������ χ
�
H
(1) �� ���A	 �� χ(1)� ���	� (φ

�G
)(1) =

|G|
|H|

φ(1)!

#! ;�� ������C���� �� A� ������C�B	� C�A�AC��� �� ��� ��C���A��	� ������C�B	�! ;�� �A
� ��	��

��� ��� ����C����!

$! 4�� K ≤ H ≤ G A�� 	�� θ ∈ Char(K)! ;��� χ
�
H

�
K

= χ
�
K

A�� θ
�H�G

= θ
�G

!

L�����Y���� W�� ����Y���� YW� X� Y��������� W� ��W	 �
��W����� �� ��� ����� �� ��� @��X�����

��Y�
��Y���,

5�����
 ����# (N�� @��X����� ��Y�
��Y���)� 4�� H ≤ G! 4�� χ B� A C�A�AC��� �� G A�� 	�� φ
B� A C�A�AC��� �� H! ;���

[φ
�G

, χ]G = [φ, χ
�
H
]H .

M�

��� ��� ��W� N �� W ���
W	 ��X����
 �� W "���� ����
 G, F�� θ ∈ Irr(N) W�� g ∈ G,
Q� ��"�� ��� C�����A�� Y�W�WY��� θg : N → C X� θg(m) = θ(g−1mg), N��� ��"������ ����� W

Y�W�WY��� �� N , B��Y� X� ���� WY���� G 
��
���� ��� ������Y�X	� Y�W�WY���� �� N * ���	� N WY��

�����W		�,

=	�!��� ������ ��	W��� ��� ��
������W���� ������ �� W "���� ����
 W�� ��� �� ��� ���
W	

��X����
�, Q� ��W�� ���� =	�!��� ������
 W�� �� ����� ��� ��W��� �� U15* =�W
��� 4V ��� ���


���	W� ������� �� ���� ������
 W�� ��� 
W�� �

���W�� Y��������Y��,

5�����
 ����$ (=	�!��� ������
* U15* (4,0)V)� 4�� N B� A ���
A	 ��B����
 �� A ����� ����
 G
A�� 	�� χ ∈ Irr(G)! 4�� θ B� A� ������C�B	� C���������� �� χ

�
N

A�� ��

��� θ = θ1, θ2, . . . , θt A��

������C� C�����A��� �� θ �� G! ;���

χ
�
N

= e
t∑

i=1

θi,

����� e =
[
χ
�
N
, θ
]
N

!

F�� F X� W "�	�, Q� ��� ���� ��Y���� ���Y��X��� W� �

���W�� �W
�	� �� FG+
���	��,
F�� M X� W� FG+
���	� W�� ��

��� ��W� G ∈ FG WY�� �� M 
��
����� W� F+XW��� B �� M ,

N��� M �� YW		�� W� FG+
��
��A���� 
���	�, N�� �W	�� �� ��� W���Y�W��� 
��
��A���� C�A�AC���

χ �� g ∈ G �� χ(g) = | { b ∈ B | bg = b } |,
>����� X� Gm ��� ��WX�	���� �� ��� �	�
��� m ∈ M ����� ��� WY���� �� G, C� G WY��

��W�������	� �� ��� F+XW��� B �� M * ���� ��� 
��
��W���� Y�W�WY��� �� ��� WY���� �� �Gm

�G
,

��� '�� 
��
���
�*���
 ����
� �� ��� ��		��
�, �
����

C� ���� ��Y���� �� Y�		�Y� ��
� 
W�� ����	�� WX��� ��
������W���� ������ �� ��� ��

����Y

����
�, Q� ����� ��� ��W��� �� U20V W�� U43V ��� 
��� ���W�	� W�� ��W

	�� WX��� ��� ���
� ��W�

�� ��		 X���#� �������Y� ����,



/2 ��
���� �� ��������
����

����� ��
#��"����$� �� 
"��������

Q� 	�� C (n) X� ��� ��� �� Y�

�������� �� n* �,�, ��� ��� Y��������� �� W		 ��� "���� ������Y��
a = (a1, a2, . . . , az) ��Y� ��W� ai �� W ���+���W���� ������� ��� W		 i ∈ [1, z] W�� ��Y� ��W� a1 +
· · ·+ az = n, N�� ai W�� ����� W� ��� 
A��� �� a,

C� λ ∈ C (n) �W� ����Y�	� 
������� W�� ���+��Y��W����	� ������� 
W���* �� �W� ��W� λ �� W


A������� �� n, Q� ������ X� P(n) ��� ��� �� 
W�������� �� n,
Q� ��
���
�� ����� λ � n �� |λ| = n �� �W� λ ∈ P(n),
Q� ��
W�� ��W� ��� ��� P(0) Y������� �� ��	� ��� �	�
���* ��W� �� ��� �

�� 
W�������,

F�� λ = (λ1, . . . , λk) ∈ P(n), N�� 	����� �� λ �� ��� ��
X�� �� 
W��� �� λ (�,�, k)* �����
������� l(λ), @�� Y��������Y�* �� 
W� ��� ��
������ �� ����YW�� 
�	��
	�Y����� �� 
W���9 ���


�W���� ����	� W	�W�� X� Y	�W� ���
 Y������, @�� ����W�Y�* (2, 1, 1, 1) = (2; 13)* ���	� (pk) Y��	�
������ W ����	� 
W�� �� ���� pk �� (p, . . . , p) ����� ��� 
W�� p W

�W�� k ��
��* W�� �� �����
���

���� XW��� �� Y������ X� �
�Y������ (pk) ∈ P(pk) �� (pk) ∈ P(kp) ���
�Y����	�,
Q� ��"�� λi ��� λ ∈ P(n) W�� i ∈ N W� ��		���8

λi :=

®
��� i+�� 
W�� �� λ, �� i ≤ l(λ);

0, ���������.

F�� P = ∪n∈NP(n) X� ��� ��� �� W		 
W��������, F�� a ∈ N* λ, µ ∈ P, N�� �YW	W� 
�	��
	�+

YW���� W�� ��� ��
 �� ��� 
W�������� W�� ��"��� W� ��		���8

aλ := (aλ1, aλ2, . . . , aλl(λ));

λ+ µ := (λ1 + µ1, λ2 + µ2, . . . , λk + µk),

����� k = max { l(µ), l(λ) },
N�� ��
��A�C� �������� �� P �� W 
W���W	 ����� ��"��� X�

µ = (µ1, . . . , µk)� λ = (λ1, . . . , λk) ⇐⇒
m∑
i=1

µi ≤
m∑
i=1

λi ��� ����� m ∈ [1, k],

����� W�W�� k = max { l(µ), l(λ) }, Q� ��� ���� ��� �W
� ���W���� W� �� U20* >�"������ 1,0V,

N�� ?���� ��A��A
 [λ] �� W� W��W� �� X����* 	��� W	�����* �W���� λj X���� �� ��� j+�� ��� ���

W		 j ∈ [1, l(λ)], @�� ��W

	�*

�� ��� S���� ��W��W
 �� ��� 
W������� (4, 2, 1),
A���� W 
W������� λ* ��� C�����A�� 
A������� �� ��� 
W������� λ′

����� S���� ��W��W
 �� �X�W����

X� ��#�Y���� [λ] ������� ��� 
W�� ��W���W	 y = −x, C� ��� ��W

	� WX���* λ′ = (3, 2, 1, 1),
; λ �AB	�A� t �� W� W�����
��� �� ��� ��
X��� { 1, 2, . . . , n } �� ��� X���� �� [λ] ��Y� ��W� ��

��
X�� W

�W�� ���Y�, Q� ��		 ������ X� t(i, j) ��� ��
X�� W������� �� ��� X�� �� t �� ��� i
W�� Y�	�
� j, N�� ��

����Y ����
 Sn WY�� �W���W		� �� ��� ��� �� λ+�WX	�W�� X� 
��
�����

��� ������� ������ ��� X����, Q� ������ ��� WY���� �� σ ∈ Sn �� ��� λ+�WX	�W�� t X� σ(t),

���� ��� ���������
���� ������ �� ��� ��������� ������ /3

Q� �W� ��W� W λ+�WX	�W� �� ��A��A�� ���� �� �W� ��� ������� �� �WY� ��� ������� ��Y��W����	�

���
 	��� �� ����� W�� ��� ������� �� �WY� Y�	�
� ������� ��Y��W����	� ���
 ��
 �� X����
,

Q� Y��Y	��� ���� ��Y���� X� ��"���� W �
�Y�W	 ��XY	W�� �� 
W�������� �� W �W���W	 ��
X�� n ��W�

�� ��		 Y������� ���������	� �� ��� ���� �� ��� ������* �� 
W���Y�	W� �� =�W
��� 3, F�� 0 ≤ k < n
W�� 	�� λ = (n−k, 1, . . . , 1) = (n−k, 1k) ∈ P(n), N��� λ �� YW		�� W ���� �� ���� 
A�������* ���Y�

��� S���� ��W��W
 [λ] �W� ��� ��W
� �� W ����, Q� ������ X� H (n) = { λ ∈ P(n) | λ �� W ���� }
��� ��� �� ���� 
W�������� �� n,

����� !
�$�� 
���	��

Q� ���� ��� �� W X���� ��

W�� �� ��� ������ �� M
�Y�� 
���	��* ��W� ��		 W		�� �� ��

��
	�Y��	� ���Y��X� ��� ������Y�X	� Y�W�WY���� �� Sn, Q� ����� ��� ��W��� �� U20* M�Y���� 2V ���

������� ���W�	�,

F�� F X� W "�	�, A���� W 
W������� λ = (λ1, . . . , λk) �� n �� ������ X� Sλ ��� ��X����
 ��

Sn ��"��� X�

Sλ = Sλ1 × · · · ×Sλk
.

Sλ �� ��� ?���� ��B����
 �� Sn W���Y�W��� �� ��� 
W������� λ,
Q� �W� ��W� ��� λ+�WX	�W�� t W�� u W�� ��� �����A	��� �� ��� ������� �� �WY� ��� �� t W��

��� �W
� W� ��� ������� �� ��� Y�����
������ ��� �� u, C� �� �W�� �� ��� ��W� ���� ��"��� W�

�����W	��Y� ��	W���� �� ��� ��� �� λ+�WX	�W��, Q� ��		 ������ X� {t} ��� ���+�����W	��Y� Y	W�� ��
t W�� �� ��		 �W� ��W� {t} �� W λ �AB	���,

N�� ��

����Y ����
 Sn WY�� �W���W		� �� ��� ��� �� λ+�WX	����8 	�� {t} X� W λ+�WX	���
W�� σ ∈ Sn* ���� σ({t}) = {σ(t)}, N�������� �� YW� ��"�� Mλ

�� X� ��� FSn+
��
��W����


���	� �����W��� W� W ��Y��� �
WY� X� ��� ��� �� W		 λ+�WX	����, N�� 
���	� Mλ
�� YW		�� ?����


��
��A���� 
���	� W�� �� �W� ��
������ ���W	 ��

n!∏
i≥1(λi)!

,

M��Y� Sn WY�� ��W�������	� �� ��� ��� �� λ+�WX	���� W�� ���Y� ��� ��WX�	���� �� Sn �� W "���

λ+�WX	��� {t} �� ���
��
��Y �� ��� S���� ��X����
 Sλ* �� �W�� ��� ��		����� �

���W�� ���
��+


���
 �� FSn+
���	��8

Mλ ∼= FSλ

�Sn , ��� W		 λ ∈ P(n),

����� FSλ
������� ��� �����W	 FSλ+
���	�,

A���� W�� λ+�WX	�W� t �� ������ X� C(t) ��� Y�	�
� ��WX�	���� �� t* �W
�	� ��� ��X����
 ��

Sn ��W� "��� ��� Y�	�
�� �� t �������, N�� λ+
�	��WX	��� Y�����
������ �� ��� λ+�WX	�W� t ��
��� ��		����� �	�
��� �� Mλ

8

et =
∑

g∈C(t)

sgn(g){t}g.

N�� M
�Y�� 
���	� Sλ
�� ��� ��X
���	� �� Mλ

	���W�	� �����W��� X� ��� 
�	��WX	����,

Q� ��		 �W� ��W� et �� W ��A��A�� λ+
�	��WX	��� �� t �� W ��W��W�� λ+�WX	�W�, N�� M�W��W��

<W��� N�����
 
����� X� DW
�� �� U20* N�����
 6,2V �W�� ��W� ��� ��W��W�� λ+
�	��WX	���� ���

W XW��� ��� Sλ

, C� 
W���Y�	W�* ��� ��
������ �� ��� M
�Y�� 
���	� Sλ
�� ����
������ �� ��� ������

"�	�* W�� ���W	� ��� ��
X�� �� ��W��W�� λ+�WX	�W��,
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Q� �W� ��W� W λ+�WX	�W� �� ��A��A�� ���� �� �W� ��� ������� �� �WY� ��� ������� ��Y��W����	�

���
 	��� �� ����� W�� ��� ������� �� �WY� Y�	�
� ������� ��Y��W����	� ���
 ��
 �� X����
,

Q� Y��Y	��� ���� ��Y���� X� ��"���� W �
�Y�W	 ��XY	W�� �� 
W�������� �� W �W���W	 ��
X�� n ��W�

�� ��		 Y������� ���������	� �� ��� ���� �� ��� ������* �� 
W���Y�	W� �� =�W
��� 3, F�� 0 ≤ k < n
W�� 	�� λ = (n−k, 1, . . . , 1) = (n−k, 1k) ∈ P(n), N��� λ �� YW		�� W ���� �� ���� 
A�������* ���Y�

��� S���� ��W��W
 [λ] �W� ��� ��W
� �� W ����, Q� ������ X� H (n) = { λ ∈ P(n) | λ �� W ���� }
��� ��� �� ���� 
W�������� �� n,

����� !
�$�� 
���	��

Q� ���� ��� �� W X���� ��

W�� �� ��� ������ �� M
�Y�� 
���	��* ��W� ��		 W		�� �� ��

��
	�Y��	� ���Y��X� ��� ������Y�X	� Y�W�WY���� �� Sn, Q� ����� ��� ��W��� �� U20* M�Y���� 2V ���

������� ���W�	�,

F�� F X� W "�	�, A���� W 
W������� λ = (λ1, . . . , λk) �� n �� ������ X� Sλ ��� ��X����
 ��

Sn ��"��� X�

Sλ = Sλ1 × · · · ×Sλk
.

Sλ �� ��� ?���� ��B����
 �� Sn W���Y�W��� �� ��� 
W������� λ,
Q� �W� ��W� ��� λ+�WX	�W�� t W�� u W�� ��� �����A	��� �� ��� ������� �� �WY� ��� �� t W��

��� �W
� W� ��� ������� �� ��� Y�����
������ ��� �� u, C� �� �W�� �� ��� ��W� ���� ��"��� W�

�����W	��Y� ��	W���� �� ��� ��� �� λ+�WX	�W��, Q� ��		 ������ X� {t} ��� ���+�����W	��Y� Y	W�� ��
t W�� �� ��		 �W� ��W� {t} �� W λ �AB	���,

N�� ��

����Y ����
 Sn WY�� �W���W		� �� ��� ��� �� λ+�WX	����8 	�� {t} X� W λ+�WX	���
W�� σ ∈ Sn* ���� σ({t}) = {σ(t)}, N�������� �� YW� ��"�� Mλ

�� X� ��� FSn+
��
��W����


���	� �����W��� W� W ��Y��� �
WY� X� ��� ��� �� W		 λ+�WX	����, N�� 
���	� Mλ
�� YW		�� ?����


��
��A���� 
���	� W�� �� �W� ��
������ ���W	 ��

n!∏
i≥1(λi)!

,

M��Y� Sn WY�� ��W�������	� �� ��� ��� �� λ+�WX	���� W�� ���Y� ��� ��WX�	���� �� Sn �� W "���

λ+�WX	��� {t} �� ���
��
��Y �� ��� S���� ��X����
 Sλ* �� �W�� ��� ��		����� �

���W�� ���
��+


���
 �� FSn+
���	��8

Mλ ∼= FSλ

�Sn , ��� W		 λ ∈ P(n),

����� FSλ
������� ��� �����W	 FSλ+
���	�,

A���� W�� λ+�WX	�W� t �� ������ X� C(t) ��� Y�	�
� ��WX�	���� �� t* �W
�	� ��� ��X����
 ��

Sn ��W� "��� ��� Y�	�
�� �� t �������, N�� λ+
�	��WX	��� Y�����
������ �� ��� λ+�WX	�W� t ��
��� ��		����� �	�
��� �� Mλ

8

et =
∑

g∈C(t)

sgn(g){t}g.

N�� M
�Y�� 
���	� Sλ
�� ��� ��X
���	� �� Mλ

	���W�	� �����W��� X� ��� 
�	��WX	����,

Q� ��		 �W� ��W� et �� W ��A��A�� λ+
�	��WX	��� �� t �� W ��W��W�� λ+�WX	�W�, N�� M�W��W��

<W��� N�����
 
����� X� DW
�� �� U20* N�����
 6,2V �W�� ��W� ��� ��W��W�� λ+
�	��WX	���� ���

W XW��� ��� Sλ

, C� 
W���Y�	W�* ��� ��
������ �� ��� M
�Y�� 
���	� Sλ
�� ����
������ �� ��� ������

"�	�* W�� ���W	� ��� ��
X�� �� ��W��W�� λ+�WX	�W��,
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����

Q��� Y��������� ���� W "�	� �� Y�W�WY�������Y ����* ��� ����W�Y� ��� "�	� �� ��� Y�

	��

��
X�� C* ��� �W
�	� �� M
�Y�� 
���	�� {Sλ | λ ∈ P(n)} �� W Y�

	��� ��� �� ���+���
��
��Y

��

	� CSn+
���	��, @�� ����� 
W������� λ �� n �� ������ X� χλ
��� �����W�� Y�W�WY��� W!�����

X� Sλ
,

Q� �W� ��W� W 
W������� λ �� n �� p ����	A� �� �� �W� W� 
��� p− 1 
W��� �� W�� ����� ����, N��

��		����� �� W� �

���W�� ����	� �� A,>, DW
��8

5�����
 ������ 4�� λ ∈ P(n) A�� 	�� F B� A ��	� ���� 
������� C�A�AC�������C p!

:�� Dλ :=
Sλ

Sλ ∩ (Sλ)⊥
! ;��� Dλ

�� ��� ���� �� A�� ��	� �� λ �� p ����	A�!

5�������� {Dλ | λ ∈ P(n) p ����	A�} �� A C�

	��� ��� �� ��� ���
��
��C ��

	� FSn 
���	��!

B��� (Sλ)⊥ =
{
x ∈ Mλ | 〈x, s〉 = 0 ��� ����� s ∈ Sλ

}
* ����� 〈·, ·〉 �� ��� ������ X�	���W� ���


�� Mλ
��� ���Y� 〈{t1}, {t2}〉 = 1 �� {t1} = {t2} W�� 〈{t1}, {t2}〉 = 0 �� {t1} �= {t2},

Q� ����� ��� ��W��� �� U20* =�W
��� //V ��� 
��� ���W�	�,

7���� 
���	��

Q� �W�� W	��W�� Y������Y��� ��� S���� 
��
��W���� 
���	�� Mλ
* ��� λ W 
W������� �� n, ;

�W���W	 �������� �� ��� �� YW� ��Y�

��� ����� 
���	�� ���� ����Y�

��WX	� ��

W���* ���

��+YW		�� ?���� 
���	��,

; "��� Y�

	��� 
W�W
�����W���� YW� X� ����� �� ��� ���� �� DW
�� �� U21V* E	�WY��� �� U26V

W�� A�WX
���� �� U10V, Q��	� ����� ������W	 ���Y��
���� �W� XW��� �� MY��� W	��X�W�* ?��
W��

�� U/2V ���Y��X�� Y�

	���	� ��� S���� 
���	�� ����� ��	� ��� ��
������W���� ������ �� ���

��

����Y ����
�, (N�� 
���� �� F�

W 1 �� U/2V Y���W��� ��
� ������, ; Y����Y���� �� ��W�


���� �W� 	W��� ����� X� ?��
W�� W�� MY���		 �� U/3V),

C� ����� �� ��W�� ?��
W��'� ����	� �� ���� �� �������Y� ��� ��		����� ��"������,

F�� λ X� W 
W������� �� W �W���W	 ��
X�� n, Q� �W� ��W� λ �� W p ������C��� 
W������� �� ���

Y�����W�� 
W������� �� p+����	W�, G������� ����Y� ��W� �� W 
W������� λ �� ��� p+������Y���* ����
����� ����� W ������ �W���W	 ��
X�� rλ W�� ������ p+������Y��� 
W�������� λ(0), λ(1), . . . , λ(rλ)*
��Y� ��W�

λ =

rλ∑
m=0

λ(m)pm. (0,/)

N�� WX��� ��
������� (0,/) �� YW		�� p A��C ��
A����� �� λ,
@�� ����W�Y�* Y������� ��� 
W������� λ = (9, 1) �� ��� �W���W	 ��
X�� 10 W�� p = 3, N��� �� W

3+����	W� 
W�������* X�� �� �� ��� 3+������Y��� ���Y� λ′ = (2, 18), Q� �W�� �� �����
��� ��� 3+W��Y
��
W����� �� λ8 λ = λ(0) + 3λ(1) + 9λ(2) + · · · , >�W���� ��� S���� ��W��W
 �� λ �� YW� ���

��W� ��� ��	� 
W������� ��W� YW� X� 
	WY�� ����� ��
�� �� (2)8

1 1 2 2 3 3

N�������� λ(1) = (2)* W�� �� �� ��
��� ���
 ��� S���� ��W��W
 �� λ ����� Y�
��� �� (2) ��W�
��
W��� �� λ(0) = (3, 1)* W� �� YW� ��� �� ��� ��W��W
 WX���, <��� (2) W�� (3, 1) W�� 3+������Y���

W��������* ���� (9, 1) = (3, 1) + 3(2) �� ��� 3+W��Y ��
W����� �� λ,

���� ��� ���������
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@�� �WY� m ∈ { 0, 1, . . . , k }* λ(m) �� W 
W������� �� W Y���W�� �W���W	 ��
X�� ���Y� ��		 X�

������� W� rm (�,�, λ(m) � rm),

5�����
 ����� (U/2* N�����
� / W�� 0V)� ;���� �� A ��� �� ����C�

��AB	� FSn 
���	�� Y µ

��� ��� �AC� 
A������� µ �� n� ��C� ��A� ��� ��		����� ��	� ��� ����� λ � n!

�"� Mλ
�� ���
��
��C �� A ����C� ��
 �� ?���� 
���	�� Y µ

���� µ� λ A�� ���� Y λ
A

�A����

��AC�	� ��C�!

�#� Y λ ∼= Y µ
�� A�� ��	� �� λ = µ!

�$� Y λ
�� 
����C���� �� A�� ��	� �� λ �� p ������C���!

�%� 4�� λ B� ��� p ������C��� A�� ��

��� ��A� λ =
∑k

m=0 λ(m)pm �� ��� p A��C ��
A�����

�� λ! ,������� ρ(λ) �� B� ��� 
A������� �� n ���C� �A� rm 
A��� ���A	 �� pm ��� �����

m ∈ { 0, 1, . . . , k }! ;��� Y λ
�A� ������ A :�	�� p ��B����
 �� Sρ(λ)!

Q� ����� �� M�Y���� 0,2 ��� ��� ��"������ �� ������ �� W� ����Y�

��WX	� 
���	�,

A���� XWY� �� ��� 
������� ��W

	�* �� �W�� ��W� (9, 1) � 10 �� ��� 3+������Y��� W�� ��� 3+W��Y
��
W����� �� (9, 1) = (3, 1) + 3(2), Q� W�� ���� �� ��� YW�� �� 
W�� (2) �� ��� WX��� ������
,

Q� �W�� r0 = 4 W�� r1 = 2, B��Y� ρ(λ) �W� 4 
W��� ���W	 �� 30 W�� 2 
W��� ���W	 �� 31* ��W�
�� ρ(λ) = (3, 3, 1, 1, 1, 1) = (32, 14), N�������� Sρ(λ) = (S3)

×2 × (S1)
×1 ∼= S3 × S3, ; M�	��

3+��X����
 �� S3 ×S3 �� ���� C3 × C3* W�� ���� �� W ������ �� Y (9,1)
,

=������� W ��Y�

������� �� Mλ
���� W ����Y� ��
 �� S���� 
���	��* W� �� 
W�� (/) �� ���


������� ������
, Q� YW� ����Y� ��W� ��� S���� 
���	� Y λ
�� ��� ��

W�� Y���W����� Sλ

,

�����  ����"�� ������$�#	� $�"�"$���� �� ��� ��

����$ ����
�

@��
 ��� ���Y������ �� M�Y���� 0,0,0* ��� ��� �� ��� �����W�� ������Y�X	� Y�W�WY���� �� ���

��

����Y ����
 Sn �� �W���W		� �� X���Y���� ���� P(n), G��� 
��Y���	�*

Irr(Sn) =
¶
χλ | λ ∈ P(n)

©
.

B��� �� �W�� �� Y�		�Y� ��
� ���	� ��W� �� ��		 ��� �� ��� ��		����� Y�W
����,

5�� ���� 	����� ���
�	8

N�� ���� 	����� ���
�	W �� W Y	���� Y�
X��W����W	 ���
�	W ���Y� ����� ��� ������ �� W�

������Y�X	� Y�W�WY���, H���Y� ��W� ��� ������ �� χλ
* ��� λ W 
W������� �� n* �� ��� ��
������ ��

��� Y�����
������ M
�Y�� 
���	� Sλ
,

Q� ���� �� �������Y� W X�� �� ���W���� �� ����� �� ��W�� ��� ��	W��� ������
, F�� b X� W X��
�� ��� S���� ��W��W
 [λ] �� λ, Q� ������ X� Hb ��� ���� �� b* �W
�	� ��� ��X��� �� X���� ��

[λ] 	���� ������ �� ��� ����� (�W
�	� ��� W�
) �� X�	�� b (�W
�	� ��� 	��)* ��Y	����� b ����	�, Q�

��"�� ��� ���� 	����� hb �� X� ��� ��
X�� �� X���� �� Hb,
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@�� �WY� m ∈ { 0, 1, . . . , k }* λ(m) �� W 
W������� �� W Y���W�� �W���W	 ��
X�� ���Y� ��		 X�

������� W� rm (�,�, λ(m) � rm),

5�����
 ����� (U/2* N�����
� / W�� 0V)� ;���� �� A ��� �� ����C�

��AB	� FSn 
���	�� Y µ

��� ��� �AC� 
A������� µ �� n� ��C� ��A� ��� ��		����� ��	� ��� ����� λ � n!

�"� Mλ
�� ���
��
��C �� A ����C� ��
 �� ?���� 
���	�� Y µ

���� µ� λ A�� ���� Y λ
A

�A����

��AC�	� ��C�!

�#� Y λ ∼= Y µ
�� A�� ��	� �� λ = µ!

�$� Y λ
�� 
����C���� �� A�� ��	� �� λ �� p ������C���!

�%� 4�� λ B� ��� p ������C��� A�� ��

��� ��A� λ =
∑k

m=0 λ(m)pm �� ��� p A��C ��
A�����

�� λ! ,������� ρ(λ) �� B� ��� 
A������� �� n ���C� �A� rm 
A��� ���A	 �� pm ��� �����

m ∈ { 0, 1, . . . , k }! ;��� Y λ
�A� ������ A :�	�� p ��B����
 �� Sρ(λ)!

Q� ����� �� M�Y���� 0,2 ��� ��� ��"������ �� ������ �� W� ����Y�

��WX	� 
���	�,

A���� XWY� �� ��� 
������� ��W

	�* �� �W�� ��W� (9, 1) � 10 �� ��� 3+������Y��� W�� ��� 3+W��Y
��
W����� �� (9, 1) = (3, 1) + 3(2), Q� W�� ���� �� ��� YW�� �� 
W�� (2) �� ��� WX��� ������
,

Q� �W�� r0 = 4 W�� r1 = 2, B��Y� ρ(λ) �W� 4 
W��� ���W	 �� 30 W�� 2 
W��� ���W	 �� 31* ��W�
�� ρ(λ) = (3, 3, 1, 1, 1, 1) = (32, 14), N�������� Sρ(λ) = (S3)

×2 × (S1)
×1 ∼= S3 × S3, ; M�	��

3+��X����
 �� S3 ×S3 �� ���� C3 × C3* W�� ���� �� W ������ �� Y (9,1)
,

=������� W ��Y�

������� �� Mλ
���� W ����Y� ��
 �� S���� 
���	��* W� �� 
W�� (/) �� ���


������� ������
, Q� YW� ����Y� ��W� ��� S���� 
���	� Y λ
�� ��� ��

W�� Y���W����� Sλ

,

�����  ����"�� ������$�#	� $�"�"$���� �� ��� ��

����$ ����
�

@��
 ��� ���Y������ �� M�Y���� 0,0,0* ��� ��� �� ��� �����W�� ������Y�X	� Y�W�WY���� �� ���

��

����Y ����
 Sn �� �W���W		� �� X���Y���� ���� P(n), G��� 
��Y���	�*

Irr(Sn) =
¶
χλ | λ ∈ P(n)

©
.

B��� �� �W�� �� Y�		�Y� ��
� ���	� ��W� �� ��		 ��� �� ��� ��		����� Y�W
����,

5�� ���� 	����� ���
�	8

N�� ���� 	����� ���
�	W �� W Y	���� Y�
X��W����W	 ���
�	W ���Y� ����� ��� ������ �� W�

������Y�X	� Y�W�WY���, H���Y� ��W� ��� ������ �� χλ
* ��� λ W 
W������� �� n* �� ��� ��
������ ��

��� Y�����
������ M
�Y�� 
���	� Sλ
,

Q� ���� �� �������Y� W X�� �� ���W���� �� ����� �� ��W�� ��� ��	W��� ������
, F�� b X� W X��
�� ��� S���� ��W��W
 [λ] �� λ, Q� ������ X� Hb ��� ���� �� b* �W
�	� ��� ��X��� �� X���� ��

[λ] 	���� ������ �� ��� ����� (�W
�	� ��� W�
) �� X�	�� b (�W
�	� ��� 	��)* ��Y	����� b ����	�, Q�

��"�� ��� ���� 	����� hb �� X� ��� ��
X�� �� X���� �� Hb,
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���� �� ��������
����

@�� ����W�Y�* 	�� λ = (4, 2, 1) W�� b = (1, 2) ∈ [λ], Hb �� ��� ��X��� �� ��� X���� "		�� X� W X�		��

�� ��� ��W��W
 X�	��8

• • •
•

.

B��Y� hb = 4,

5�����
 ����� (B��� 	����� ���
�	W* U/6* N�����
 /V)� 4�� λ B� A 
A������� �� n� ����

χλ(1) =
n!∏

b∈[λ] hb
.

@�� ��W

	�* 	�� λ = (4, 2, 1), @�		��� �WY� X�� b �� ��� S���� ��W��W
 [λ] ���� ��� Y����+

�
������ ���� 	����� hb* �� �X�W��
6 4 2 1
3 1
1

.

B��Y� ��� ������ �� χ(4,2,1)
��

7!
6·4·3·2 = 35,

5�� /���8��8
�08�8�8
8 ��	�

N�� G���W��W
+HW�W�W
 ��	� �� W ��Y������ ���
�	W �� Y�

��� W ����	� ����� �� ��� Y�W�+

WY��� �WX	� �� Sn, N��� ��	� �� ���Y��X�� W�� 
����� �� U20* =�W
��� 0/V,

Q� YW		 ���� ���� W Y����Y��� 
W�� �� ��� ��
 �� [λ] ��W� YW� X� ��
���� �� 	�W�� ��� ��W��W

�� W 
W�������, N���� �� W �W���W	 ���+��+��� Y�����
�����Y� X������ ��� ����� �� [λ] W�� ���

����+����� �� [λ]8 ��� ����+���� ��W� �W� �����W	 X�� �� ��� i+�� ��� W�� "�W	 ��� �� ��� j+��
Y�	�
� Y�����
���� �� ��� ���� Hb* ���� b ��� (i, j) X�� �� [λ], Q� YW		 ���� 	����� (���
, 	��

	�����) �� ��� ����+����* ��� ���� 	����� (���
, 	�� 	�����) �� ��� W���Y�W��� ����,

@�� ��W

	�* 	�� λ = (4, 3, 2), N�� ����+���� 
W�� X� ��� X���� "		�� ���� W X�		�� �� ���

"��� ��W��W
 X�	�� Y�����
���� �� H(1,2)* ��
�������� �� ��� ��Y��� ��W��W
8

• •
• •
•

−→ • • •
•
•

.

N��� �W�� ���� 	����� ���W	 5 W�� 	�� 	����� ���W	 2,

5�����
 ���� (G���W��W
+HW�W�W
W ��	�)� 4�� λ ∈ P(n)! 4�� πρ ∈ Sn ����� ρ �� A�

r C�C	� A�� π �� A 
���
��A���� �� ��� ��
A����� n− r ��
B���!

4�� V = { ν ∈ P(n− r) | [λ] \ [ν] �� A ���� r ���� }! 4�� sλ(ν) ������� ��� 	�� 	����� �� [λ]\ [ν]�
ν ∈ V ! ;���

χλ(πρ) =
∑
ν∈V

(−1)sλ(ν)χν(π).

C� ��� ��� V �� �

��* ��� �W	�� �� χλ(πρ) �� ����,

@�� ����W�Y�* 	�� λ = (4, 3, 2)* ρ W 5+Y�Y	� W�� π W 2+Y�Y	�, N��� V = {(2, 1, 1)}* ���Y� ��� ��	�
5+���� �� H(1,2), B��Y� χλ(ρπ) = (−1)2χ(2,1,1)(π) = χ(2,1,1)(π), H�� ��� ��	� 2+���� �� (2, 1, 1)
�� H(2,1), N��������* �� �� W

	� W�W�� ��� G���W��W
+HW�W�W
W ��	� W�� ���� ��� ���� 	�����

���
�	W* �� �W��

χλ(ρπ) = χ(2,1,1)(π) = (−1)1χ(2)(1) = −1.

���� ��� ���������
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F�� m,n ∈ N ���� m < n, A���� χµ × χν ∈ Irr(Sm × Sn−m)* ��� ��Y�

������� ����

������Y�X	� Y����������� �� ��� ����Y����

(χµ × χν)
�Sn =

∑
λ∈P(n)

L R(λ;µ, ν)χλ

�� ���Y��X�� X� ��� F���	�����+L�Y�W����� ��	� (��� U20* =�W
��� /4V), B��� ��� �W���W	 ��
X���

L R(λ;µ, ν) W�� YW		�� 4���	����� 9�C�A����� C���C�����,

N� X� 
��� 
��Y���* �� ���� �� �������Y� ��
� ���W����, <� W ���� ��A
� γ �� 
�W� W ���

��!����Y� �� S���� ��W��W
� [λ�µ] ��� ��
� 
W�������� λ W�� µ ���� [µ] � [λ]* W�� |γ| = |λ|−|µ|,

*�������� ����!� F�� n ∈ N, F�� λ = (λ1, . . . , λk) � n W�� 	�� C = (c1, . . . , cn) X� W ������Y�

�� 
������� ��������, Q� �W� ��W� C �� �� ������ λ �� |{ i ∈ [1, n] | ci = j }| = λj ��� W		 j ∈ [1, k],
Q� �W� ��W� W� �	�
��� cj �� C �� ���� �� cj = 1 �� �� j > 1 W��

|{ i ∈ [1, j − 1] | ci = cj − 1 }| > |{ i ∈ [1, j − 1] | ci = cj }| .

@��W		�* �� �W� ��W� ��� ������Y� C �� ���� �� cj �� ���� ��� ����� j ∈ [1, n],

5�����
 ����" (F���	�����+L�Y�W����� ��	�)� 4�� m,n ∈ N ���� m < n! 4�� µ � m A��

ν � n−m! ;���

(χµ × χν) ↑Sn
Sm×Sn−m

=
∑
λ�n

L R(λ;µ, ν)χλ

����� L R(λ;µ, ν) ���A	� ��� ��
B�� �� �A�� �� ��
	AC� ��� ����� �� [λ� µ] B� �A���A	 ��
B���

��C� ��A�

��� ��� ������C� �B�A���� B� ��A���� ��� ��
B��� ���
 ����� �� 	���� ��
 �� B����
 �� A ����

������C� �� ������ ν)

���� ��� ��
B��� A�� ��� ��C��A���� ���A�	� ��C��A����� 	��� �� ����� A	��� ����) A��

����� ��� ��
B��� A�� ����C�	� ��C��A���� ���� C�	�
��!

3�
8�� ����#� Q��� ��� �W
� ���W���� W� ��� WX��� ������
* X� @��X����� ��Y�
��Y��� �� �W��

L R(λ;µ, ν) =
î
(χµ × χν) ↑Sn , χλ

ó
Sn

=
î
χµ × χν ,

Ä
χλ
ä�

Sm×Sn−m

ó
Sm×Sn−m

.

A���� (n1, . . . , nk) ∈ C (n)* λ ∈ P(n) W�� µj ∈ P(nj) ��� W		 j ∈ [1, k]* L R(λ;µ1, . . . , µk)

������� ��� 
�	��
	�Y��� �� χλ
W� W� ������Y�X	� Y���������� �� (χµ1 × · · · × χµk)

�Sn

Y
, B��� Y

������� ��� S���� ��X����
 Sn1 ×Sn2 × · · · ×Snk
�� Sn, N��� 
�	��
	�Y��� �� Y�

���� W� W�

����W��� F���	�����+L�Y�W����� Y��$Y����,

N�� ��		����� 	�

W ���Y��X�� ��� X��W���� �� ��� "��� 
W��� �� ��� 
W�������� ����	��� �� W

���+���� F���	�����+L�Y�W����� Y��$Y����,

.�

8 ����$� 1� L R(λ;µ1, . . . , µk) �= 0 ���� λ1 ≤
∑k

j=1(µj)1!
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F�� m,n ∈ N ���� m < n, A���� χµ × χν ∈ Irr(Sm × Sn−m)* ��� ��Y�

������� ����

������Y�X	� Y����������� �� ��� ����Y����

(χµ × χν)
�Sn =

∑
λ∈P(n)

L R(λ;µ, ν)χλ

�� ���Y��X�� X� ��� F���	�����+L�Y�W����� ��	� (��� U20* =�W
��� /4V), B��� ��� �W���W	 ��
X���

L R(λ;µ, ν) W�� YW		�� 4���	����� 9�C�A����� C���C�����,

N� X� 
��� 
��Y���* �� ���� �� �������Y� ��
� ���W����, <� W ���� ��A
� γ �� 
�W� W ���

��!����Y� �� S���� ��W��W
� [λ�µ] ��� ��
� 
W�������� λ W�� µ ���� [µ] � [λ]* W�� |γ| = |λ|−|µ|,

*�������� ����!� F�� n ∈ N, F�� λ = (λ1, . . . , λk) � n W�� 	�� C = (c1, . . . , cn) X� W ������Y�

�� 
������� ��������, Q� �W� ��W� C �� �� ������ λ �� |{ i ∈ [1, n] | ci = j }| = λj ��� W		 j ∈ [1, k],
Q� �W� ��W� W� �	�
��� cj �� C �� ���� �� cj = 1 �� �� j > 1 W��

|{ i ∈ [1, j − 1] | ci = cj − 1 }| > |{ i ∈ [1, j − 1] | ci = cj }| .

@��W		�* �� �W� ��W� ��� ������Y� C �� ���� �� cj �� ���� ��� ����� j ∈ [1, n],

5�����
 ����" (F���	�����+L�Y�W����� ��	�)� 4�� m,n ∈ N ���� m < n! 4�� µ � m A��

ν � n−m! ;���

(χµ × χν) ↑Sn
Sm×Sn−m

=
∑
λ�n

L R(λ;µ, ν)χλ

����� L R(λ;µ, ν) ���A	� ��� ��
B�� �� �A�� �� ��
	AC� ��� ����� �� [λ� µ] B� �A���A	 ��
B���

��C� ��A�

��� ��� ������C� �B�A���� B� ��A���� ��� ��
B��� ���
 ����� �� 	���� ��
 �� B����
 �� A ����

������C� �� ������ ν)

���� ��� ��
B��� A�� ��� ��C��A���� ���A�	� ��C��A����� 	��� �� ����� A	��� ����) A��

����� ��� ��
B��� A�� ����C�	� ��C��A���� ���� C�	�
��!

3�
8�� ����#� Q��� ��� �W
� ���W���� W� ��� WX��� ������
* X� @��X����� ��Y�
��Y��� �� �W��

L R(λ;µ, ν) =
î
(χµ × χν) ↑Sn , χλ

ó
Sn

=
î
χµ × χν ,

Ä
χλ
ä�

Sm×Sn−m

ó
Sm×Sn−m

.

A���� (n1, . . . , nk) ∈ C (n)* λ ∈ P(n) W�� µj ∈ P(nj) ��� W		 j ∈ [1, k]* L R(λ;µ1, . . . , µk)

������� ��� 
�	��
	�Y��� �� χλ
W� W� ������Y�X	� Y���������� �� (χµ1 × · · · × χµk)

�Sn

Y
, B��� Y

������� ��� S���� ��X����
 Sn1 ×Sn2 × · · · ×Snk
�� Sn, N��� 
�	��
	�Y��� �� Y�

���� W� W�

����W��� F���	�����+L�Y�W����� Y��$Y����,

N�� ��		����� 	�

W ���Y��X�� ��� X��W���� �� ��� "��� 
W��� �� ��� 
W�������� ����	��� �� W

���+���� F���	�����+L�Y�W����� Y��$Y����,

.�

8 ����$� 1� L R(λ;µ1, . . . , µk) �= 0 ���� λ1 ≤
∑k

j=1(µj)1!



0. ��
���� �� ��������
����

8����! Q� 
��Y��� X� ����Y���� �� k ≥ 2,
F�� k = 2, M��Y� L R(λ;µ1, µ2) �= 0* �� YW� "� W �W� �� 	WX�	 ��� ����� �� [λ \ µ1] ��Y�

��W� ��� Y��������� (�)*(��) W�� (���) �� N�����
 0,0,4 W�� �W���"��, N�� "��� �	�
��� �� W ����

������Y� �� ��Y���W��	� 1* W�� ���� �W� �� X� ��� ����� �� ��� 	W�� X�� �� ��� "��� ��� X� 
W��

(�) �� ��� 
������� ������
, B��Y�* W		 ��� X���� �� ��� "��� ��� �� [λ \ µ1] 
��� X� "		�� ����

��� ��
X�� 1* X� 
W�� (��), M��Y� ��� ��
X�� �� X���� "		�� X� 1 ���W	� (µ2)1 W�� ����� 
W� X�

����� 1� ����� ��W� ��� ���� �� ��� "��� ���* �� �W�� ��W� (µ2)1 ≥ λ1 − (µ1)1,
F�� ��� k > 2, I�� �� ��� 
��
������ �� ��� ������Y���� �� Y�W�WY���� �W�� ��W�

χλ
�
Sn1×Sn2×···×Snk

= χλ
�
Sn1×Sn−n1

�
Sn1×Sn2×···×Snk

.

M�

��� ��W� ν �� W 
W������� �� n− n1 ��Y� ��W� X��� L R(λ;µ1, ν) W�� L R(ν;µ2, . . . , µk) W��
��� ����, N��� �� �W�� L R(λ;µ1, µ2, . . . , µk) �= 0* W�� X� ����Y���� ��
�������

λ1 ≤ (µ1)1 + ν1 ≤ (µ1)1 +

k∑
j=2

(µj)1.

N� Y��Y	��� ���� ��Y����* �� �������Y� ��� 	W�� Y�
X��W����W	 �X��Y�� ��W� �� ��		 ���� ��

��� ���� Y�W
����, Q� ��"�� Bn(t) W� ��� ��� �� ����� 
W�������� �� n ����� S���� ��W��W
 "��

������ W t× t ���W�� ����* �,�, ��� n, t ∈ N* �� ���

Bn(t) := { λ ∈ P(n) | λ1 ≤ t, l(λ) ≤ t } .

H���Y� ��W� Bn(t) �� Y	���� ����� �W���� Y�����W�� �� 
W��������,

F�� ��� ����W�Y� n = 4 W�� t = 3, N�� S���� ��W��W
 �� (4) �W� ���� X���� �� ��� "��� ���*

�� �� ���� ��� "�� ������ W 3× 3 ����, B��Y� (4) /∈ B4(3), C����W�* (3, 1) �W� ����� X���� �� ���

"��� ��� W�� ��	� ��� �� ��� ��Y���* ��������� (3, 1) ∈ B4(3)

@�� (n1, . . . , nk) ∈ C (n) W�� Aj ⊆ P(nj) ��� W		 j ∈ [1, k]* 	�� A1 � A2 � · · · � Ak X� ��� ��� ��

W		 ��� Y����������� �� (χµ1 × · · · × χµk)
�S|µ1|+···+|µk|
S|µ1|×···×S|µk|

W� �WY� µi �W�� ���� Ai, C� ����� �����8

A1 � A2 � · · · � Ak := { λ ∈ P(n) | L R(λ;µ1, . . . , µk) > 0, ��� ��
� µ1 ∈ A1, . . . , µk ∈ Ak } .

C� �� �W�� �� Y��Y� ��W� � �� X��� Y�

��W���� W�� W���Y�W����,

N�� ��		����� 	�

W ����� ��W� X���� X��W�� ��		 ���� ���
�Y� �� ��� � �
��W���, N��� ��

U03* J��
������� 1,0V,

.�

8 ����%� 4�� n, n′, t, t′ ∈ N B� ��C� ��A�

n
2 < t ≤ n A��

n′

2 < t′ ≤ n′
! ;���

Bn(t) � Bn′(t′) = Bn+n′(t+ t′).

���� ���
�� ���
���� 0/

��� )
�*�� �
���,��

B��� �� "� ��� ���W���� ��� Y�W�WY���� �� ���W�� 
����Y��, @�� 
��� ���W�	� ��� U23* =�W
���

2V, F�� G X� W "���� ����
 W�� 	�� H X� W ��X����
 �� Sn, Q� ������ X� G×n
��� ����Y�


����Y� �� n Y�
��� �� G, N�� �W���W	 WY���� �� Sn �� ��� ����Y� �WY���� �� G×n
����Y�� W�

WY���� �� Sn (W�� ��������� �� H ≤ Sn) ��W W���
��
���
� �� G×n
* ������ ��� ���W�� 
����Y�

G �H := G×n �H,

Q� ����� �� G×n
W� ��� XW�� ����
 �� ��� ���W�� 
����Y� G �H, Q� ������ ��� �	�
���� ��

G �H X� (g1, . . . , gn;h) ��� gi ∈ G W�� h ∈ H, F�� V X� W CG+
���	� W�� ��

��� �� W!���� ���

Y�W�WY��� φ, Q� 	�� V ⊗n := V ⊗ · · · ⊗ V (n Y�
���) X� ��� Y�����
������ CG×n
+
���	�, N��

	��� WY���� �� G �H �� V ⊗n
��"��� X� 	���W�	� ���������

(g1, . . . , gn;h) : v1 ⊗ · · · ⊗ vn �→ g1vh−1(1) ⊗ · · · ⊗ gnvh−1(n),

����� V ⊗n
���� W C(G � H)+
���	�* ���Y� �� ������ X� Ṽ ⊗n

, Q� ������ X� φ̃ ��� Y�W�WY���

W!����� X� ��� C(G�H)+
���	� Ṽ ⊗n
, @�� W�� Y�W�WY��� ψ �� H* �� 	�� ψ W	�� ������ ��� ��#W����

�� G �H W�� 	�� X (φ;ψ) := φ̃ ·ψ X� ��� Y�W�WY��� �� G �H �X�W���� W� ��� 
����Y� �� φ̃ W�� ψ,

N�� XW�� ����
 G×n
�� ���
W	 �� G �H, B��Y� �� YW� ���Y��X� ��� Y����Y����� X������ ���

������Y�X	� Y�W�WY���� �� G � H W�� ��� ���� �� XW�� ����
 ����� =	�!��� ������* �� 
W���Y�	W�

N�����
 0,/,6,

N�� ������Y�X	� Y�W�WY���� �� G �H W�� �� ��� ��
��, N�� "��� ��� �� ��� ��� ���Y��X�� WX���8

X (φ;ψ) ����� φ ∈ Irr(G)* φ×n := φ × · · · × φ �� ��� Y�����
������ ������Y�X	� Y�W�WY��� ��

G×n
W�� ψ ∈ Irr(H), N��� Y�W�WY��� �W� ������ φ(1)nψ(1) W�� ��� ������Y���� �� ��� XW�� ����


�� ψ(1)φ×n
, C�����* �� W�� ����� N�����
 0,/,6 ����Y��� ��W� ��� WY���� �� Y�����W���� X� W�

�	�
��� �� G �H �� �����W	 �� φ×n
,

N�� ����� ��
� �� ������Y�X	� Y�W�WY��� �� G �H �� ϕ = (φ1 × · · · × φn)
�G�H

* ����� φ1, . . . , φn

W�� ������Y�X	� Y�W�WY���� �� G ��� W		 ���W	, ϕ �W� ������ ���W	 �� |H|φ1(1) · · ·φn(1)* W�� �����

W�W�� =	�!��� ������
 �� �W��

ϕ
�
G×n =

∑
σ∈H

φσ(1) × · · · × φσ(n).

C�����* G �H WY�� �� φ1 × · · · × φn X� Y�W����� ����� ����� WYY������ �� ��� 
��
��W����� ��W�

X�	���� �� H,

C� H = Cp �� W Y�Y	�Y ����
 �� 
��
� ����� p* ����� ψ ∈ Irr(G � Cp) �� ������ �� ��� ���


(�) ψ = φ1 × · · · × φp

�G�Cp

G×p * ����� φ1, . . . φp ∈ Irr(G) W�� ��� W		 ���W	9 ��

(��) ψ = X (φ; θ) ��� ��
� φ ∈ Irr(G) W�� θ ∈ Irr(Cp),

Q� �W�� �� ��Y��� W ����	� ��W� ��		 X� �����	 	W��� �� ���� ������,



���� ���
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���� 0/
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�*�� �
���,��

B��� �� "� ��� ���W���� ��� Y�W�WY���� �� ���W�� 
����Y��, @�� 
��� ���W�	� ��� U23* =�W
���

2V, F�� G X� W "���� ����
 W�� 	�� H X� W ��X����
 �� Sn, Q� ������ X� G×n
��� ����Y�


����Y� �� n Y�
��� �� G, N�� �W���W	 WY���� �� Sn �� ��� ����Y� �WY���� �� G×n
����Y�� W�

WY���� �� Sn (W�� ��������� �� H ≤ Sn) ��W W���
��
���
� �� G×n
* ������ ��� ���W�� 
����Y�

G �H := G×n �H,

Q� ����� �� G×n
W� ��� XW�� ����
 �� ��� ���W�� 
����Y� G �H, Q� ������ ��� �	�
���� ��

G �H X� (g1, . . . , gn;h) ��� gi ∈ G W�� h ∈ H, F�� V X� W CG+
���	� W�� ��

��� �� W!���� ���

Y�W�WY��� φ, Q� 	�� V ⊗n := V ⊗ · · · ⊗ V (n Y�
���) X� ��� Y�����
������ CG×n
+
���	�, N��

	��� WY���� �� G �H �� V ⊗n
��"��� X� 	���W�	� ���������

(g1, . . . , gn;h) : v1 ⊗ · · · ⊗ vn �→ g1vh−1(1) ⊗ · · · ⊗ gnvh−1(n),

����� V ⊗n
���� W C(G � H)+
���	�* ���Y� �� ������ X� Ṽ ⊗n

, Q� ������ X� φ̃ ��� Y�W�WY���

W!����� X� ��� C(G�H)+
���	� Ṽ ⊗n
, @�� W�� Y�W�WY��� ψ �� H* �� 	�� ψ W	�� ������ ��� ��#W����

�� G �H W�� 	�� X (φ;ψ) := φ̃ ·ψ X� ��� Y�W�WY��� �� G �H �X�W���� W� ��� 
����Y� �� φ̃ W�� ψ,

N�� XW�� ����
 G×n
�� ���
W	 �� G �H, B��Y� �� YW� ���Y��X� ��� Y����Y����� X������ ���

������Y�X	� Y�W�WY���� �� G � H W�� ��� ���� �� XW�� ����
 ����� =	�!��� ������* �� 
W���Y�	W�

N�����
 0,/,6,

N�� ������Y�X	� Y�W�WY���� �� G �H W�� �� ��� ��
��, N�� "��� ��� �� ��� ��� ���Y��X�� WX���8

X (φ;ψ) ����� φ ∈ Irr(G)* φ×n := φ × · · · × φ �� ��� Y�����
������ ������Y�X	� Y�W�WY��� ��

G×n
W�� ψ ∈ Irr(H), N��� Y�W�WY��� �W� ������ φ(1)nψ(1) W�� ��� ������Y���� �� ��� XW�� ����


�� ψ(1)φ×n
, C�����* �� W�� ����� N�����
 0,/,6 ����Y��� ��W� ��� WY���� �� Y�����W���� X� W�

�	�
��� �� G �H �� �����W	 �� φ×n
,

N�� ����� ��
� �� ������Y�X	� Y�W�WY��� �� G �H �� ϕ = (φ1 × · · · × φn)
�G�H

* ����� φ1, . . . , φn

W�� ������Y�X	� Y�W�WY���� �� G ��� W		 ���W	, ϕ �W� ������ ���W	 �� |H|φ1(1) · · ·φn(1)* W�� �����

W�W�� =	�!��� ������
 �� �W��

ϕ
�
G×n =

∑
σ∈H

φσ(1) × · · · × φσ(n).

C�����* G �H WY�� �� φ1 × · · · × φn X� Y�W����� ����� ����� WYY������ �� ��� 
��
��W����� ��W�

X�	���� �� H,

C� H = Cp �� W Y�Y	�Y ����
 �� 
��
� ����� p* ����� ψ ∈ Irr(G � Cp) �� ������ �� ��� ���


(�) ψ = φ1 × · · · × φp

�G�Cp

G×p * ����� φ1, . . . φp ∈ Irr(G) W�� ��� W		 ���W	9 ��

(��) ψ = X (φ; θ) ��� ��
� φ ∈ Irr(G) W�� θ ∈ Irr(Cp),

Q� �W�� �� ��Y��� W ����	� ��W� ��		 X� �����	 	W��� �� ���� ������,
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8 ����� (U23* F�

W 2,1,7V)� 4�� n ∈ N! 4�� H ≤ Sn A�� G B� ����� ����
�! 4��

φ ∈ Irr(G) A�� ψ ∈ Irr(H)! ;��� ��� A		 g1, . . . , gn ∈ G A�� h ∈ H�

X (φ;ψ)(g1, . . . , gn;h) =

c(h)∏
i=1

φ
Ä
gji · gh−1(ji) · · · gh−li+1(ji)

ä
· ψ(h),

����� c(h) �� ��� ��
B�� �� �������� C�C	�� �� h� li �� ��� 	����� �� ��� ith C�C	�� A�� ��� �AC� i�
ji �� ��
� ���� �	�
��� �� ��� ith C�C	�!

@�� ����W�Y�* �� n = 8 W�� h = (1, 3, 7, 2)(5, 8, 6)(4)* ����

X (φ;ψ)(g1, . . . , g8;h) = φ(g2g7g3g1)φ(g6g8g5)φ(g4) · ψ(h).

����� !�	�� ��#����
� �� Sn

Q� ���Y��X� ���� ��� M�	�� ��X����
� �� W ��

����Y ����
 W�� X���#� ����� ������Y�X	�

Y�W�WY����,

F�� Pn ������ W M�	�� p+��X����
 �� Sn, =	�W�	� P1 �� ��� �����W	 ����
 ���	� Pp
∼= Cp ��

Y�Y	�Y �� ����� p �����W��� X� ��� W p+Y�Y	� �� Sp, C� k ≥ 2* ����

Ppk =
(
Ppk−1

)×p � Pp = Ppk−1 � Pp
∼= Pp � · · · � Pp (k+��	� ���W�� 
����Y�).

Q� ��		 ���W		� ����� ��� �	�
���� �� Ppk W� σ = (σ1, . . . , σp;π) ����� σ1, . . . , σp ∈ Ppk−1 W��

π ∈ Pp, σ �� ������"�� ���� ��� �	�
��� �� Sn ��"��� W� ��		���8 �� j ∈ [1, pk] �� ��Y� ��W�

j = b+pk−1(a−1)* ��� ��
� a ∈ [1, p] W�� ��
� b ∈ [1, pk−1] ���� σ(j) := σa(b)+pk−1(π(a)−1),
P�W ���� ������"YW����* W M�	�� p+��X����
 Ppk �� �����W��� X� ��� �	�
���� g1, . . . , gp ∈ Sn*

�����

gj :=

pj−1∏
d=1

(
d, d+ pj−1, d+ 2pj−1, . . . , d+ (p− 1)pj−1

)
* ��� j ∈ [1, k]. (0,0)

F�� n =
∑r

i=1 aip
ki
X� ��� p+W��Y ��
W����� �� n, N��� Pn

∼= P×a1
pk1

× P×a2
pk2

× · · · × P×ar
pkr

,

H���Y� ��W� ��
���
�� �� ��		 ��� ��� p+W��Y ��
W����� n =
∑t

i=1 p
ni
* ����� n1 ≥ · · · ≥ nt ≥

0, C� ���� YW�� Pn
∼= Ppn1 ×· · ·×Ppnt , N��� ��Y��� ���W���� ��� ��� p+W��Y ��
W����� �� W �W���W	

��
X�� �� �����	 ���� �� �� ��� �W�� �� Y������� ��� �W����� ��
������ �� X� ������Y�,

+�8

	� ������ M�

��� ��W� p = 3, N��� P3 = 〈g1〉* P9 = 〈g1, g2〉 W�� P27 = 〈g1, g2, g3〉*
�����

g1 = (1, 2, 3),

g2 = (1, 4, 7)(2, 5, 8)(3, 6, 9),

g3 = (1, 10, 19)(2, 11, 20)(3, 12, 21) · · · (9, 18, 27).

G�������* P51
∼= P3 × P3 × P9 × P9 × P27,

���� ���
�� ���
���� 01

Q� ����� ��� ��W��� �� U23* =�W
��� 2V �� �� U42V ��� 
��� ���W�	�,

Q� ������ {φ0, φ1, . . . , φp−1} = Irr(Pp)* ����� φ0 �� ��� �����W	 Y�W�WY��� �� Pp, O���� ���

�WY�� �� ��
������W����� �� ���W�� 
����Y�� ����	������ WX���* �� �� �W�� �� �X����� ��W� 	���W�

Y�W�WY���� �� Ppk W�� �W���W		� 	WX�		�� X� �	�
���� �� [0, p−1]×k
, C� �WY�* ������� X (t) = φt ���

����� t ∈ [0, p−1] W�� ����� (j1, . . . , jk) ∈ [0, p−1]×k
* �� ��Y������	� ��"�� X (j1, . . . , jk−1, jk) ∈

Lin(Ppk) W� X (j1, . . . , jk−1, jk) = X (X (j1, . . . , jk−1);φjk).
@�� ��W

	�* ��� W�� 
��
� p W�� ��� ����� �W���W	 ��
X�� k* ��� �����W	 Y�W�WY��� �� Ppk ��

W	�W�� X (0, 0, . . . , 0),

H���Y� ��W� W� ������Y�X	� Y�W�WY��� �� Ppk YW� X� ��	� �� ��� ���
 (ψ1 × · · · × ψp)
�P

pk

����� ψ1, . . . , ψp ∈ Irr(Ppk−1) W�� ��� W		 ���W	* �� �� ��� ���
 X (ψ;φi) ���� ψ ∈ Irr(Ppk−1) W��
i ∈ [1, p− 1],

Q� ��		 ���� 	W��� �� X� WX	� �� Y�

��� ��� �W	�� �� W� ������Y�X	� Y�W�WY��� �� Ppk �� ���

��
� X (α;β) �� W "��� �	�
��� (q1, . . . , qp;π) ∈ Ppk , N� �� ����* �� YW� ��� F�

W 0,1,/ ��

��� YW�� G = Ppk−1 W�� H = Pp ≤ Sp, H���Y� ��W� π ∈ Pp �� ������ 1 �� W ����	� p−Y�Y	�, B��Y�
�� π �= 1* ���� ��� �W
� ���W���� W� ��� ��� �� ��� 	�

W* c(π) = 1 W�� l1 = p, N��� �� YW� "�

j1 = 1 W�� �� �X�W��

X (α;β)(q1, . . . , qp;π) = α
(
q1 · qπ−1(1) · · · qπ−p+1(1)

)
· β(π).

I��������* �� π = 1 ���� X (α;β)(q1, . . . , qp; 1) =
∏p

v=1 α(qv), C�����* c(1) = p* lv = 1 ��� �����

v W�� β(1) = 1 X�YW��� �� �� W 	���W� Y�W�WY��� �� Pp,

Q� ��

W���� ���� �WY� �� ��� ��		����� ��
W��,

3�
8�� ������ F�� X (α;β) ∈ Irr(Ppk) W�� (q1, . . . , qp;π) ∈ Ppk , N���

X (α;β)(q1, . . . , qp;π) =

®
α
(
q1 · qπ−1(1) · · · qπ−p+1(1)

)
· β(π), �� π �= 1;∏p

v=1 α(qv), �� π = 1.

N�� 	W�� ��Y���YW	 ���	 ��W� �� ��		 ���� �� W 
����� �� ��W	�W�� W� ������Y�X	� Y�W�WY��� ��

��� M�	�� p+��X����
 Ppk �� W pk+Y�Y	�, N��� �� 
����� �� U06* F�

W 1,//V8
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8 ���� � 4�� k B� A 
������� �������! ;���� ������ A pk C�C	� g ∈ Ppk ��C� ��A� ��� ��		�����

��	�(

��� θ(g) �� A p �� ���� �� ����� ��� ����� 	���A� C�A�AC��� θ �� Ppk !

���� χ(g) = 0 ��� A		 χ ∈ Irr(Ppk) ��C� ��A� p ������� χ(1)!

; pk+Y�Y	� g ∈ Ppk ��W� �W���"�� ���� 	�

W YW� X� Y������Y��� ��Y������	� W� ��		���8 	��

h ∈ Ppk−1 X� W pk−1
+Y�Y	� W�� σ ∈ Pp ��Y� ��W� σ �= 1* ���� g = (h, 1, . . . , 1;σ), H���Y� ��W� ����

�	�
��� ���� ��� 	�� �� ��� XW�� ����
 (Ppk−1)×p
* ���Y� ����� Y�W�WY��� 
��
��	� ����Y�� ���


��� XW�� ����
 �W������ �� g,
@�� ����W�Y�* 	�� p = 3 W�� 	�� σ = (1, 2, 3) ∈ P3, N��� g = ((1, 2, 3), 1, 1; (1, 2, 3)) �� W 9+Y�Y	�

�� P9* ������ g = (1, 2, 3)(1, 4, 7)(2, 5, 8)(3, 6, 9) = (1, 4, 7, 2, 5, 8, 3, 6, 9),
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Y�W�WY���� �� Ppk W�� �W���W		� 	WX�		�� X� �	�
���� �� [0, p−1]×k
, C� �WY�* ������� X (t) = φt ���

����� t ∈ [0, p−1] W�� ����� (j1, . . . , jk) ∈ [0, p−1]×k
* �� ��Y������	� ��"�� X (j1, . . . , jk−1, jk) ∈

Lin(Ppk) W� X (j1, . . . , jk−1, jk) = X (X (j1, . . . , jk−1);φjk).
@�� ��W

	�* ��� W�� 
��
� p W�� ��� ����� �W���W	 ��
X�� k* ��� �����W	 Y�W�WY��� �� Ppk ��

W	�W�� X (0, 0, . . . , 0),

H���Y� ��W� W� ������Y�X	� Y�W�WY��� �� Ppk YW� X� ��	� �� ��� ���
 (ψ1 × · · · × ψp)
�P

pk

����� ψ1, . . . , ψp ∈ Irr(Ppk−1) W�� ��� W		 ���W	* �� �� ��� ���
 X (ψ;φi) ���� ψ ∈ Irr(Ppk−1) W��
i ∈ [1, p− 1],

Q� ��		 ���� 	W��� �� X� WX	� �� Y�

��� ��� �W	�� �� W� ������Y�X	� Y�W�WY��� �� Ppk �� ���

��
� X (α;β) �� W "��� �	�
��� (q1, . . . , qp;π) ∈ Ppk , N� �� ����* �� YW� ��� F�

W 0,1,/ ��

��� YW�� G = Ppk−1 W�� H = Pp ≤ Sp, H���Y� ��W� π ∈ Pp �� ������ 1 �� W ����	� p−Y�Y	�, B��Y�
�� π �= 1* ���� ��� �W
� ���W���� W� ��� ��� �� ��� 	�

W* c(π) = 1 W�� l1 = p, N��� �� YW� "�

j1 = 1 W�� �� �X�W��

X (α;β)(q1, . . . , qp;π) = α
(
q1 · qπ−1(1) · · · qπ−p+1(1)

)
· β(π).

I��������* �� π = 1 ���� X (α;β)(q1, . . . , qp; 1) =
∏p

v=1 α(qv), C�����* c(1) = p* lv = 1 ��� �����

v W�� β(1) = 1 X�YW��� �� �� W 	���W� Y�W�WY��� �� Pp,

Q� ��

W���� ���� �WY� �� ��� ��		����� ��
W��,

3�
8�� ������ F�� X (α;β) ∈ Irr(Ppk) W�� (q1, . . . , qp;π) ∈ Ppk , N���

X (α;β)(q1, . . . , qp;π) =

®
α
(
q1 · qπ−1(1) · · · qπ−p+1(1)

)
· β(π), �� π �= 1;∏p

v=1 α(qv), �� π = 1.

N�� 	W�� ��Y���YW	 ���	 ��W� �� ��		 ���� �� W 
����� �� ��W	�W�� W� ������Y�X	� Y�W�WY��� ��

��� M�	�� p+��X����
 Ppk �� W pk+Y�Y	�, N��� �� 
����� �� U06* F�
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������� �������! ;���� ������ A pk C�C	� g ∈ Ppk ��C� ��A� ��� ��		�����

��	�(

��� θ(g) �� A p �� ���� �� ����� ��� ����� 	���A� C�A�AC��� θ �� Ppk !

���� χ(g) = 0 ��� A		 χ ∈ Irr(Ppk) ��C� ��A� p ������� χ(1)!

; pk+Y�Y	� g ∈ Ppk ��W� �W���"�� ���� 	�

W YW� X� Y������Y��� ��Y������	� W� ��		���8 	��

h ∈ Ppk−1 X� W pk−1
+Y�Y	� W�� σ ∈ Pp ��Y� ��W� σ �= 1* ���� g = (h, 1, . . . , 1;σ), H���Y� ��W� ����

�	�
��� ���� ��� 	�� �� ��� XW�� ����
 (Ppk−1)×p
* ���Y� ����� Y�W�WY��� 
��
��	� ����Y�� ���


��� XW�� ����
 �W������ �� g,
@�� ����W�Y�* 	�� p = 3 W�� 	�� σ = (1, 2, 3) ∈ P3, N��� g = ((1, 2, 3), 1, 1; (1, 2, 3)) �� W 9+Y�Y	�

�� P9* ������ g = (1, 2, 3)(1, 4, 7)(2, 5, 8)(3, 6, 9) = (1, 4, 7, 2, 5, 8, 3, 6, 9),



02 ��
���� �� ��������
����

@�� k ∈ N* ��� ���
W	���� �� W M�	�� p+��X����
 �� Spk �� NS
pk
(Ppk) = Ppk � H* �����

H ∼= (Cp−1)
×k
, G��� �����W		�* �� n =

∑r
i=1 aip

ki
�� ��� p+W��Y ��
W����� �� n* ���� NSn(Pn) =

N1 �Sa1 × · · · ×Nr �Sar * ����� Ni := NS
pki

(Ppki ) ��� ����� i ∈ [1, r],

Q� ��� ���� �� W� ��
	�Y�� 
������W���� �� ��� ���
W	���� �� W M�	�� ��X����
, C� ����� ��

X����� �������W�� ���� ��Y���YW	 ���Y��
���� �� ����� ��� ��W��� �� ?�W

	� 0,1,3 X�	��, =�������

��� �
�Y�"Y M�	�� p+��X����
 Ppk �� Spk �����W��� X� g1, g2, . . . , gk* ��"��� �� (0,0), N���

W 
������W���� ��� NS
pk
(Ppk) �� 〈Ppk , σ

(k)
1 , σ

(k)
2 , . . . , σ

(k)
k 〉* ����� ��� �	�
���� σ

(j)
i W�� ��"���

��Y������	� W� ��		���,

F�� Pp = 〈g1〉 W�� σ
(1)
1 = (c1, c2, . . . , cp−1) ∈ Sym({1, 2, . . . , p}) X� W (p−1)+Y�Y	� �� NSp(〈g1〉)

�W���� p W� W "��� 
���� W�� ��Y� ��W� NSp(〈g1〉) = 〈g1〉�〈σ(1)
1 〉, @�� W�� �������m* 	�� τm ∈ Spk

X� ��� 
��
��W���� i �→ i+m ���� ��
X��� 
���	� pk, @�� 1 ≤ j < k* ���

σ
(k)
j =

p−1∏
i=0

τipk−1 · σ(k−1)
j · τ−ipk−1

W��

σ
(k)
k =

pk−1−1∏
i=0

τ−i ·
Ä
c1p

k−1, c2p
n−1, . . . , cp−1p

k−1
ä
· τi

���� ��
X��� 
���	� pk, <� Y������Y����* �WY� σ
(k)
j �� W 
����Y� �� (p− 1)+Y�Y	��* W�� ��� σ

(k)
j

Y�

��� ��� W		 j ��� �WY� "��� n,
F�� λ X� W 
��
��W���� �� W Y���W�� ��

����Y ����
 Sn W�� i ∈ N, N�� 
���� λi

�� �W���W		�

��"��� W� ��� 
��
��W���� �X�W���� X� W

	���� i ��
�� λ, <� ��"������* �� �W�� ��W� τ0 = 1

W�� ��� 0 < i ≤ p − 1* τipk−1 = gik = g
−(p−i)
k W�� τ−ipk−1 = gp−i

k , B��Y� ��� 1 ≤ j < k* �� YW�

������� σ
(k)
j W�

σ
(k)
j =

p−1∏
i=0

Ä
σ
(k−1)
j

ägik
.

<� W ���Y������ �� ��� 
���� �� U42* J��
������� /,3V* �� YW� Y������� NS
pk
(Ppk) W� W ��X����


�� NS
pk−1

(Ppk−1) � NSp(Pp), C�� �	�
���� YW� X� ������� W� (n1, . . . , np;µ) ���� n1, . . . , np ∈
NS

pk−1
(Ppk−1) W�� µ ∈ NSp(Pp), Q� ���� W	�� ��W� ni ≡ nj ( mod Ppk−1) ��� ����� i, j,

C� ���� ����* ��� �����W���� σ
(k)
i X�YW
� σ

(k)
i = (σ

(k−1)
i , . . . , σ

(k−1)
i ; 1) ��� i ∈ [1, k − 1]* W��

σ
(k)
k = (1, . . . , 1;σ

(1)
1 ),

N�� XW�� ����
 �� NS
pk−1

(Ppk−1) �NSp(Pp) YW� X� Y��������� �� X� W ��X����
 �� S1 × S2 ×
· · · × Sp* ����� Si �� W ��

����Y ����
 �� pk−1

�	�
���� ��� �WY� i ∈ [1, p], G��� 
��Y���	�* ���

����� i ∈ [1, p] �� 	�� Si = Sym{1 + ipk−1, 2 + ipk−1, . . . , p+ ipk−1},
N� �����
��� ���Y� �� ��� �	�
��� �� NS

pk
(Ppk) < Spk ��W� Y�����
���� �� (n1, . . . , np;µ)*

�� YW� ���� Y������� �WY� ni W� W 
��
��W���� �� Si* W�� µ W� W 
��
��W���� �� ��� ����Y�� ��

S1 × S2 × · · · × Sp* �,�, W� W 
��
��W���� �� ��� �W����� Y�

������ �� ���� 
����Y�,

N� X����� �������W�� ���� ���W W�� ��� ��Y���YW	 ��
�Y� ���� ���Y�����* �� ��� W� ��W

	�,

���� ���
�� ���
���� 03

+�8

	� ����!� M�

��� ��W� p = 3, Q� �W�� NS3(P3) = 〈P3, σ
(1)
1 〉 ���� σ

(1)
1 = (1, 2),

H�� NS9(P9) = 〈P9, σ
(2)
1 , σ

(2)
2 〉, L�YW		 ���
 ?�W

	� 0,1,0 ��W� g2 = (1, 4, 7)(2, 5, 8)(3, 6, 9),

Q� ���� ��W� NS9(P9) < NS3(P3) �NS3(P3)* W�� ��� XW�� ����
 �� ��� 	W���� ���W�� 
����Y� ��

(NS3(P3))
×3
, N��� YW� X� Y��������� W� W ��X����
 �� Sym{1, 2, 3}×Sym{4, 5, 6}×Sym{7, 8, 9},

Q� �W�� ��W� σ
(2)
1 = (σ

(1)
1 , σ

(1)
1 , σ

(1)
1 ; 1) = ((1, 2), (1, 2), (1, 2); 1), N��� ��� "��� Y�

�����

(1, 2) ∈ Sym{1, 2, 3}* ��� ��Y��� ��� X�	���� �� Sym{4, 5, 6} �� �� �� (1, 2)g2 = (4, 5)* W�� ���

	W�� ��� X�	���� �� Sym{7, 8, 9} �� �� �� (1, 2)g
2
2 = (7, 8), N�������� σ

(2)
1 �� ��� 
����Y� �� �����


��
��W�����8

σ
(2)
1 = (1, 2)(4, 5)(7, 8).

N�� ����� �����W����* σ
(2)
2 * �� ��� ��W��
������� X������ ��� "��� W�� ��� ��Y��� Y�

������*

�,�, X������ Sym{1, 2, 3} W�� Sym{4, 5, 6}, B��Y�

σ
(2)
2 = (1, 4)(2, 5)(3, 6).

Q� YW� �� ��� �W
� ����� �� Y�

��� ��� �����W���� �� NS27(P27) = 〈P27, σ
(3)
1 , σ

(3)
2 , σ

(3)
3 〉,

Q� �W�� NS27(P27) < NS9(P9) �NS3(P3) W�� ��� XW�� ����
 YW� X� Y��������� W� W ��X����
 ��

Sym{1, 2, . . . , 9} × Sym{10, 11, . . . , 18} × Sym{19, 20, . . . , 27}, B��Y� σ
(3)
1 �� ��� 
����Y� �� σ

(2)
1

��� �WY� �� ����� Y�

������* W�� ��� �W
� ��	�� ��� σ
(3)
2 8

σ
(3)
1 = (1, 2)(4, 5)(7, 8) · (10, 11)(13, 14)(16, 17) · (19, 20)(22, 23)(25, 26),

σ
(3)
2 = (1, 4)(2, 5)(3, 6) · (10, 13)(11, 14)(12, 15) · (19, 22)(20, 23)(21, 24).

@��W		�* σ
(3)
3 �� ��� ��W��
������� X������ Sym{1, 2, . . . , 9} W�� Sym{10, 11, . . . , 18}8

σ
(3)
3 = (1, 10)(2, 11)(3, 12)(4, 13)(5, 14)(6, 15)(7, 16)(8, 17)(9, 18).

H���Y� ��W� NS51(P51) ∼= NS3(P3) �S2 ×NS9(P9) �S2 ×NS27(P27),

Q� W�� ��� ��W�� �� 
���� ��� ��		����� �WY�* ��W� �� ��		 ���� �� 
���� F�

W 2,/,2, N���

��		 X� ����W
���W	 �� =�W
��� 2,

.�

8 ����"� 4�� p B� A� ��� 
��
�� 	�� n ∈ N A�� 	�� H B� A C�

	�
��� �� Ppn �� NSpn
(Ppn)!

;���� A�� �� ��� �����A	 �	�
���� �� Ppn ��A� A�� C����A	���� B� H� �!�! H AC�� �A�����		� �� Ppn !

8����! Q� 
��Y��� X� ����Y���� �� n, C� n = 1 ���� H ∼= Cp−1 W�� H ≤ Aut(Pp)* ���Y� H WY��

�� Pp X� Y�����W����, B��Y� H = Aut(Pp)* ���Y� Aut(Pp) ∼= Cp−1, C� �� ��

��� ��W� �����

������ g ∈ Pp ���Y� �� Y����W	���� X� H* ���� g �W� �� X� W "��� 
���� ��� ����� �	�
��� ��

Aut(Pp), N�������� g �W� �� X� ��� �������� �	�
���,

C� n ≥ 2 ���� �� �� ��$Y���� �� 
���� ��� 	�

W ��� W "��� M�	�� p+��X����
, C� �WY�* ��

P,Q ∈ Sylp(Spn) ���� ����� ������ s ∈ Spn ��Y� ��W� Q = P s
, B��Y� NSpn

(Q) = s−1NSpn
(P )s,

C� 
W���Y�	W�* �� HP W�� HQ W�� ��� Y�

	�
���� �� P W�� Q ���
�Y����	� �� NSpn
(P ) W��

NSpn
(Q)* ���� HQ = (HP )

s
, N��������* ��

��� ��W� 1 �= a ∈ Q �� ��� Y����W	���� X� h ∈ HQ,

N��� ����� ����� b ∈ P W�� h′ ∈ HP ��Y� ��W� a = bs W�� h = (h′)s, B��Y�

a = bs �= ah = (bs)(h
′)s = bh

′s
�� W�� ��	� �� b �= bh

′
.
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	� ����!� M�
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(1)
1 〉 ���� σ

(1)
1 = (1, 2),

H�� NS9(P9) = 〈P9, σ
(2)
1 , σ

(2)
2 〉, L�YW		 ���
 ?�W

	� 0,1,0 ��W� g2 = (1, 4, 7)(2, 5, 8)(3, 6, 9),

Q� ���� ��W� NS9(P9) < NS3(P3) �NS3(P3)* W�� ��� XW�� ����
 �� ��� 	W���� ���W�� 
����Y� ��

(NS3(P3))
×3
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Q� �W�� ��W� σ
(2)
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(1)
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(1)
1 , σ

(1)
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�����
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(2)
1 �� ��� 
����Y� �� �����


��
��W�����8

σ
(2)
1 = (1, 2)(4, 5)(7, 8).

N�� ����� �����W����* σ
(2)
2 * �� ��� ��W��
������� X������ ��� "��� W�� ��� ��Y��� Y�

������*

�,�, X������ Sym{1, 2, 3} W�� Sym{4, 5, 6}, B��Y�

σ
(2)
2 = (1, 4)(2, 5)(3, 6).

Q� YW� �� ��� �W
� ����� �� Y�

��� ��� �����W���� �� NS27(P27) = 〈P27, σ
(3)
1 , σ

(3)
2 , σ

(3)
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(3)
1 �� ��� 
����Y� �� σ

(2)
1

��� �WY� �� ����� Y�

������* W�� ��� �W
� ��	�� ��� σ
(3)
2 8

σ
(3)
1 = (1, 2)(4, 5)(7, 8) · (10, 11)(13, 14)(16, 17) · (19, 20)(22, 23)(25, 26),

σ
(3)
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3 = (1, 10)(2, 11)(3, 12)(4, 13)(5, 14)(6, 15)(7, 16)(8, 17)(9, 18).
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��		 X� ����W
���W	 �� =�W
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.�

8 ����"� 4�� p B� A� ��� 
��
�� 	�� n ∈ N A�� 	�� H B� A C�

	�
��� �� Ppn �� NSpn
(Ppn)!

;���� A�� �� ��� �����A	 �	�
���� �� Ppn ��A� A�� C����A	���� B� H� �!�! H AC�� �A�����		� �� Ppn !

8����! Q� 
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(P ) W��

NSpn
(Q)* ���� HQ = (HP )

s
, N��������* ��

��� ��W� 1 �= a ∈ Q �� ��� Y����W	���� X� h ∈ HQ,

N��� ����� ����� b ∈ P W�� h′ ∈ HP ��Y� ��W� a = bs W�� h = (h′)s, B��Y�

a = bs �= ah = (bs)(h
′)s = bh

′s
�� W�� ��	� �� b �= bh

′
.



04 ��
���� �� ��������
����

Q� Y������� ��� �
�Y�"Y M�	�� p+��X����
 Ppn �� Spn �����W��� X� g1, g2, . . . , gn ��"��� ��

(0,0), B��Y� W 
������W���� ��� NSpn
(Ppn) �� 〈Ppn , σ

(n)
1 , σ

(n)
2 , . . . , σ

(n)
n 〉,

F�� Hn = 〈σ(n)
1 , σ

(n)
2 , . . . , σ

(n)
n 〉, N��� �� W Y�

	�
��� �� Ppn �� NSpn

(Ppn), H���Y� ��W� Hn−1
∼=

H
(n)
n−1 := 〈σ(n)

1 〉 × · · · × 〈σ(n)
n−1〉 ⊂ Hn,

L�YW		 ��W� ��� �	�
���� �� Ppn = Ppn−1 � Pp YW� X� ������� �� W ������ �W� W� x =
(x1, x2, . . . , xp; y)* ����� xi ∈ Ppn−1 ��� ����� i ∈ [1, p]* W�� y ∈ Pp,

@�� 1 �= x ∈ Ppn , N���� W�� ��� YW���8 �� y = 1 ���� ����� ������ i ∈ [1, p] ��Y� ��W� xi �= 1,

<� ��� ����Y���� ��
������� ����� ������ hi ∈ Hn−1 ��Y� ��W� xhi
i �= xi, F�� h :=

∏p−1
j=0(hi)

gjn ∈
H

(n)
n−1 ⊂ Hn, Q� �W��

xh = (xhi
1 , . . . , xhi

i−1, x
hi
i , xhi

i+1, . . . , x
hi
p ; 1) �= x.

C� y �= 1* ���� y YW���� X� Y����W	���� X� H1 = 〈σ(1)
1 〉, C� 
W���Y�	W�* yσ

(1)
1 �= y, B��Y� xσ

(n)
n =

(x
σ
(1)
1 (1)

, . . . , x
σ
(1)
1 (p)

; yσ
(1)
1 ) �= x,

N��� ����� ��W� ��� ����� ���+�����W	 �	�
��� x �� Ppn ����� ������ W� �	�
��� �� Hn ��W�

���� ��� Y����W	��� x,

Q� ��
W�� ��W� F�

W 0,1,4 �� �����W	��� �� �W� ��W� CSpn
(Ppn) = Z(Ppn)* ��� W�� n ∈ N,

N��� F�

W ���� ��� ���� ��� p = 2, C� ��W� YW��* NS2n
(P2n) = P2n ��� ����� n ∈ N, B��Y� H

�� �����W	,

N�� 
������W����� �� Ppn W�� NSpn
(Ppn) ���Y��X�� �� ���� ��Y���� W�� ��� ���� ���� �� U00V,

��� �*,��
��
� �
 	����*
 
��
���
�*���
 ����
�

F�� G X� W "���� ����
 W�� F X� W "�	� �� Y�W�WY�������Y p > 0, L�YW		 ��W� ��� ����
 W	��X�W

FG ����	� �� W� FG+
���	� ����� 
�	��
	�YW����* W�� �� �� YW		�� ��� ����	W� 
���	�,

;� FG+
���	� �� W ���� 
���	� �� �� �� ���
��
��Y �� W "���� ����Y� ��
 �� Y�
��� �� ���

����	W� 
���	� FG, ;� FG+
���	� �� W 
����C���� 
���	� �� �� �� W ����Y� ��

W�� �� W ����


���	�,

F�� H ≤ G9 W� FG+
���	� U �� YW		�� ��	A����	� H 
����C���� �� �� �� W ����Y� ��

W�� ��(
U
�
H

)�G
, N��� �� W �����W	��W���� �� ��� 
����Y������* ������ W 
���	� �� ��	W����	� 1+
����Y����

�� W�� ��	� �� �� �� 
����Y����,

N�� ������ �� W� ����Y�

��WX	� FG+
���	� M �� W� �

���W�� ���W��W�� �� M , C� �W� "���

��"��� X� D,;, A���� �� U11V, C� �� W� �������W		� ������ ��X����
 �� G ���Y� 
�W����� ���

(��	W����) 
����Y������ �� M , G��� 
��Y���	�8 �� Q ≤ G �� 
���
W	 ���� ���
�Y� �� ��� Y��������

��W� M �� ��	W����	� Q+
����Y����* ��W� Q �� YW		�� W ������ �� M , B��Y� ��� Y	���� Q �� �� ���

��������* ��� ��W��� M �� �� X���� 
����Y����,

N�� �����Y�� �� W� ����Y�

��WX	� 
���	� ���
 W G+Y�����WY� Y	W�� �� p+��X����
� �� G,
N��� W�� W� ���W��W�� �� ��� ���
��
���
 Y	W�� �� M , =	�W�	� M �W� �����W	 ������ �� p ���� ���

������ |G|, @�� ����� p+��X����
 Q �� G* ����� W�� ����Y�

��WX	� FG+
���	�� ���� ������ Q,
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;� ����Y�

��WX	� Q+
���	� S �� YW		�� W ����C� �� M �� M �� W ��

W�� �� S
�G

, C� ��

����� ��W� S �� ������ �
 �� Y�����W���� �� NG(Q), N��� �� U/* N�����
 2 M�Y���� 7V,

N���� W�� �����	 ����	�� ��W� YW� X� ����� �� U11V8

5�����
 �� ��� 4�� M B� A� ����C�

��AB	� FG 
���	� A�� 	�� P ∈ Sylp(G) C���A����� A

������ Q �� M ! ;���

[P : Q] | dimF(M).

IX����� Y��������Y� ��8

)���		8�� �� ��� 1� M �A� ��
������ 
��
� �� p� ���� ��� �����C�� �� M A�� ��� :�	�� p 
��B����
� �� G!

1� 
A���C�	A�� ��� �����A	 
���	� �A� :�	��� p �����C��!

@�		����� �� W �
�Y�W	 YW�� �� A����'� ����Y�

���X�	��� ������
8

.�

8 �� ��� 1� P �� A p ����
 A�� Q ≤ P ���� ��� 
��
��A���� 
���	� FQ

�P
�� ����C�

�� 

AB	�� A�� �A� ������ Q!

=	W���YW	 Y�����Y����� ��Y� W� ��� <�W��� ��
�
��
���
 ��	
 �� �� ��������W�� ��� ����Y����

�� ��� �����Y�� �� ��� ����Y�

��WX	� 
���	��* ���	� ������ ��Y� W� ��� A���� W�� ��� <����

Y�����
�����Y�� ����� �� W �W� �� ��	W�� ��� �	�XW	 ������ �� W "���� ����
 �� ��� ������ �� ���

	�YW	 ��X����
, Q� �� ��� �W�� �� ��Y��� W		 ����� Y������Y����� W�� ����	�� ���� X�YW��� ����

W�� X����� ��W� �� ���� �� �������W�� ��� 
W�� Y������� �� ���� ������, Q� ����� ��� ��W��� ��

U/V* U1V W�� U4/V ��� 
��� �� ��� ����	�� ���� ��� ��� Y�

��W����� ��W� �� ��		 "�� �� =�W
��� 4,

Q� ���	� 	��� �� 
������ W 
W���Y�	W� Y	W�� �� FG+
���	�� ��� ���Y� ��� ����	�� 
��������

WX��� ���� ��
� 
��� �����
W���� ��W� ���W	,

*�������� �� � � ;� FG+
���	� M �� �W�� �� X� W p 
��
��A���� 
���	� �� �������� P �� W

p+��X����
 �� G* ����� ������ W� F+XW��� B �� M ����� �	�
���� W�� 
��
���� X� P , C� ����

YW�� �� �W� ��W� B �� W p 
��
��A���� BA��� �� M * W�� �� ����� M = 〈B〉,

H���Y� ��W� �� M �W� W p+
��
��W���� XW��� ���� ���
�Y� �� W M�	�� p+��X����
* ���� M �� W

p+
��
��W���� 
���	�,

N�� ��		����� �� W Y�W�WY�����W���� �� ��� p+
��
��W���� 
���	��,

2��
������� �� �! (U1* (.,2)V)� 4�� M B� A� ����C�

��AB	� FG 
���	�! ;��� M �� A p 

��
��A���� 
���	� �� A�� ��	� �� ��� �� ��� ��		����� ��	��(

��� ����� ������ H ≤ G ��C� ��A� M �� ���
��
��C �� A ��

A�� �� FH

�G
)

���� M �A� A �����A	 ����C�!

Q� W�� ���������� �� ���� ���� �� 
���	�� ��
�Y�W		� ��� ��� ����� �� ��� S���� 
��
��W����

FSn+
���	�� W�� ����� ����Y�

��WX	� ��

W���* ��� S���� 
���	��, M�� M�Y���� 0,0,0 ���

��"�������,
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;� ����Y�

��WX	� Q+
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W�� �� S
�G
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N���� W�� �����	 ����	�� ��W� YW� X� ����� �� U11V8

5�����
 �� ��� 4�� M B� A� ����C�

��AB	� FG 
���	� A�� 	�� P ∈ Sylp(G) C���A����� A

������ Q �� M ! ;���

[P : Q] | dimF(M).

IX����� Y��������Y� ��8

)���		8�� �� ��� 1� M �A� ��
������ 
��
� �� p� ���� ��� �����C�� �� M A�� ��� :�	�� p 
��B����
� �� G!

1� 
A���C�	A�� ��� �����A	 
���	� �A� :�	��� p �����C��!

@�		����� �� W �
�Y�W	 YW�� �� A����'� ����Y�

���X�	��� ������
8

.�

8 �� ��� 1� P �� A p ����
 A�� Q ≤ P ���� ��� 
��
��A���� 
���	� FQ

�P
�� ����C�

�� 

AB	�� A�� �A� ������ Q!

=	W���YW	 Y�����Y����� ��Y� W� ��� <�W��� ��
�
��
���
 ��	
 �� �� ��������W�� ��� ����Y����

�� ��� �����Y�� �� ��� ����Y�

��WX	� 
���	��* ���	� ������ ��Y� W� ��� A���� W�� ��� <����

Y�����
�����Y�� ����� �� W �W� �� ��	W�� ��� �	�XW	 ������ �� W "���� ����
 �� ��� ������ �� ���

	�YW	 ��X����
, Q� �� ��� �W�� �� ��Y��� W		 ����� Y������Y����� W�� ����	�� ���� X�YW��� ����

W�� X����� ��W� �� ���� �� �������W�� ��� 
W�� Y������� �� ���� ������, Q� ����� ��� ��W��� ��

U/V* U1V W�� U4/V ��� 
��� �� ��� ����	�� ���� ��� ��� Y�

��W����� ��W� �� ��		 "�� �� =�W
��� 4,

Q� ���	� 	��� �� 
������ W 
W���Y�	W� Y	W�� �� FG+
���	�� ��� ���Y� ��� ����	�� 
��������

WX��� ���� ��
� 
��� �����
W���� ��W� ���W	,

*�������� �� � � ;� FG+
���	� M �� �W�� �� X� W p 
��
��A���� 
���	� �� �������� P �� W

p+��X����
 �� G* ����� ������ W� F+XW��� B �� M ����� �	�
���� W�� 
��
���� X� P , C� ����

YW�� �� �W� ��W� B �� W p 
��
��A���� BA��� �� M * W�� �� ����� M = 〈B〉,

H���Y� ��W� �� M �W� W p+
��
��W���� XW��� ���� ���
�Y� �� W M�	�� p+��X����
* ���� M �� W

p+
��
��W���� 
���	�,

N�� ��		����� �� W Y�W�WY�����W���� �� ��� p+
��
��W���� 
���	��,

2��
������� �� �! (U1* (.,2)V)� 4�� M B� A� ����C�

��AB	� FG 
���	�! ;��� M �� A p 

��
��A���� 
���	� �� A�� ��	� �� ��� �� ��� ��		����� ��	��(

��� ����� ������ H ≤ G ��C� ��A� M �� ���
��
��C �� A ��

A�� �� FH

�G
)

���� M �A� A �����A	 ����C�!

Q� W�� ���������� �� ���� ���� �� 
���	�� ��
�Y�W		� ��� ��� ����� �� ��� S���� 
��
��W����

FSn+
���	�� W�� ����� ����Y�

��WX	� ��

W���* ��� S���� 
���	��, M�� M�Y���� 0,0,0 ���

��"�������,
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Q� ���	� 	��� �� ��� ���� ��Y���� ���� W X���� ��YW		 WX��� ��� ������ �� X	�Y��* �� 
W���Y�	W�

��� ��� YW�� �� Sn, @�� W� ��������� �������W���� �� X	�Y�� ��� "���� ����
� �� ����� �� U/* M�Y����

/1V,

?WY� W	��X�W �W� W ������ ��Y�

������� ���� W ����Y� ��
 �� ��XW	��X�W�* �WY� �� ���Y�

�� ����Y�

��WX	� W� W� W	��X�W, F�� F X� W "�	� �� Y�W�WY�������Y p W�� G X� W "���� ����
,

=������� ��� ������ ��Y�

������� �� FG ����� X� FG = A1 + · · · + Ar, N��� ��� ��XW	��X�W�

A1, . . . , Ar W�� YW		�� B	�C�� �� FG,
C� M �� W� FG+
���	�* AiM = M W�� AjM = 0 ��� W		 j* j �= i* ���� �� �W� ��W� M

	��� �� ��� B	�C� Ai, C� M �� W� FG+
���	� ���� M �W� W ������ ����Y� ��
 ��Y�

�������

M = M1 + · · ·+Mr ����� Mi 	��� �� ��� X	�Y� Ai,

?WY� ��

	� FG+
���	� �W� �� 	�� �� W ����	� X	�Y�, B��Y� �� YW� �����
��� X	�Y�� W� W


W������� �� ��� ��� �� ��� ������Y�X	� Y�W�WY���� �� G,
Q� YW� ��� ���W�� FG W� W F[G × G]+
���	� ������� a(g1, g2) = g1ag

−1
2 ��� ����� a ∈ FG*

g1, g2 ∈ G, N�������� FG �W� W ������ ��Y�

������� ���� ��� ����Y� ��
 �� ��

	� F[G × G]+

���	��* ��� ��

W��� W�� ��� X	�Y�� �� FG,

5�����
 �� �" (U/* N�����
 2 M�Y���� /1V)� 1� B �� A p B	�C� �� FG� ���� B �A� ������� A� A�

F [G×G] 
���	�� �� ��� ���
 δ(D) = { (d, d) | d ∈ D }� ����� D �� A p ��B����
 �� G!

N�� �����Y�� �� W p+X	�Y� B ���
 W Y�����WY� Y	W�� �� p+��X����
 �� G YW		�� ��� ����C� ����
�

�� G,

(	�:�� �� Sn

Q� ����� ��� ��W��� �� U43* M�Y���� 1 W�� //V ��� W ���W�	�� ���Y��
���� �� ��� p+X	�Y�� ��
��

����Y ����
� W�� ��
� 
��� ��W

	�� W�� 
��
������,

F�� ��� λ X� W 
W������� �� n, N�� p C��� λ(p) �� λ �� W 
W������� ���Y� �� �X�W���� X� λ* W��
���Y� �W� �� ����� 	����� ������X	� X� p, G��� 
��Y���	�* �� �� ��� S���� ��W��W
 [λ] ����� �� W
���� �� 	����� W 
�	��
	� �� p* �� ��
��� ��� X���� �� ��� Y�����
������ ����+����, Q� �X�W��

��� ��W��W
 �� W ��� 
W������� [λ′], Q� 
��Y��� �� ��� �W
� �W� ����	 ��� 
W������� �X�W����

�W� �� ����� �� 	����� ������X	� X� p, N��� �� ��� p+Y��� λ(p), C� ���� ��� ��
��� �� ��� �W�

����� ���� ��
����,

N�� p ������ �� λ �� ��� ��
X�� �� p+����� ��W� W�� ��
���� �� �� ���
 λ �� λ(p), C� ��

������� X� wp(λ), M� �� �W��

|λ| = |λ(p)|+ pwp(λ).

@�� ����W�Y�* 	�� p = 3 W�� λ = (5, 2, 1) X� W 
W������� �� 8, Q� YW� ��
��� "��� H(1,3) W��

���� H(2,1)* X�YW��� ���� X��� �W�� 	���� 3, Q�W� �� �X�W�� ��8

• • • −→
• •
•

−→ .

N��� �� ��� S���� ��W��W
 �� λ(3)* ��W� �� (2), M��Y� �� ��
���� ��� 3+�����* w3(λ) = 2,
C�����* |λ| = 8 = |λ(3)|+ 3w3(λ) = 2 + 3 · 2,

���� �
�������
 �� ��
��
� ���������
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; ����	� ���		 �������� �� W� ��� 6A�A�A
A�� ,����C���� ��W��� ��W� ��� p+X	�Y�� �� Sn W��

	WX�		�� X� 
W��� (γ,w) ��Y� ��W� γ �� W p+Y��� 
W������� W�� |γ|+ pw = n, G�������* ��� M
�Y��


���	� Sλ
	��� �� ��� X	�Y� B(γ,w) �� W�� ��	� �� λ �W� p+Y��� γ W�� p+������ w,

Q� YW� ��
��W�� ���� ����	� 	������ W� X	�Y�� W� ��X���� �� Irr(Sn), ;�W��*�?WY� p+X	�Y� ��

	WX�		�� X� W 
W�� (γ,w) ��Y� ��W� γ �� W p+Y��� 
W������� W�� |γ| + pw = n, N�W� 
�W��8 	��

λ, µ ∈ P(n)* ���� χlambda 	��� �� ��� �W
� p+X	�Y� W� χµ
�� W�� ��	� �� λ(p) = µ(p),

2��
������� �� �# (U43* J��
������� //,1V)� ;�� ����C� ����
 �� A p B	�C� �� ������ w �� Sn ��

A :�	�� p ��B����
 �� Swp!

@�� ��W

	�* Y������� p = 3 W�� n = 4, ; 
W������� �� 4 YW� ��	� �W�� 3+������ ���� �� ���,
Q� �W�� ����� 3+X	�Y��8

B((1), 1) =
¶
χ(4), χ(14), χ(2,2)

©
,

B((3, 1), 0) =
¶
χ(3,1)

©
,

B((2, 1, 1), 0) = { χ(2, 1, 1) } .

H���Y� ��W� ����� WY��W		� ���
 W 
W������� �� Irr(S4),

G�������* �� �W�� ��W� W ����Y� ����
 �� B((1), 1) �� ���
��
��Y �� W M�	�� 3+��X����
 ��

S3* ���Y� �� �� ��� Y�Y	�Y ����
 C3, ; ����Y� ����
 ��� ��� ����� ��� X	�Y�� �W� �� X� �����W	*

���Y� �� �W� �� X� W M�	�� 3+��X����
 �� S0,
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; ����	� ���		 �������� �� W� ��� 6A�A�A
A�� ,����C���� ��W��� ��W� ��� p+X	�Y�� �� Sn W��

	WX�		�� X� 
W��� (γ,w) ��Y� ��W� γ �� W p+Y��� 
W������� W�� |γ|+ pw = n, G�������* ��� M
�Y��


���	� Sλ
	��� �� ��� X	�Y� B(γ,w) �� W�� ��	� �� λ �W� p+Y��� γ W�� p+������ w,

Q� YW� ��
��W�� ���� ����	� 	������ W� X	�Y�� W� ��X���� �� Irr(Sn), ;�W��*�?WY� p+X	�Y� ��

	WX�		�� X� W 
W�� (γ,w) ��Y� ��W� γ �� W p+Y��� 
W������� W�� |γ| + pw = n, N�W� 
�W��8 	��

λ, µ ∈ P(n)* ���� χlambda 	��� �� ��� �W
� p+X	�Y� W� χµ
�� W�� ��	� �� λ(p) = µ(p),

2��
������� �� �# (U43* J��
������� //,1V)� ;�� ����C� ����
 �� A p B	�C� �� ������ w �� Sn ��

A :�	�� p ��B����
 �� Swp!

@�� ��W

	�* Y������� p = 3 W�� n = 4, ; 
W������� �� 4 YW� ��	� �W�� 3+������ ���� �� ���,
Q� �W�� ����� 3+X	�Y��8

B((1), 1) =
¶
χ(4), χ(14), χ(2,2)

©
,

B((3, 1), 0) =
¶
χ(3,1)

©
,

B((2, 1, 1), 0) = { χ(2, 1, 1) } .

H���Y� ��W� ����� WY��W		� ���
 W 
W������� �� Irr(S4),

G�������* �� �W�� ��W� W ����Y� ����
 �� B((1), 1) �� ���
��
��Y �� W M�	�� 3+��X����
 ��

S3* ���Y� �� �� ��� Y�Y	�Y ����
 C3, ; ����Y� ����
 ��� ��� ����� ��� X	�Y�� �W� �� X� �����W	*

���Y� �� �W� �� X� W M�	�� 3+��X����
 �� S0,
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C� ��� �������Y����* �� X���#� 
�������� ��� �

���W�Y� �� ��� Y����Y���� X������ ���

������Y�X	� Y�W�WY���� �� W ����
 W�� ����� �� ��� M�	�� p+��X����
�, B��� �� 
W�� ���� 
���


��Y���,

; �W
��� ����	� �� ��� Y�W�WY��� ������ �� "���� ����
� �� ��� C��+G�Y�	�� ������
 U2.* 36V,

N��� W������ ��W� W M�	�� p+��X����
 P �� W "���� ����
 G �� WX�	�W� W�� ���
W	 �� G ��* W��

��	� ��* ��� Y�W�WY��� ������ χ(1) �� Y�
��
� �� p ��� ����� ������Y�X	� Y�W�WY��� χ ∈ Irr(G),
; Y�W		���� ��� ��� 	W�� ��� ��YW��� �W� X��� �� ��
W�W�� ��� ��� Y��������� �� ���� ����+

��
,N�� Y�

��W������ �� P �� Y�W�WY������� X� <�W���'� ������ ���� Y����Y����* 
����� �� U34V*

���	� ��� ���
W	��� �W� X��� ������� �� U33V, C� 
W���Y�	W�* ��� �� ��� 
W�� ������
 �� ����

	W�� 
W
�� �W�� ��W� W M�	�� p+��X����
 P �� G �� ���
W	 �� G �� W�� ��	� �� W		 ������Y�X	�

Y����������� �� ��� 
��
��W���� Y�W�WY��� �P

�G
�W�� ������ Y�
��
� �� p, N��� ����	� �W� X���

��"��� ��Y���	� �� U05V,

I� ��� ����� ���� �� ��� �
�Y���
* �� U41V �� �� ����� ��W� ��� Y�W�WY��� �P

�G
Y�����	� ���


��
���� �� W M�	�� p+��X����
 �� X� ��	�+���
W	�����, G��� 
��Y���	�* ���� p �� W� ��� 
��
�*

P = NG(P ) �� W�� ��	� �� �G �� ��� ��	� Y��������� �� �P

�G
�W���� ������ Y�
��
� �� p,

N��� ����	����� ��� �

���W�Y� �� �������� ��� 
��
��W���� Y�W�WY��� �P

�G
* W�� 
��� ���+

��W		�* �� ��� ��+YW		�� M�	�� X�W�Y���� Y��$Y�����, N���� �W�� W	��W�� X��� ��"��� �� ���

�������Y����* X�� �� �W�� �� ��W�� ���� ��� ��"������ ���
W		�,

*�������� ������ F�� p X� W 
��
� ��
X�� W�� 	�� P X� W M�	�� p+��X����
 �� W "���� ����


G, F�� χ ∈ Irr(G) W�� φ ∈ Irr(P ) X� ������Y�X	� Y�W�WY���� �� G W�� P * ���
�Y����	�, N��

Y�����
������ :�	�� B�A�C���� C���C���� Zχ
φ �� ��"��� W� ��� 
�	��
	�Y��� �� φ W� W� ������Y�X	�

Y���������� �� χ
�
P
* ��� ������Y���� �� χ �� P ,

L�YW		 ��W� @��X����� ��Y�
��Y��� ������
 ��		� �� ��W� Zχ
φ = [φ, χ

�
P
]P = [φ

�G
, χ]G* ��� W��

χ ∈ Irr(G)* φ ∈ Irr(P ),

Q� �W�� �� ��Y�� �� ���� Y�W
��� ��YW		��� ����� ����	�� ��WY��� �� ��� ����� �� M�	��

X�W�Y���� Y��$Y�����, I�� Y�����X����� �� ��� ��
�Y �� ��Y����� �� =�W
���� 2 W�� 3,

1/
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C� ��� �������Y����* �� X���#� 
�������� ��� �

���W�Y� �� ��� Y����Y���� X������ ���

������Y�X	� Y�W�WY���� �� W ����
 W�� ����� �� ��� M�	�� p+��X����
�, B��� �� 
W�� ���� 
���


��Y���,

; �W
��� ����	� �� ��� Y�W�WY��� ������ �� "���� ����
� �� ��� C��+G�Y�	�� ������
 U2.* 36V,

N��� W������ ��W� W M�	�� p+��X����
 P �� W "���� ����
 G �� WX�	�W� W�� ���
W	 �� G ��* W��

��	� ��* ��� Y�W�WY��� ������ χ(1) �� Y�
��
� �� p ��� ����� ������Y�X	� Y�W�WY��� χ ∈ Irr(G),
; Y�W		���� ��� ��� 	W�� ��� ��YW��� �W� X��� �� ��
W�W�� ��� ��� Y��������� �� ���� ����+

��
,N�� Y�

��W������ �� P �� Y�W�WY������� X� <�W���'� ������ ���� Y����Y����* 
����� �� U34V*

���	� ��� ���
W	��� �W� X��� ������� �� U33V, C� 
W���Y�	W�* ��� �� ��� 
W�� ������
 �� ����

	W�� 
W
�� �W�� ��W� W M�	�� p+��X����
 P �� G �� ���
W	 �� G �� W�� ��	� �� W		 ������Y�X	�

Y����������� �� ��� 
��
��W���� Y�W�WY��� �P

�G
�W�� ������ Y�
��
� �� p, N��� ����	� �W� X���

��"��� ��Y���	� �� U05V,

I� ��� ����� ���� �� ��� �
�Y���
* �� U41V �� �� ����� ��W� ��� Y�W�WY��� �P

�G
Y�����	� ���


��
���� �� W M�	�� p+��X����
 �� X� ��	�+���
W	�����, G��� 
��Y���	�* ���� p �� W� ��� 
��
�*

P = NG(P ) �� W�� ��	� �� �G �� ��� ��	� Y��������� �� �P

�G
�W���� ������ Y�
��
� �� p,

N��� ����	����� ��� �

���W�Y� �� �������� ��� 
��
��W���� Y�W�WY��� �P

�G
* W�� 
��� ���+

��W		�* �� ��� ��+YW		�� M�	�� X�W�Y���� Y��$Y�����, N���� �W�� W	��W�� X��� ��"��� �� ���

�������Y����* X�� �� �W�� �� ��W�� ���� ��� ��"������ ���
W		�,

*�������� ������ F�� p X� W 
��
� ��
X�� W�� 	�� P X� W M�	�� p+��X����
 �� W "���� ����


G, F�� χ ∈ Irr(G) W�� φ ∈ Irr(P ) X� ������Y�X	� Y�W�WY���� �� G W�� P * ���
�Y����	�, N��

Y�����
������ :�	�� B�A�C���� C���C���� Zχ
φ �� ��"��� W� ��� 
�	��
	�Y��� �� φ W� W� ������Y�X	�

Y���������� �� χ
�
P
* ��� ������Y���� �� χ �� P ,

L�YW		 ��W� @��X����� ��Y�
��Y��� ������
 ��		� �� ��W� Zχ
φ = [φ, χ

�
P
]P = [φ

�G
, χ]G* ��� W��

χ ∈ Irr(G)* φ ∈ Irr(P ),

Q� �W�� �� ��Y�� �� ���� Y�W
��� ��YW		��� ����� ����	�� ��WY��� �� ��� ����� �� M�	��

X�W�Y���� Y��$Y�����, I�� Y�����X����� �� ��� ��
�Y �� ��Y����� �� =�W
���� 2 W�� 3,

1/
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; 
W�� �X����W���� WX��� ��� ������Y���� �� W Y�W�WY��� �� W M�	�� YW� X� ����� �� U0V,

M�

��� ��W� ��� ����� �� W "���� ����
 G �� ������X	� X� pn* X�� ��� X� pn+1
, C� W� ������Y�X	�

Y�W�WY��� χ ∈ Irr(G) �W� ������ ������X	� X� pn* �� �W������ �� W		 �	�
���� �� G �� ����� ������X	�

X� p, N��� �

	���8

5�����
 ������ 4�� χ ∈ Irr(G) �A�� ������ ������B	� B� pn� ����� pn ��� ������� 
���� �� p ��A�

������� |G|! 4�� P ∈ Sylp(G)! ;���� χ
�
P

�� A 
�	��
	� �� ��� ����	A� C�A�AC��� �� P !

C� U06V ��� W������ ��Y���� �� ��� ������Y�X	� Y�W�WY���� χ ∈ Irr(G) ��W� �W�� ������ ������X	�
X� p, M�

��� P ∈ Sylp(G)* ���� Y����Y����� ��W� �� χ

�
P
�W� W 	���W� Y����������* ���� χ

�
P

�W� W� 	�W�� p ��!����� 	���W� Y�����������,

C� ��� �W
� 
W
��* ���� Y����Y���� �W� X��� 
����� �� ��	� ��� p+��	�WX	� ����
� W�� ��� ���

��

����Y ���� (N�����
 1,/,0 X�	��), C� U0/V �� �W� X��� 
����� ��� ��� W	����W���� ����
�,

G�������* �� U07V ���� ������� ��� X	�Y����� ������� �� ���� Y����Y����,

H���Y� ��W� ��� ��� p+��	�WX	� YW��* ��� ��W��
��� �� WY��W		� ����� ��������,

5�����
 ����� (U06* N�����
 <V)� 4�� G B� A p ��	�AB	� ����
� P ∈ Sylp(G) A�� 	�� χ ∈ Irr(G)
B� A C�A�AC��� �� ������ ������B	� B� p! 1� χ

�
P

C���A��� A 	���A� C���������� λ� ���� ����� ������

A ��B����
 U < P �� ����� p ��C� ��A� χ
�
P

C���A��� ��� C�A�AC���

(
λ
�
U

)�P
!

H���Y� ��W� ��� Y�W�WY���

(
λ
�
U

)�P
�� ��� ������Y�X	�* ���Y� λ �� ��� �� ��� ������Y�X	� Y��+

���������, N�������� ����� W�� p ��!����� Y�����������* W�� �� W	�� ���� ��W� ���� W�� ���

Y�W�WY���

(
λ
�
U

)�P
,

N�� 
������� ������
 �W� X��� W	�� �����W	���� �� U45V �� ��� YW�� ���� P �� W p+��X����

�� G W�� �� W�� ��� Y���������� ��	� 	���W� Y�W�WY����,

��� '�� ��		��
�, �
��� ,*��

F�� �� ��Y�� ��� �� ��� YW�� �� ��� ��

����Y ����
�, Q� ��W�� X� ��Y������ W Y��
	� ��

������
� 
����� �� U06V ��W� ��		 X� �����W	���� �� =�W
��� 2, C� ���� ��Y���� p �� W 
��
�,

5�����
 ����� (U06* N�����
 1,/V)� 4�� χ ∈ Irr(Sn) A�� 	�� Pn B� A :�	�� p ��B����
 �� Sn!

;��� χ
�
Pn

�A� A 	���A� C���������!

H���Y� ��W� ���� ������
 ���� ��� ��	�� ��� W �����W	 "���� ����
* X�� �� �� W �
�Y�W	 ��W����

�� ��� ��

����Y ����
�, @�� ����W�Y�* �� G �� W p+����
 W�� χ ∈ Irr(G) �� ��� 	���W�* ����

P ∈ Sylp(G) �� ��� ���	� ����
 P = G W�� χ
�
P
= χ �� ��� 	���W�,

5�����
 ����� (U06* N�����
 ;V)� :�

��� ��A� n �� A 
������� ������� A�� 	�� Pn ∈ Sylp(Sn)!
1� χ ∈ Irr(Sn) �A� ������ ������B	� B� p� ���� ��� ������C���� χ

�
Pn

�A� A� 	�A�� p �������� 	���A�

C�����������!

N�� W������* �� U06V* W	�� ����Y�� ��W� ��� ��
X�� �� 	���W� Y����������� �� ��� Y�W�WY���

χ
�
Pn

����� �� X� ���� 	W���* X�� ����� W�� W�X���W�	� 	W��� �������� n ��� ���Y� ���� ��
X�� ��

��WY�	� p,
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N�� 
��X	�
� ��W� ��� ����	�� �� U06V 	�W�� �
�� W�� ��� ���Y��
���� �� ��� 	���W� Y�����������

�� ���Y� ���� Y	W�
 ��� �������Y�* W�� ��� Y�

��W���� �� ����� M�	�� X�W�Y���� Y��$Y�����,

N�� ��
	�Y�� Y�

��W���� �� M�	�� X�W�Y���� Y��$Y����� �W� X��� ���� ��	� ��� ��� �
�Y�W	

YW���, B������* ����� W�� ���
�� ����	�� Y��Y������ ����� 
��������� �� U02V W�� U03V,

C� U02V* ��� W������ �����
���� W		 ������Y�X	� Y����������� �� ��� 
��
��W���� Y�W�WY���

�Pn

�Sn
* ����� p �� W� ��� 
��
�,

5�����
 ����� (U02* N�����
 ;V)� 4�� p B� A� ��� 
��
�� 	�� n B� A �A���A	 ��
B�� A�� 	��

λ ∈ P(n)! ;��� χλ
�� ��� A� ������C�B	� C���������� �� �Pn

�Sn
�� A�� ��	� �� n = pk ��� ��
�

k ∈ N A�� λ ∈
¶
(pk − 1, 1), (2, 1p

k−2)
©
� �� p = 3 A�� λ �� ��� �� ��� ��		����� 
A��������(

(2, 2), (3, 2, 1), (5, 4), (24, 1), (4, 3, 2), (32, 2, 1), (5, 5), (25).

N��� ������
 ����� ��W�* W
W�� ���
 ��� ��� ��Y�
����� W������ ��� �
W		 ��

����Y ����
�

W� ��� 
��
� 3* ����� W�� �W���W	 ��
X�� n ∈ N ���Y� �� ��� W 
���� �� p* ��� ������Y���� ��

Pn �� W�� ������Y�X	� Y�W�WY��� �� Sn �W� ��� �����W	 Y�W�WY��� �Pn W� W Y����������, B��Y� ���


��������� �� Zχ
�Pn

�� Y�

	���	� ���Y��X�� ��� ��� 
��
��,

H���Y� ��W� ���� ���� ��� ��	� �� p = 2, @�� ����W�Y�* ��� ���� ��
������W���� �� Sn ������Y�

������Y�X	� W�� ���+�����W		� �� W M�	�� 2+��X����
 �� Sn,

Q��� p �� ���* W ��
�	W� ���Y��
���� �� ��� 
��
��W���� Y�W�WY��� ������ W	�� ��� ��� W	���+

�W���� ����
� YW��, N��� �� U02* N�����
 =V,

C� U03V* ��� ���� �� U02V �W� X��� 	W���	� �������� X� Y���������� ��� ������ ��� Lin(Pn) ��
	���W� Y�W�WY���� �� Pn, C� 
W���Y�	W�* ��� W�� 	���W� Y�W�WY��� φ �� Pn ���� ������� ��� ��� Ω(φ)
Y��������� �� W		 ����� ������Y�X	� Y�W�WY���� χ �� Sn ��Y� ��W� Zχ

φ �= 0,
@�� W 
��
� p ≥ 5* 	�� n ∈ N W�� Pn ∈ Sylp(Sn), F�� φ X� W�� 	���W� Y�W�WY��� �� Pn,

L�YW		��� ��W� ��� ��� Irr(Sn) �� �����W�� ������Y�X	� Y�W�WY���� �� Sn �� �W���W		� �� X���Y����

���� ��� ��� P(n) �� 
W�������� �� n* �� 
W� ���� Ω(φ) W� W ��X��� �� P(n)9 �� ����� �����* ��

���

Ω(φ) =
¶
λ ∈ P(n) | Zλ

φ �= 0
©
,

�����* ��� ��

	�Y���* �� ���� ��� ��
X�	 Zλ
φ �� ������ Zχλ

φ ,

F�� m(φ) W�� M(φ) X� ��� �������� ��"��� W� ��		���8

m(φ) := max { t ∈ N | Bn(t) ⊆ Ω(φ) } W�� M(φ) := min { t ∈ N | Ω(φ) ⊆ Bn(t) } .

C� U03* N�����
 <V* m(φ) W�� M(φ) W�� ��
	�Y��	� Y�

���� ��� W�� 	���W� Y�W�WY��� φ �� Pn

W�� p ≥ 5, N��� ����� W ���� 
��Y��� ���Y��
���� �� Ω(φ) ��� W		 φ ∈ Lin(Pn), C� �WY�8

Bn(m(φ)) ⊆ Ω(φ) ⊆ Bn(M(φ)),

W�� ��� �W	��� m(φ) W�� M(φ) W�� Y	���� �� �WY� ����� ��� W		 φ ∈ Lin(Pn),
H���Y� ��W� ��� ��� 
��
� 3 ��� ��� Ω(�Pn) �W� W	��W�� X��� ���Y��X�� �� U02V,

N�� 
W
�� U03V Y��Y	���� ���� W� W��

����Y ����	�, HW
�	�* A	
��� A		 χ ∈ Irr(Sn) ��W��
��� ��		����� 
��
����8 Zχ

φ �= 0 ��� W		 φ ∈ Lin(Pn), G��� 
��Y���	�8
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N�� 
��X	�
� ��W� ��� ����	�� �� U06V 	�W�� �
�� W�� ��� ���Y��
���� �� ��� 	���W� Y�����������

�� ���Y� ���� Y	W�
 ��� �������Y�* W�� ��� Y�

��W���� �� ����� M�	�� X�W�Y���� Y��$Y�����,

N�� ��
	�Y�� Y�

��W���� �� M�	�� X�W�Y���� Y��$Y����� �W� X��� ���� ��	� ��� ��� �
�Y�W	

YW���, B������* ����� W�� ���
�� ����	�� Y��Y������ ����� 
��������� �� U02V W�� U03V,

C� U02V* ��� W������ �����
���� W		 ������Y�X	� Y����������� �� ��� 
��
��W���� Y�W�WY���

�Pn

�Sn
* ����� p �� W� ��� 
��
�,

5�����
 ����� (U02* N�����
 ;V)� 4�� p B� A� ��� 
��
�� 	�� n B� A �A���A	 ��
B�� A�� 	��

λ ∈ P(n)! ;��� χλ
�� ��� A� ������C�B	� C���������� �� �Pn

�Sn
�� A�� ��	� �� n = pk ��� ��
�

k ∈ N A�� λ ∈
¶
(pk − 1, 1), (2, 1p

k−2)
©
� �� p = 3 A�� λ �� ��� �� ��� ��		����� 
A��������(

(2, 2), (3, 2, 1), (5, 4), (24, 1), (4, 3, 2), (32, 2, 1), (5, 5), (25).

N��� ������
 ����� ��W�* W
W�� ���
 ��� ��� ��Y�
����� W������ ��� �
W		 ��

����Y ����
�

W� ��� 
��
� 3* ����� W�� �W���W	 ��
X�� n ∈ N ���Y� �� ��� W 
���� �� p* ��� ������Y���� ��

Pn �� W�� ������Y�X	� Y�W�WY��� �� Sn �W� ��� �����W	 Y�W�WY��� �Pn W� W Y����������, B��Y� ���


��������� �� Zχ
�Pn

�� Y�

	���	� ���Y��X�� ��� ��� 
��
��,

H���Y� ��W� ���� ���� ��� ��	� �� p = 2, @�� ����W�Y�* ��� ���� ��
������W���� �� Sn ������Y�

������Y�X	� W�� ���+�����W		� �� W M�	�� 2+��X����
 �� Sn,

Q��� p �� ���* W ��
�	W� ���Y��
���� �� ��� 
��
��W���� Y�W�WY��� ������ W	�� ��� ��� W	���+

�W���� ����
� YW��, N��� �� U02* N�����
 =V,

C� U03V* ��� ���� �� U02V �W� X��� 	W���	� �������� X� Y���������� ��� ������ ��� Lin(Pn) ��
	���W� Y�W�WY���� �� Pn, C� 
W���Y�	W�* ��� W�� 	���W� Y�W�WY��� φ �� Pn ���� ������� ��� ��� Ω(φ)
Y��������� �� W		 ����� ������Y�X	� Y�W�WY���� χ �� Sn ��Y� ��W� Zχ

φ �= 0,
@�� W 
��
� p ≥ 5* 	�� n ∈ N W�� Pn ∈ Sylp(Sn), F�� φ X� W�� 	���W� Y�W�WY��� �� Pn,

L�YW		��� ��W� ��� ��� Irr(Sn) �� �����W�� ������Y�X	� Y�W�WY���� �� Sn �� �W���W		� �� X���Y����

���� ��� ��� P(n) �� 
W�������� �� n* �� 
W� ���� Ω(φ) W� W ��X��� �� P(n)9 �� ����� �����* ��

���

Ω(φ) =
¶
λ ∈ P(n) | Zλ

φ �= 0
©
,

�����* ��� ��

	�Y���* �� ���� ��� ��
X�	 Zλ
φ �� ������ Zχλ

φ ,

F�� m(φ) W�� M(φ) X� ��� �������� ��"��� W� ��		���8

m(φ) := max { t ∈ N | Bn(t) ⊆ Ω(φ) } W�� M(φ) := min { t ∈ N | Ω(φ) ⊆ Bn(t) } .

C� U03* N�����
 <V* m(φ) W�� M(φ) W�� ��
	�Y��	� Y�

���� ��� W�� 	���W� Y�W�WY��� φ �� Pn

W�� p ≥ 5, N��� ����� W ���� 
��Y��� ���Y��
���� �� Ω(φ) ��� W		 φ ∈ Lin(Pn), C� �WY�8

Bn(m(φ)) ⊆ Ω(φ) ⊆ Bn(M(φ)),

W�� ��� �W	��� m(φ) W�� M(φ) W�� Y	���� �� �WY� ����� ��� W		 φ ∈ Lin(Pn),
H���Y� ��W� ��� ��� 
��
� 3 ��� ��� Ω(�Pn) �W� W	��W�� X��� ���Y��X�� �� U02V,

N�� 
W
�� U03V Y��Y	���� ���� W� W��

����Y ����	�, HW
�	�* A	
��� A		 χ ∈ Irr(Sn) ��W��
��� ��		����� 
��
����8 Zχ

φ �= 0 ��� W		 φ ∈ Lin(Pn), G��� 
��Y���	�8
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5�����
 ���� (U03* N�����
 =V)� 4�� p ≥ 5 B� A 
��
� A�� n ∈ N! 4�� Ωn B� ��� �������C����

�� A		 ��� ���� Ω(φ) ����� φ �� ���� �� ��� A
��� ��� �	�
���� �� Lin(Pn)! ;���

lim
n→∞

|Ωn|
|P(n)|

= 1.

M� �W� ��� ��Y����� ����	�� �� M�	�� X�W�Y���� Y��$Y����� ��	� ��� p W� ��� 
��
�, O��W		�*

���� p = 2 ��� ����W���� �� Y�

	���	� ��!�����, @�� ����W�Y�* Ω(φ) �� �� 	����� Y	���� �����

Y�����W���� �� �����W	* W�� ����� �� ��� W Y����Y���� ��� ��� ����Y���� �� ��� ���� Ω(φ)* �����
φ �� W 	���W� Y�W�WY��� �� W M�	�� 2+��X����
 �� Sn, C�����* �� �� ���		 W� �
�� 
��X	�
 ��� ���


��
� 2 �� �����
��� Ω(�Pn),

<� ���� ��
�* 
��XWX	� ��� ��W��� �W� W	��W�� ����Y�� ��W� ����� W�� ��� 
W�� ����	�� Y��+

Y������ Y����������� �� ��� ������Y���� χ
�
Pn

��W� W�� ��� 	���W�, Q� ���� WX	� �� �W� ��
������

WX��� ���� ��
�Y, Q� ����� �� =�W
���� 2 W�� 3 ��� ��� ����	��,

��� '�� ,*�� p = 2 ��
 Sn

@��
 M�Y���� 1,/* �� YW� X� ����Y�� W ��WY���� X������ ��� ����	���� WYY�
�	W��� �� M�	��

X�W�Y���� Y��$Y����� ��� ��� ��

����Y ����
� W� ��� 
��
�� W�� ��� 	WY� �� �����
W���� ��

���� ��
�Y ���� ��� 
��
� p �� ���W	 �� 2, @�� ����W�Y�* W� �� W	��W�� 
������ ���* ��� ������Y�X	�

Y����������� �� ��� 
��
��W���� Y�W�WY��� �Pn

�Sn
W�� Y�

	���	� ���Y��X�� ��� ��� 
��
��* X��

W�� �W� ���
 X���� ���������� ���� p = 2,
Q� Y�		�Y� X�	�� ��
� Y�

��W����� �� M�	�� X�W�Y���� Y��$Y����� ��� p = 2 ��W� YW� X�

���� ��� �
�Y�"Y ��
� �� Y�W�WY����, I�� Y�����X����� �� ��� ����� �� ���� YW�� �� ��� ��X��Y� ��

=�W
��� 3,

�����  � ��� �$�"� #���$����

M�
� ����	�� Y��Y������ 	���W� Y����������� �� ��� ������Y���� �� W� ������Y�X	� Y�W�WY��� �� W

M�	�� 2+��X����
 �W� X��� �X�W���� ���	� �������� ��� 5C3A� C����C����, N��� �� ��� �� ���


��� �

���W�� W
��� ��� 	�YW	+�	�XW	 Y����Y����� 
�������� �� ��� �������Y����* X�YW��� 
W��

����� Y����Y����� W�� ����W�Y� ��
�Y� W���� ���
 ��,

D, GYEW� U31V ������W		� ���
�	W��� ��� Y����Y���� ��	� ��� G W ��

	� ����
 W�� ��� ���


��
� p = 2* Q� ���	� 	��� �� ��W�� �� �� ��		 �����W	��� ����8

)����:���� ����� (GYEW�* /750)� 4�� G B� A ����� ����
 A�� p B� A 
��
�! 4�� P B� A :�	��

p ��B����
 �� G! ;���

|Irrp′(G)| = |Irrp′(NG(P ))|,

����� Irrp′ ������� ��� ��B��� �� ����� �����A�� ������C�B	� C�A�AC���� �� G �� ������ C�
��
� ��

p� A�� NG(P ) ������� ��� ���
A	���� �� P !

N��� Y����Y���� ��	�� ��� W		 "���� ����
� �� ��� ����� W� W		 
��
�� p (U14V)* ��� ��

����Y

W�� �����W	 	���W� ����
� (U42V)* W�� ��� ����� "���� ����
 ��� ��� 
��
�� 2 W�� 3 (U35V W�� U46V)*

����� ��� ����Y���� �� ��

	� ����
� �� U16V �� ����,
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C� G �� ��� ��

����Y ����
Sn* p = 2 W�� Pn �� W M�	�� 2+��X����
* ����NSn(Pn) �� WY��W		�
Pn, B��Y� ��� ������Y���� �� ������Y�X	� Y�W�WY���� �� M�	�� 2+��X����
� �W� ������� W	�� ��� ���

Y����Y���� �� ��� GYEW� Y����Y����, Q� YW� "�� ��
� ����	�� �� ��� ��
�Y �� U17V W�� U0.V,

N�� WY�����
���� �� ��� 	W���� 
W
�� ���� ����W
���W	 �� U01V �� Y������Y� W YW����YW	 X���Y����

X������ Irr2′(Sn) W�� Irr2′(Pn) ��� W�� �W���W	 ��
X�� n W�� Pn ∈ Syl2(Sn), @������
���* ����
���� ���� �� 
���� ��� 
��� �����W	 ������
� �� U06V ��W� �� W	��W�� ��Y����� �� ��� 
�������

��Y����,

G��� 
��Y���	�* �� U0.* N�����
 /,0V �� 
����� ��W� ��� ����� χ ∈ Irr(Sn) ��� ������Y���� �� W

M�	�� 2+��X����
 Pn Y���W��� W 	���W� Y����������, G�������* �� n �� W 
���� �� 2 W�� χ �W� ���

������* ���� 	���W� Y���������� �� ������,

<� U0.* F�

W 1,/V �� ���� ��W� ��� ������Y�X	� Y�W�WY���� �� ��� ������ �� S2k W�� ��WY�	�

����� 	WX�		�� X� ���� 
W�������� �� 2k, L�YW		 ��W� �� ������ X� H (n) ��� ��� �� ���� 
W��������
�� ��� �W���W	 ��
X�� n, BW���� �W�� ��W�* �� ���	� 	��� �� ��Y��� ���� U0.* N�����
 /,/V,

5�����
 ������ 4�� n ∈ N A�� 	�� λ ∈ H (2k)! ;��� χλ
�
P
2k

A�
��� A ������ 	���A� C����������!

:�C� A C���������� A

�A�� ���� 
�	��
	�C��� 1!

C� N�����
 1,0,1 X�	�� �� �������� ���� ������ Y���������� X� ���Y��X��� ��� W���Y�W���

{0, 1}+������Y� ��W� Y�W�WY������� 	���W� Y�W�WY���� �� P2k , Q� ����� �� M�Y���� 0,1,/ ��� ���

���Y��
���� �� ��� ������Y�X	� Y�W�WY���� �� ��� M�	�� 2+��X����
�,
N�� 
������� ������
 �W� W	�� 
W�� ��
	�Y�� �� J��
������� 1,0,2 W�� 1,0,3 �� U3.V, B�� ����	�

��� ��� YW����YW	 XW��� �� ��� M
�Y�� 
���	�� 	WX�		�� X� ���� 
W��������,

@��
 ��� �� �� ��		 W��
� ��� ��		����� ���W����, A���� z ∈ Z* �� 	�� [z] ∈ {0, 1} X� ��Y�

��W� z ≡ [z] mod 2,

5�����
 ������ 4�� k ∈ N A�� 	�� λ = (2k − x, 1x) ∈ H (2k) ����� x = ak2
k + ak−12

k−1 +
· · ·+ a02

0
�� ��� B��A�� ��
A�����! ;�� ������ 	���A� C���������� �� χλ

�
P
2k

��

X ([ak + ak−1], [ak−1 + ak−2], . . . , [a1 + a0]) .

8����! Q� 
��Y��� X� ����Y���� �� k, C� k = 1 ���� λ ∈ {(2), (12)}, C� λ = (2) ���� x = 0 =
0 · 21 + 0 · 20* [a1 + a0] = [0 + 0] = 0 W�� χ(2)

�
P2

= φ0, M�
�	W�	�* χ
(12)

�
P2

= φ1, F�� ��� k ≥ 2

W�� λ =
(
2k − x, 1x

)
, Q� ������ X� Lλ ��� ������ 	���W� Y���������� �� χλ

�
P
2k
* W� 
���Y��X��

X� N�����
 1,0,0, <� ��� F���	�����+L�Y�W����� ��	�* �� �W��

χλ
�
S

2k−1×S
2k−1

=
(
χ(2

k−1−y,1y) × χ(2
k−1−y,1y))+∆,

����� y =

®
x
2 , �� x �� ����*

x−1
2 , �� x �� ���,

W�� ∆ �� ��� ��
 �� ������Y�X	� Y����������� �� ��� ���
 φ× ψ*

��� ��
� φ, ψ ∈ Irr(S2k−1) ���� φ �= ψ, C� ��		��� ��W� Lλ = X
(
L(2k−1−y,1y);φα

)
* ��� ��
�

α ∈ {0, 1}, C� ����� �� "�� α* �� Y������� W 2k+Y�Y	� g ∈ P2k , M��Y� P2k = P2k−1 � P2 �� YW�

Y����� g = (h, 1; γ)* ����� h ∈ P2k−1 �� W 2k−1
+Y�Y	� W�� γ ∈ P2 �� W 2+Y�Y	�, O���� F�

W 0,1,2

W�� L�
W�� 0,1,1* �� �W�� ��W�

χλ(g) = Lλ(g) = L(2k−1−y,1y)(h) · φα(γ) = χ(2
k−1−y,1y)(h) · χ(2−α,α)(γ).
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C� G �� ��� ��

����Y ����
Sn* p = 2 W�� Pn �� W M�	�� 2+��X����
* ����NSn(Pn) �� WY��W		�
Pn, B��Y� ��� ������Y���� �� ������Y�X	� Y�W�WY���� �� M�	�� 2+��X����
� �W� ������� W	�� ��� ���

Y����Y���� �� ��� GYEW� Y����Y����, Q� YW� "�� ��
� ����	�� �� ��� ��
�Y �� U17V W�� U0.V,

N�� WY�����
���� �� ��� 	W���� 
W
�� ���� ����W
���W	 �� U01V �� Y������Y� W YW����YW	 X���Y����

X������ Irr2′(Sn) W�� Irr2′(Pn) ��� W�� �W���W	 ��
X�� n W�� Pn ∈ Syl2(Sn), @������
���* ����
���� ���� �� 
���� ��� 
��� �����W	 ������
� �� U06V ��W� �� W	��W�� ��Y����� �� ��� 
�������

��Y����,

G��� 
��Y���	�* �� U0.* N�����
 /,0V �� 
����� ��W� ��� ����� χ ∈ Irr(Sn) ��� ������Y���� �� W

M�	�� 2+��X����
 Pn Y���W��� W 	���W� Y����������, G�������* �� n �� W 
���� �� 2 W�� χ �W� ���

������* ���� 	���W� Y���������� �� ������,

<� U0.* F�

W 1,/V �� ���� ��W� ��� ������Y�X	� Y�W�WY���� �� ��� ������ �� S2k W�� ��WY�	�

����� 	WX�		�� X� ���� 
W�������� �� 2k, L�YW		 ��W� �� ������ X� H (n) ��� ��� �� ���� 
W��������
�� ��� �W���W	 ��
X�� n, BW���� �W�� ��W�* �� ���	� 	��� �� ��Y��� ���� U0.* N�����
 /,/V,

5�����
 ������ 4�� n ∈ N A�� 	�� λ ∈ H (2k)! ;��� χλ
�
P
2k

A�
��� A ������ 	���A� C����������!

:�C� A C���������� A

�A�� ���� 
�	��
	�C��� 1!

C� N�����
 1,0,1 X�	�� �� �������� ���� ������ Y���������� X� ���Y��X��� ��� W���Y�W���

{0, 1}+������Y� ��W� Y�W�WY������� 	���W� Y�W�WY���� �� P2k , Q� ����� �� M�Y���� 0,1,/ ��� ���

���Y��
���� �� ��� ������Y�X	� Y�W�WY���� �� ��� M�	�� 2+��X����
�,
N�� 
������� ������
 �W� W	�� 
W�� ��
	�Y�� �� J��
������� 1,0,2 W�� 1,0,3 �� U3.V, B�� ����	�

��� ��� YW����YW	 XW��� �� ��� M
�Y�� 
���	�� 	WX�		�� X� ���� 
W��������,

@��
 ��� �� �� ��		 W��
� ��� ��		����� ���W����, A���� z ∈ Z* �� 	�� [z] ∈ {0, 1} X� ��Y�

��W� z ≡ [z] mod 2,

5�����
 ������ 4�� k ∈ N A�� 	�� λ = (2k − x, 1x) ∈ H (2k) ����� x = ak2
k + ak−12

k−1 +
· · ·+ a02

0
�� ��� B��A�� ��
A�����! ;�� ������ 	���A� C���������� �� χλ

�
P
2k

��

X ([ak + ak−1], [ak−1 + ak−2], . . . , [a1 + a0]) .

8����! Q� 
��Y��� X� ����Y���� �� k, C� k = 1 ���� λ ∈ {(2), (12)}, C� λ = (2) ���� x = 0 =
0 · 21 + 0 · 20* [a1 + a0] = [0 + 0] = 0 W�� χ(2)

�
P2

= φ0, M�
�	W�	�* χ
(12)

�
P2

= φ1, F�� ��� k ≥ 2

W�� λ =
(
2k − x, 1x

)
, Q� ������ X� Lλ ��� ������ 	���W� Y���������� �� χλ

�
P
2k
* W� 
���Y��X��

X� N�����
 1,0,0, <� ��� F���	�����+L�Y�W����� ��	�* �� �W��

χλ
�
S

2k−1×S
2k−1

=
(
χ(2

k−1−y,1y) × χ(2
k−1−y,1y))+∆,

����� y =

®
x
2 , �� x �� ����*

x−1
2 , �� x �� ���,

W�� ∆ �� ��� ��
 �� ������Y�X	� Y����������� �� ��� ���
 φ× ψ*

��� ��
� φ, ψ ∈ Irr(S2k−1) ���� φ �= ψ, C� ��		��� ��W� Lλ = X
(
L(2k−1−y,1y);φα

)
* ��� ��
�

α ∈ {0, 1}, C� ����� �� "�� α* �� Y������� W 2k+Y�Y	� g ∈ P2k , M��Y� P2k = P2k−1 � P2 �� YW�

Y����� g = (h, 1; γ)* ����� h ∈ P2k−1 �� W 2k−1
+Y�Y	� W�� γ ∈ P2 �� W 2+Y�Y	�, O���� F�

W 0,1,2

W�� L�
W�� 0,1,1* �� �W�� ��W�

χλ(g) = Lλ(g) = L(2k−1−y,1y)(h) · φα(γ) = χ(2
k−1−y,1y)(h) · χ(2−α,α)(γ).
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���� �� ����� ��
������ ������������	 
 ������

N�� G���W��W�+HW�W�W
W ��	� U23* 0,2,5V �

	��� ��W� (−1)x = (−1)y(−1)α, C� ��		��� ��W�

α =

®
0, �� x ≡ y mod 2,

1, ���������.

M��Y� x = ak2
k + · · · + a02

0
�� ��� X��W�� ��
W����� �� x ∈

[
0, 2k − 1

]
* ���� y = ak2

k−1 +
· · · + a12

0
�� ��� X��W�� ��
W����� �� y ∈

[
0, 2k−1 − 1

]
, B��Y�* α = [a1 + a0] W�� �� �W��

Lλ = X
(
L(2k−1−y,1y);φ[a1+a0]

)
, O���� ��� X��W�� ��
W����� �� y W�� ��� ����Y���� ��
�������

�� Y��Y	��� ��� 
����,

N��� ����	� �� ���� �� M�Y���� 3,/ �� Y�

��� W 	W��� �W
�	� �� M�	�� X�W�Y���� Y��$Y�����,

C� 
W���Y�	W�* �� N�����
 3,/,2 �� YW	Y�	W�� Zχ
φ ��� W		 χ ∈ Irr(Sn) 	WX�		�� X� W ���� 
W�������

W�� W		 φ ∈ Lin(Pn), N��� �� W ���� �����W	��W���� �� N�����
 1,0,0,

����� �#��� ��� 
��
��"���� $�"�"$��� �Pn

�Sn

Q� ��� ���� Y�W
��� Y�		�Y���� ��
� ����	�� WX��� Zχ
�Pn

��� χ W� ������Y�X	� Y�W�WY��� �� Sn,

C� U3/V �� �W� X��� 
����� ��W�* ���� p = 2* ��� 
��XWX�	��� ��W� ��� M�	�� X�W�Y����

Y��$Y���� Zχ
�Pn

�� ���� ����� �� ���� W� n ����� �� ��"����, G��� 
��Y���	�8

5�����
 ���� (U3/* N�����
 <V)� /�� n A �A���A	 ��
B��� 	�� Pn ������ A :�	�� 2 ��B����


�� ��� ��

����C ����
 Sn! ;��� A	
��� A		 ������C�B	� C�A�AC���� χ �� Sn �A�� 
������� :�	��

B�A�C���� C���C���� Zχ
�Pn

! ;�A� ���

lim
n→∞

|
¶
χ ∈ Irr(Sn) | Zχ

�Pn
> 0
©
|

|Irr(Sn)|
= 1.

@������
���* �� U3/* M�Y���� 1V �� YW� W	�� "�� ��
� ��
	�Y�� Y�

��W����� �� Zχλ

�Pn
���


W�������� λ �� �W����� '�
�Y�W	' ��W
��,

N� �W�� ��� ���W����* �� ������ X� Zλ
��� M�	�� X�W�Y���� Y��$Y���� Zχλ

�Pn
, C� �����W	* ���

���W���� ���� �� ���� 
W
�� �� ��
�	W� �� ��� ��� ���� �� ��� 
W�� ����	�� 	W���8 ���� Y������� ���

YW�� ���� λ ∈ P(2k) W�� ���� ����Y� �� k* X����� Y���������� ��� YW�� �� �����W	 n ∈ N, N��
����	�� ��		�� ���
 W Y�
X��W���� �� �	�
���W�� W

	�YW����� �� ��� F���	�����+L�Y�W����� ��	�*

GWY���'� ������
 W�� ����� ����	�� �� Y�W�WY��� ������Y����� ��� ��

����Y ����
�,

.�

8 ����! (U3/* F�

W 1,/V)� 4�� λ B� A�� 
A������� �� n! 1� A		 
A��� �� λ A�� ����� ����

Zλ > 0!

.�

8 ����" (U3/* F�

W 1,0V)� 4�� n ∈ N A�� λ ∈ P(n)! 1� n �� ���� A�� l(λ) > n
2 � ����

Zλ = 0! 1� n �� ��� A�� l(λ) > n+1
2 � ���� Zλ = 0!

N�� X���� �� ��� ��
X�� �� 
W��� �� λ YW���� X� �

�����, @�� ����W�Y�* ���
 ��� 	�

W

X�	�� �� ��� ��W� λ = (2, 2, . . . , 2, ε) ∈ P(n) ����� ε ∈ { 0, 1 } �W���"�� Zλ = 1 W�� l(λ) = n
2 ��

n �� ����* ���
�Y����	� l(λ) = n+1
2 �� n �� ���,

���� ������� ����
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.�

8 ����# (U3/* F�

W 1,2V)� 4�� λ B� A 
A������� ���� A� 
��� ��� C�	�
��! ;��� Zλ = 0
��	��� λ = (2, 2, . . . , 2, ε) ����� ε ∈ { 0, 1 }� �� ���C� CA�� Zλ = 1!

.�

8 ����$ (U3/* F�

W 1,4V)� 4�� k ∈ N≥2! 1� λ = (2k − i, 2, 1i−2) ∈ P(2k) ���� 2 ≤ i ≤
2k − 2� ���� Zλ =

(k−1
k−i

)
!

��� !�
���
 
���*
,�

C� ���� ��Y���� �� Y�		�Y� ��
� ���W� ��� ������� ����W�Y�,

F�� Pn X� ��� M�	�� p+��X����
 �� ��� ��

����Y ����
 Sn, F�� λ X� W 
W������� �� n* W��
χλ

��� W���Y�W��� ������Y�X	� Y�W�WY��� �� Sn,

;� �� �W�� ���� �� ��� 
������� ��Y�����* �� W�� �W� ���
 W ���� �������W����� �� ���

Y�

	��� ���Y��
���� �� ��� ��Y�

������� ���� ������Y�X	� Y����������� �� ��� ������Y���� χλ
�
Pn
,

C� =�W
���� 2 W�� 3 �� �W�� 
W�� ��
� 
�������* ��
W�W���� ��� W�W	���� �� ��� YW�� �� W� ���


��
� p W�� ��� YW�� ���� p = 2,
Q��� p �� ���* �� W�� ��� WX	� �� �����
��� �� ����� ������ φ ∈ Irr(Pn) �� ������ pk W
���

��� Y����������� �� χλ
�
Pn
, N��� �� ��� Y������ �� N�����
� 2,1,/ W�� 2,1,1,

Q�W� �� ���		 ������� �� ���Y� W�� ��� ������Y�X	� Y����������� �� "��� ������ (������ ��W� 1)
��W� W

�W� �� ��� ��Y�

������� �� ��� ������Y����, ;	��* �� �� ��� �W�� W� ��
	�Y�� ���
�	W ���

��� ��WY� �W	��� �� ��� M�	�� X�W�Y���� Y��$Y�����, N��� 
��X	�
 ��
W��� �
�� ��� Y�����������

�� W�� ������ (��Y	����� 1),
Q��� p = 2* �� W�� ��� WX	� �� �������W�� �� ����� ������ φ ∈ Irr(Pn) �� ������ 2k W
���

��� Y����������� �� χλ
�
Pn
* ��	� �� λ �� W� ���� 
W�������, N��� �� N�����
 3,0,//, C� �� �W���W	

�� ������ ��W� �W

��� �� λ �� ��� W ���� 
W�������, N��� ���
� ���� ��$Y�	� ���� p = 2, @��

����W�Y� �� �� ��� ���� ���� ��� Y����������� �� �Pn

�Sn
�� ���� YW��* W� �� W	��W�� �X������,

N���� ���
 �� X� ��� �W���W	 ����Y����� �� ��� ����W�Y� �� ��� M�	�� X�W�Y���� Y��$Y�����,

Q� X�	���� ��W� ��� Y�
X��W����W	 ���	� ��W� 	�� �� �� 
���� ��� 
W�� ����	�� �� ���� ������ YW�

W	�� ��	
 �� W����� ��
� �� ����� �
�� ���������,

F�� ϕ X� W� ������Y�X	� Y�W�WY��� �� Pn, @��X����� ��Y�
��Y��� ��		� �� ��W� ��� M�	�� <�W�Y�+

��� =��$Y���� �� ϕ �� χλ
�� [χλ

�
Pn

, ϕ] = [χλ, ϕ
�Sn ], B��Y� ��� 
��X	�
 �� �������� ��� ��Y�
+


������� �� χλ
�
Pn

YW� X� ��
	WY�� X� ��� �������� �� ��� ����Y���� ϕ
�Sn

,

C� ���� 
���
�Y����* ��� 
W�� ����	� �� U04V ����� ��W� ��� 	���W� Y�W�WY���� �� Pn �W�� ���

�W
� ����Y���� �� Sn �� W�� ��	� �� ���� W�� NSn(Pn)+Y�����W��, Q� ����� �� �����W	��� ����

����	� �� ��� YW�� �� ������+������ Y�W�WY����, B������* �� ���Y������ ��W� ���� ���� ��� ��	�,

C� �WY� M, FW� W�� A, HW�W��� ����� �����W	 �W
�	��� �� Y��������W

	��,

N����X�* ����� W�� ��� ��!����� ����Y����� ��W� ��� ����W�Y� �� ���� ��
�Y YW� �W��, N�� "���

��� �� �� ��� �� "�� ��X����
� H ≤ Sn ���� ��� 
��
���� ��W� ��� ������Y�X	� Y�W�WY��� �� Pn

�� "��� ������ �W�� ��� �W
� ����Y���� �� Sn �� W�� ��	� �� ���� �W�� ��� �W
� ����Y���� �� H,

N��� �� ��
�	W� �� ��� ����	� �� U04V* ���Y� ��� ������Y�X	� Y�W�WY���� �� Pn W�� NSn(Pn)+Y�����W��
��WY�	� ���� ���� �W�� ��� �W
� ����Y���� �� NSn(Pn), L����	� �
�W����* ��� �������� ��8 ��

��� ������Y�X	� Y�W�WY���� �� Pn �W�� ��� �W
� ����Y���� �� Sn* ��� ���� W	��W�� �W�� ��� �W
�

����Y���� �� W �
W		�� ��X����
 H ��Y� ��W� Pn ≤ H ≤ Sn:
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8 ����# (U3/* F�

W 1,2V)� 4�� λ B� A 
A������� ���� A� 
��� ��� C�	�
��! ;��� Zλ = 0
��	��� λ = (2, 2, . . . , 2, ε) ����� ε ∈ { 0, 1 }� �� ���C� CA�� Zλ = 1!

.�

8 ����$ (U3/* F�

W 1,4V)� 4�� k ∈ N≥2! 1� λ = (2k − i, 2, 1i−2) ∈ P(2k) ���� 2 ≤ i ≤
2k − 2� ���� Zλ =

(k−1
k−i

)
!

��� !�
���
 
���*
,�

C� ���� ��Y���� �� Y�		�Y� ��
� ���W� ��� ������� ����W�Y�,

F�� Pn X� ��� M�	�� p+��X����
 �� ��� ��

����Y ����
 Sn, F�� λ X� W 
W������� �� n* W��
χλ

��� W���Y�W��� ������Y�X	� Y�W�WY��� �� Sn,

;� �� �W�� ���� �� ��� 
������� ��Y�����* �� W�� �W� ���
 W ���� �������W����� �� ���

Y�

	��� ���Y��
���� �� ��� ��Y�

������� ���� ������Y�X	� Y����������� �� ��� ������Y���� χλ
�
Pn
,

C� =�W
���� 2 W�� 3 �� �W�� 
W�� ��
� 
�������* ��
W�W���� ��� W�W	���� �� ��� YW�� �� W� ���


��
� p W�� ��� YW�� ���� p = 2,
Q��� p �� ���* �� W�� ��� WX	� �� �����
��� �� ����� ������ φ ∈ Irr(Pn) �� ������ pk W
���

��� Y����������� �� χλ
�
Pn
, N��� �� ��� Y������ �� N�����
� 2,1,/ W�� 2,1,1,

Q�W� �� ���		 ������� �� ���Y� W�� ��� ������Y�X	� Y����������� �� "��� ������ (������ ��W� 1)
��W� W

�W� �� ��� ��Y�

������� �� ��� ������Y����, ;	��* �� �� ��� �W�� W� ��
	�Y�� ���
�	W ���

��� ��WY� �W	��� �� ��� M�	�� X�W�Y���� Y��$Y�����, N��� 
��X	�
 ��
W��� �
�� ��� Y�����������

�� W�� ������ (��Y	����� 1),
Q��� p = 2* �� W�� ��� WX	� �� �������W�� �� ����� ������ φ ∈ Irr(Pn) �� ������ 2k W
���

��� Y����������� �� χλ
�
Pn
* ��	� �� λ �� W� ���� 
W�������, N��� �� N�����
 3,0,//, C� �� �W���W	

�� ������ ��W� �W

��� �� λ �� ��� W ���� 
W�������, N��� ���
� ���� ��$Y�	� ���� p = 2, @��

����W�Y� �� �� ��� ���� ���� ��� Y����������� �� �Pn

�Sn
�� ���� YW��* W� �� W	��W�� �X������,

N���� ���
 �� X� ��� �W���W	 ����Y����� �� ��� ����W�Y� �� ��� M�	�� X�W�Y���� Y��$Y�����,

Q� X�	���� ��W� ��� Y�
X��W����W	 ���	� ��W� 	�� �� �� 
���� ��� 
W�� ����	�� �� ���� ������ YW�

W	�� ��	
 �� W����� ��
� �� ����� �
�� ���������,

F�� ϕ X� W� ������Y�X	� Y�W�WY��� �� Pn, @��X����� ��Y�
��Y��� ��		� �� ��W� ��� M�	�� <�W�Y�+

��� =��$Y���� �� ϕ �� χλ
�� [χλ

�
Pn

, ϕ] = [χλ, ϕ
�Sn ], B��Y� ��� 
��X	�
 �� �������� ��� ��Y�
+


������� �� χλ
�
Pn

YW� X� ��
	WY�� X� ��� �������� �� ��� ����Y���� ϕ
�Sn

,

C� ���� 
���
�Y����* ��� 
W�� ����	� �� U04V ����� ��W� ��� 	���W� Y�W�WY���� �� Pn �W�� ���

�W
� ����Y���� �� Sn �� W�� ��	� �� ���� W�� NSn(Pn)+Y�����W��, Q� ����� �� �����W	��� ����

����	� �� ��� YW�� �� ������+������ Y�W�WY����, B������* �� ���Y������ ��W� ���� ���� ��� ��	�,

C� �WY� M, FW� W�� A, HW�W��� ����� �����W	 �W
�	��� �� Y��������W

	��,

N����X�* ����� W�� ��� ��!����� ����Y����� ��W� ��� ����W�Y� �� ���� ��
�Y YW� �W��, N�� "���

��� �� �� ��� �� "�� ��X����
� H ≤ Sn ���� ��� 
��
���� ��W� ��� ������Y�X	� Y�W�WY��� �� Pn

�� "��� ������ �W�� ��� �W
� ����Y���� �� Sn �� W�� ��	� �� ���� �W�� ��� �W
� ����Y���� �� H,

N��� �� ��
�	W� �� ��� ����	� �� U04V* ���Y� ��� ������Y�X	� Y�W�WY���� �� Pn W�� NSn(Pn)+Y�����W��
��WY�	� ���� ���� �W�� ��� �W
� ����Y���� �� NSn(Pn), L����	� �
�W����* ��� �������� ��8 ��

��� ������Y�X	� Y�W�WY���� �� Pn �W�� ��� �W
� ����Y���� �� Sn* ��� ���� W	��W�� �W�� ��� �W
�

����Y���� �� W �
W		�� ��X����
 H ��Y� ��W� Pn ≤ H ≤ Sn:
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N�� ��Y��� ����Y���� ��� ��� ����W�Y� �� ������ �� �������W�� ��W� �� ���W		� YW		 ��� ��C�
 

���� 
A���* �,�, ��� 
W�� �� ������Y�X	� Y�W�WY���� �� Pn ��W� �W�� ��� �W
� ����Y���� �� Sn X�� W��

��� NSn(Pn)+Y�����W��, ;� 
�������	� 
�������� M, FW� W�� A, HW�W��� ����� �����W	 �W
�	���

�� ��Y�
���� 
W���* X�� YW� �� "�� ���
 W		: C� ����� ���� ���� M, FW�* �� �W�� W	��W�� X���

WX	� �� ���Y��X� ��� WY���� �� ��� ���
W	���� �� ��� ������Y�X	� Y�W�WY���� �� Pn* X�� �� ��
W��� ��

"�� W Y�W�WY�����W���� �� ��� Y�W�WY���� ���� ��� �W
� ����Y���� �� ��� ���	� ��

����Y ����


Sn, Q� W�� ������ �� W�W
� ��� ���W� ���� �� U04V ��� 	���W� Y�W�WY����* �� W��WY� ��� �����W	

����W���� �� ���+	���W� ����,

I�� 
������� ���� �W� ��W���� ���
 ��� W���

� �� �����W	��� N�����
 1,/,/, B������*

�� ��� �W
� 
W
�� U06V* W	�� N�����
 1,/,0 ���
� �� ����� �� ��
� W��������, N��� ������


��		� �� ��W� �� p ������� ��� ������ �� W� ������Y�X	� Y�W�WY��� χ �� Sn* ���� χ
�
Pn

�W� p 	���W�

Y�����������,

;�W��* ����� W�� W Y��
	� �� �W���W	 �W�� �� �����W	��� ��, N�� "��� ��� �� �� ������ ��

�������W�� ��W� �W

��� ���� ��� Y����� 
��
� p ���� ��� ������ ��� ������ �� ��� Y�W�WY���,

N�� ��Y��� ��� �� �� ��Y�� �� ���+	���W� Y�W�WY���� �� ��� M�	�� ��X����
, I�� �������� ��8

YW� �� "�� W �W���W	 ��
X�� lk ��Y� ��W� �� plk |χ(1) ���� ����� ����� W� 	�W�� p ������Y�X	�

Y����������� �� χ
�
Pn

�� ������ pk:

��
���� 	

�
	���	��� ���
� ���	���	� �
�����	�


�
� Sn

F�� n ∈ N* 	�� p X� W 
��
� W�� 	�� Pn X� W "��� M�	�� p+��X����
 �� Sn, Q� ���	� 	��� ��

�W� ��
������ WX��� ��� ������+������ Y����������� �� ��� ������Y���� �� W Y�W�WY��� �� Pn, ;�

�� �W�� ���� �� ��� 
������� Y�W
���* ��� ����� WX��� ��� 	���W� ���� �W� ���� ����� �W�* ���	�

W	
��� ������� �W� X��� �W�� �� �W�� WX��� ��� ����� Y�����������,

N� X� 
��� 
��Y���* ��� 
W�� �������� ������� �� ���� Y�W
��� �� ��� ��		�����, A���� k ∈ N*
���Y� W�� ��� 
W�� ������Y�X	� Y�W�WY���� �� Sn W�
�� W Y���������� �� ������ pk �� �����

������Y���� �� Pn: G��� ���
W		�* �� 	�� Irrk(Pn) ������ ��� ��� Y��������� �� W		 ��� ������Y�X	�

Y�W�WY���� �� Pn �� ������ pk* W�� �� ��Y�� ��� W�������� �� ��� ��X��� �� Irr(Sn) ��"��� X�

Ωk
n := {χ ∈ Irr(Sn) | [χ

�
Pn

, φ] �= 0, ��� ��
� φ ∈ Irrk(Pn)}. (2,/)

;� �� W	��W�� 
�������� �� M�Y���� 1,/* N�����
 1,/,/ 
����� ��W� ��� ������Y���� �� Pn ��

W�� ������Y�X	� Y�W�WY��� �� Sn W�
��� W 	���W� Y����������, C� ����� �����* Ω0
n = Irr(Sn), N���

����	� �W� �

����� (��� ��� 
��
��) �� U03V �����* ��� ����� 	���W� Y�W�WY��� φ �� Pn* ��� W������

Y	W����� ����� ������Y�X	� Y�W�WY���� χ �� Sn ��Y� ��W� φ W

�W�� W� W� ������Y�X	� Y���������� ��

χ
�
Pn
,

C� ���� Y�W
��� �� 	W���	� ������ ��� ����	� �X�W���� �� U06V 
�������� WX���* ���Y�* ��� W��

��� 
��
� ��
X�� p* �� W�� WX	� �� ���Y��X� ��� ��� Ωk
n* ��� W�� k ∈ N, M��
������	� ������*

����� ���� 
������ W ����� ����	W� ����Y����,

N��� Y�W
��� ��Y	���� ��X��W���W	 
W����W	 �W��� ���
 U1.V,

N� ���Y��X� ��� ��� Ωk
n* �� "��� "�� ��� ���Y� W�� ��� 
����X	� k W
��� ���Y� �� YW� Y�����*

�,�, ���Y� W�� ��� 
����X	� ������ ��� W� ������Y�X	� Y�W�WY��� �� ��� M�	�� ��X����
 Pn, N��� ��

F�

W 2,/,1,

N�� ����� �� Ωk
n �� ���� ������� ���� ��� YW���8 ��� "��� ��� �� ��� 
��
� 
���� YW��* ��W� ��

���� n �� W 
���� �� ��� 
��
� p* W�� ��� ��Y��� ��� �� ���� n �� W� W�X���W�� �W���W	 ��
X��,

M�

��� ��W� n = pt ��� W "��� �W���W	 ��
X�� t, Q� ���� ��W� Ppt = Ppt−1 � Pp* W�� ���

XW�� ����
 ��

(
Ppt−1

)×p
, N�� ���W �� �� ���� X� ����Y���� �� t, B��Y�* �� λ �� W 
W������� ��

pt* �� ������Y� χλ
��

(
Spt−1

)×p
����� ��� F���	�����+L�Y�W����� ��	�, N��� �� ������Y� W�W�� ��
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�
	���	��� ���
� ���	���	� �
�����	�


�
� Sn

F�� n ∈ N* 	�� p X� W 
��
� W�� 	�� Pn X� W "��� M�	�� p+��X����
 �� Sn, Q� ���	� 	��� ��

�W� ��
������ WX��� ��� ������+������ Y����������� �� ��� ������Y���� �� W Y�W�WY��� �� Pn, ;�

�� �W�� ���� �� ��� 
������� Y�W
���* ��� ����� WX��� ��� 	���W� ���� �W� ���� ����� �W�* ���	�

W	
��� ������� �W� X��� �W�� �� �W�� WX��� ��� ����� Y�����������,

N� X� 
��� 
��Y���* ��� 
W�� �������� ������� �� ���� Y�W
��� �� ��� ��		�����, A���� k ∈ N*
���Y� W�� ��� 
W�� ������Y�X	� Y�W�WY���� �� Sn W�
�� W Y���������� �� ������ pk �� �����

������Y���� �� Pn: G��� ���
W		�* �� 	�� Irrk(Pn) ������ ��� ��� Y��������� �� W		 ��� ������Y�X	�

Y�W�WY���� �� Pn �� ������ pk* W�� �� ��Y�� ��� W�������� �� ��� ��X��� �� Irr(Sn) ��"��� X�

Ωk
n := {χ ∈ Irr(Sn) | [χ

�
Pn

, φ] �= 0, ��� ��
� φ ∈ Irrk(Pn)}. (2,/)

;� �� W	��W�� 
�������� �� M�Y���� 1,/* N�����
 1,/,/ 
����� ��W� ��� ������Y���� �� Pn ��

W�� ������Y�X	� Y�W�WY��� �� Sn W�
��� W 	���W� Y����������, C� ����� �����* Ω0
n = Irr(Sn), N���

����	� �W� �

����� (��� ��� 
��
��) �� U03V �����* ��� ����� 	���W� Y�W�WY��� φ �� Pn* ��� W������

Y	W����� ����� ������Y�X	� Y�W�WY���� χ �� Sn ��Y� ��W� φ W

�W�� W� W� ������Y�X	� Y���������� ��

χ
�
Pn
,

C� ���� Y�W
��� �� 	W���	� ������ ��� ����	� �X�W���� �� U06V 
�������� WX���* ���Y�* ��� W��

��� 
��
� ��
X�� p* �� W�� WX	� �� ���Y��X� ��� ��� Ωk
n* ��� W�� k ∈ N, M��
������	� ������*

����� ���� 
������ W ����� ����	W� ����Y����,

N��� Y�W
��� ��Y	���� ��X��W���W	 
W����W	 �W��� ���
 U1.V,

N� ���Y��X� ��� ��� Ωk
n* �� "��� "�� ��� ���Y� W�� ��� 
����X	� k W
��� ���Y� �� YW� Y�����*

�,�, ���Y� W�� ��� 
����X	� ������ ��� W� ������Y�X	� Y�W�WY��� �� ��� M�	�� ��X����
 Pn, N��� ��

F�

W 2,/,1,

N�� ����� �� Ωk
n �� ���� ������� ���� ��� YW���8 ��� "��� ��� �� ��� 
��
� 
���� YW��* ��W� ��

���� n �� W 
���� �� ��� 
��
� p* W�� ��� ��Y��� ��� �� ���� n �� W� W�X���W�� �W���W	 ��
X��,

M�

��� ��W� n = pt ��� W "��� �W���W	 ��
X�� t, Q� ���� ��W� Ppt = Ppt−1 � Pp* W�� ���

XW�� ����
 ��

(
Ppt−1

)×p
, N�� ���W �� �� ���� X� ����Y���� �� t, B��Y�* �� λ �� W 
W������� ��

pt* �� ������Y� χλ
��

(
Spt−1

)×p
����� ��� F���	�����+L�Y�W����� ��	�, N��� �� ������Y� W�W�� ��
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��� XW�� ����
 �� ��� M�	�� ��X����
 ����� ��� ����Y���� YW�� Y������� t− 1, Q� �W�� ��� ���

YW���8 ������ ��� Y�W�WY��� �X�W���� �� ��� 
����Y� �� ������Y� ������Y�X	� Y�W�WY���� �� Ppt−1 * ��

�� �� ��� 
����Y� �� p ��
�� ��� �W
� Y�W�WY���, =	�!��� ������ ��		� �� ��W� �W

��� ���� ��

����Y� ��� Y�W�WY��� �� ��� M�	�� ��X����
 Ppt * W� �� �W�� ���� �� M�Y���� 0,1,/, <� @��X�����

��Y�
��Y��� �� ���� ��W� ���� �� �����W	��� �� ������Y� χλ
����Y�	� �� ��� M�	�� ��X����
, C�����*ÅÅ

χλ
�
(Spt−1)

×p

ã�
(Ppt−1)

×p

ã�Ppt
�W� ��� �W
� ������Y�X	� Y����������� �� χλ

�
Ppt

, N��� �� ���


W�� ���W X����� ��� 
���� �� ��� 
W�� ����	�� �� ���� Y�W
��� ��� ��� 
��
� 
���� YW��, C�

F�

W 2,/,2 �� 
���� ��W� ����� W�� ������ ������Y�X	� Y���������� �� W�� "��� ������ �� X�

WX	� �� ���� X� ����Y����9 N�����
 2,0,0 �W�� ��W� ��� 
W�������� �� ��� ��� Ωk
pt �W�� S����

��W��W
 ��W� "�� �� W "��� ����9 "�W		� N�����
 2,0,4 ����� �� ��� ��WY� ��
������ �� ���� ����,

Q� W�� WX	� ��� �� ���Y��X� ��� YW�� �� W� W�X���W�� �W���W	 ��
X�� n* Y���������� ��� p+W��Y
��
W����� n =

∑t
i=1 p

ni
���� n1 ≥ · · · ≥ nt ≥ 0, C�����* �� YW� ������Y� W� ������Y�X	� Y�W�WY���

�� Sn �� Spn1 × · · · ×Spnt ����� ��� F���	�����+L�Y�W����� ��	�, N��� �� YW� ������Y� W�W�� ��

Pn = Ppn1 × · · · ×Ppnt ����� ��� ����	���� �X�W���� X� ��� ����� �� ��� 
��
� 
���� YW��, N��


W�� ����	�� W�� N�����
 2,1,/ W�� N�����
 2,1,1,

��� $
���	�
*
� 
������

C� ���� ��Y���� �� ��W�� Y�		�Y���� ��
� ����	�� ��W� ��		 X� ���� �� 
���� ��� 
W�� ������
�

�� ��� ��Y��� 
W�� �� ���� Y�W
���, @��
 ��� ��* ��	��� ��������� ��W���* p ������� W� ���


��
�,

F�� n ∈ N W�� 	�� n =
∑t

i=1 p
ni

X� ��� p+W��Y ��
W�����* ����� n1 ≥ n2 ≥ · · · ≥ nt ≥ 0,
H���Y� ��W� ni YW� X� ���W	 �� ni+1,

Q� ��"�� ��� ������� αn W� ��		���, @�� 
����� �� p �� ���

α1 = αp = 0 W�� αpk =
pk−1 − 1

p− 1
, ��� k ≥ 2.

@�� �����W	 n =
∑t

i=1 p
ni
* �� ��� αn =

∑t
i=1 αpni ,

Q� ��		 ���� �� F�

W 2,/,1 ��W� pαn
�� ��� ���W���� ������ �� W� ������Y�X	� Y�W�WY��� ��

Pn,

0���  ����� F�� ν(m) X� ��� ������� 
���� �� p �������� m* m ∈ Z* W�� 	�� �q� X� ��� 	W�����
������� �
W		�� ��W� q* q ∈ Q, C� �� ����������� �� ���� ��W�

αn = ν

Åõ
n

p

û
!

ã
.

N�� 
���� �� ���� ���W	��� �� ����� ��Y���YW	, Q� ��Y	��� �� ��� ��� �W�� �� Y�

	�������,

8����! @���� �� YW� 
���� �� ��� ��� 
����� �� p8 �� n = 1 ���� �np � = 0* W�� ν(�np �!) = ν(1) =

0 = α1* X� ��"������, Q� Y	W�
 ��W� ��� k ≥ 1* αpk+1 = (pk − 1)/(p− 1) = ν(�pk�!) = ν(pk!),

Q� �W�� ��W� pk! = pk · (pk−1 − 1) · · · 2 · 1* W�� ����� ��
X�� �� [1, pk − 1] YW� X� ������� W�

ak−1p
k−1 + · · ·+ a1p+ a0 ���� ai ∈ [0, p− 1] ��� ����� i ∈ [0, k − 1], M��Y� �� �W�� �� Y�������

��� ������� 
���� �� p �������� ����� ��
X���* �� YW� ��

��� a0 = 0,

���� ��������
�� ������� 2/

H��* ��� ��
X��� ��W� W�� ������X	� X� W� 
��� p W�� ��� ���� ��� ���Y� a1 �= 0,B��Y� �����
W�� (p − 1)pk−2

��
X���* �WY� �� ���
 ������ 1 W� Y�����X����� �� ��� YW	Y�	W���� �� ν, N��

���� ��W� W�� ������X	� W� 
��� X� p2 W�� ��� ��� ��� ���Y� a1 = 0 W�� a2 �= 0, B��Y� ����� W��
(p− 1)pk−3

��
X��� ��W� ���� 2 W� Y�����X�����,

Q� YW� Y������� ���� ���� W���
��� ��� ����� 
���� �� p ��		 �� ��WY� pk−1
, L�YW		 ��W� ��

W�� Y������� ��	� ��� ��
X��� �� [1, pk−1 − 1] W�� ���������� ��� �����W	 pk, B��Y� �� �W��

ν(pk!) = k +

k−1∑
i−1

(p− 1)pk−1−i · i = k + (p− 1)

[
k−1∑
i−1

ipk−1−i

]
.

Q� YW� ��� Y�W��� ��� ������W	 �W��WX	� ���
 i �� j = k − 1− i8

ν(pk!) = k + (p− 1)



k−2∑
j=0

(k − 1− j)pj


 = k + (p− 1)k

k−2∑
j=0

pj − (p− 1)
k−2∑
j=0

(j + 1)pj .

N�� ��Y��� ���W	��� ��	�� X� �
	������ ��� ��

W��, H��* �� ���� ��W�

∑k−2
j=0 p

j = pk−1−1
p−1 ,

N��� �� YW� ��

	��� ��� "��� 
W�� �� ��� ���W���� X�

k + (p− 1)k

k−2∑
j=0

pj = k + (p− 1)k

Ç
pk−1 − 1

p− 1

å
= k + k(pk−1 − 1) = kpk−1.

;X��� ��� ��Y��� ��

W��* �� YW� ����Y� ��W� (j + 1)pj = d
dx(x

j+1)|x=p* ����� X�
d
dxf(x)|x=p

�� ������ ��� �����W���� �� ��� ���Y���� f(x) �� x* �W	��� �� p, M��Y� ��� ��

W�� �� "����* ���

�����W���� W�� ��� ��

W�� ����	� Y�

���, Q�W� �� �W�� �� ����

k−2∑
j=0

(j + 1)pj =
k−2∑
j=0

Å
d

dx
(xj+1)|x=p

ã
=

d

dx

Ñ
k−2∑
j=0

xj+1

é
|x=p

=
d

dx

Ç
xk − 1

x− 1

å
|x=p =

k(p− 1)pk−1 − (pk − 1)

(p− 1)2
.

N�� WX��� ���W���� ���� X�YW
��

ν(pk!) = kpk−1 − (p− 1)

Ç
k(p− 1)pk−1 − (pk − 1)

(p− 1)2

å

= kpk−1 − kpk−1 +
pk − 1

p− 1
=

pk − 1

p− 1
= αpk+1 .

N��� Y��Y	��� ��� 
���� �� ��� p+
���� YW��,
F�� ��� n X� W �W���W	 ��
X�� ���� n =

∑t
i=1 p

ni
* n1 ≥ · · · ≥ nt ≥ 0* ��� p+W��Y ��+


W�����, <� ��� ��"������ �� αn W�� ��� 
������� Y�

��W����* �� �W�� αn =
∑t

i=1 αpni =∑t
i=1 ν((p

ni−1)!), Q� Y	W�
 ��W� ν
Ä
�np �!
ä
=

∑t
i=1 ν((p

ni−1)!),
N��� YW� X� 
����� X� W

	���� ����W����	� ��� ��		����� �WY�8 ��� n ≥ m*

ν((pn + pm)!) = ν(pn!) + ν(pm!).
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H��* ��� ��
X��� ��W� W�� ������X	� X� W� 
��� p W�� ��� ���� ��� ���Y� a1 �= 0,B��Y� �����
W�� (p − 1)pk−2

��
X���* �WY� �� ���
 ������ 1 W� Y�����X����� �� ��� YW	Y�	W���� �� ν, N��

���� ��W� W�� ������X	� W� 
��� X� p2 W�� ��� ��� ��� ���Y� a1 = 0 W�� a2 �= 0, B��Y� ����� W��
(p− 1)pk−3

��
X��� ��W� ���� 2 W� Y�����X�����,

Q� YW� Y������� ���� ���� W���
��� ��� ����� 
���� �� p ��		 �� ��WY� pk−1
, L�YW		 ��W� ��

W�� Y������� ��	� ��� ��
X��� �� [1, pk−1 − 1] W�� ���������� ��� �����W	 pk, B��Y� �� �W��

ν(pk!) = k +

k−1∑
i−1

(p− 1)pk−1−i · i = k + (p− 1)

[
k−1∑
i−1

ipk−1−i

]
.

Q� YW� ��� Y�W��� ��� ������W	 �W��WX	� ���
 i �� j = k − 1− i8

ν(pk!) = k + (p− 1)



k−2∑
j=0

(k − 1− j)pj


 = k + (p− 1)k

k−2∑
j=0

pj − (p− 1)
k−2∑
j=0

(j + 1)pj .

N�� ��Y��� ���W	��� ��	�� X� �
	������ ��� ��

W��, H��* �� ���� ��W�

∑k−2
j=0 p

j = pk−1−1
p−1 ,

N��� �� YW� ��

	��� ��� "��� 
W�� �� ��� ���W���� X�

k + (p− 1)k

k−2∑
j=0

pj = k + (p− 1)k

Ç
pk−1 − 1

p− 1

å
= k + k(pk−1 − 1) = kpk−1.

;X��� ��� ��Y��� ��

W��* �� YW� ����Y� ��W� (j + 1)pj = d
dx(x

j+1)|x=p* ����� X�
d
dxf(x)|x=p

�� ������ ��� �����W���� �� ��� ���Y���� f(x) �� x* �W	��� �� p, M��Y� ��� ��

W�� �� "����* ���

�����W���� W�� ��� ��

W�� ����	� Y�

���, Q�W� �� �W�� �� ����

k−2∑
j=0

(j + 1)pj =
k−2∑
j=0

Å
d

dx
(xj+1)|x=p

ã
=

d

dx

Ñ
k−2∑
j=0

xj+1

é
|x=p

=
d

dx

Ç
xk − 1

x− 1

å
|x=p =

k(p− 1)pk−1 − (pk − 1)

(p− 1)2
.

N�� WX��� ���W���� ���� X�YW
��

ν(pk!) = kpk−1 − (p− 1)

Ç
k(p− 1)pk−1 − (pk − 1)

(p− 1)2

å

= kpk−1 − kpk−1 +
pk − 1

p− 1
=

pk − 1

p− 1
= αpk+1 .

N��� Y��Y	��� ��� 
���� �� ��� p+
���� YW��,
F�� ��� n X� W �W���W	 ��
X�� ���� n =

∑t
i=1 p

ni
* n1 ≥ · · · ≥ nt ≥ 0* ��� p+W��Y ��+


W�����, <� ��� ��"������ �� αn W�� ��� 
������� Y�

��W����* �� �W�� αn =
∑t

i=1 αpni =∑t
i=1 ν((p

ni−1)!), Q� Y	W�
 ��W� ν
Ä
�np �!
ä
=

∑t
i=1 ν((p

ni−1)!),
N��� YW� X� 
����� X� W

	���� ����W����	� ��� ��		����� �WY�8 ��� n ≥ m*

ν((pn + pm)!) = ν(pn!) + ν(pm!).
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N��� �� ���� X�YW��� (pn + pm)! = (pn + pm)(pn + pm − 1) · · · (pn + 1)pn(pn − 1) · · · 1* ���� ���
Y�����X����� �� ��� ��
X��� �� [pn + 1, pn + pm] �� ��� YW	Y�	W���� �� ν �� ����� ��	� X� ��W� ��

W���� �� pn* ���Y�m ≤ n, N���� Y�����X������ W�� ��WY�	� ��� �WY���� �� pm!, ;X��� ��� 	W�� �����
�� ��
X���* �,�, ��� ���� �� [1, pn]* ����� W�� ��

	� ��� �WY���� �� pn!, B��Y� ��� Y�����X����� ��

��� ��� 
W��� �� ν �� ��WY�	� ν(pm!) + ν(pn!),

;� 
�������� X�����* Irrk(Pn) = {θ ∈ Irr(Pn) | θ(1) = pk} ������� ��� ��� �� ������Y�X	�

Y�W�WY��� �� Pn �� ������ pk, C� ��� ��		����� 	�

W �� ���� W 	���� X���� ��� ��� ���� ��

���� ���, N�� 	���� X���� ����� �� �W� ���
 X���� X��� 
����X	�* X�� �� ��		 X� ��$Y���� ��� ���


��
����,

.�

8  ����� 4�� k, t ∈ N B� ��C� ��A� pk ∈ cd(Ppt)! ;��� |Irrk(Ppt)| ≥ p!

8����! Q� 
��Y��� X� ����Y���� �� t, C� t = 1 ���� �� ���� ��W� ��� ��W��
��� ��	�� W�

Irr(Pp) = Irr0(Pp) �W� ���� p, ;� �� �W�� ���� �� M�Y���� 0,1,/* ��� �	�
���� �� Irr(Pp) W��

������� X� φ0, φ1, . . . , φp−1* ����� �� Y���������W		� ��� φ0 �� X� ��� �����W	 Y�W�WY���, F��

t ≥ 2* W�� 	�� ψ ∈ Irrk(Ppt), C� ψ = X (θ;φi) ��� ��
� θ ∈ Irrk(Ppt−1) W�� i ∈ [0, p − 1]* ����

X (θ;φj) ∈ Irrk(Ppt) ��� W		 j ∈ [0, p−1], B��Y� |Irrk(Ppt)| ≥ p, I�������� ψ = (θ1×· · ·×θp)
�Ppt

����� θ1, . . . , θp ∈ Irr(Ppt−1) W�� ��� W		 ���W	, C� ����� ������ x ∈ [1, p] ��Y� ��W� θ1(1) �= θx(1)
���� �� ��"�� η1, . . . , ηp ∈ Irrk(Ppt) W� ��		���, @�� W�� j ∈ [1, p] �� 	��

ηj = (τj × θ2 × · · · × θp)
�Ppt ,

����� τ1, τ2, . . . , τp W�� p ������Y� ������Y�X	� Y�W�WY���� �� Ppt−1 �� ������ θ1(1), N���� ����� X�
��� ����Y���� ��
�������, I� ��� ����� �W��* �� θ1(1) = θx(1) ��� W		 x ∈ [1, p] ���� �� 	��

η1 = (τ2 × · · · × τ2 × τ1)
�Ppt , W�� ηj = (τ1 × · · · × τ1 × τj)

�Ppt , ��� W		 j ∈ [2, p].

;� X�����* ���� �� Y���� τ1, τ2, . . . , τp �� X� p ������Y� ������Y�X	� Y�W�WY���� �� Ppt−1 �� ������

θ1(1), N���� ����� X� ��� ����Y���� ��
�������, C� X��� YW��� η1, . . . , ηp W�� p ������Y� �	�
����

�� Irrk(Ppt), B��Y� |Irrk(Ppt)| ≥ p,

N�� ���� ����	� �� �����"YW��, C� ����� ��W� Pn �W� ������Y�X	� Y�W�WY���� �� �WY� ������

1, p, p2, . . . , pαn
,

.�

8  ����� 4�� n ∈ N! ;��� cd(Pn) = {pk | k ∈ [0, αn]}!

8����! F�� �� "��� ��

��� ��W� n = pt �� W 
���� �� p W�� 
��Y��� X� ����Y���� �� t, N��

YW�� t = 1 �� �����W	* ���Y� Pp �� Y�Y	�Y W�� αp = 0, C� t ≥ 2* ����Y� ��W� αpt = 1 + pαpt−1 , F��

k ∈ [0, αpt − 1]* W�� 	�� q ≤ αpt−1 W�� r ∈ [0, p − 1] X� ��Y� ��W� k = qp + r, C� r = 0* X� ���

����Y���� ��
������� ����� ������ φ ∈ Irr(Ppt−1) ��Y� ��W� φ(1) = pq, B��Y� ��� W�� ψ ∈ Irr(Pp)*
X (φ;ψ) ∈ Irr(Ppt) �W� ������ pk, C� r > 0* ���� q < αpt−1 , <� ��� ����Y���� ��
�������* �����

����� φ1, . . . , φp ∈ Irr(Ppt−1) ��Y� ��W� φi(1) = pq+1
��� ����� i ∈ [1, r]* W�� φj(1) = pq ��� �����

j ∈ [r + 1, p], B��Y� (φ1 × · · · × φr × φr+1 × · · · × φp)
�Ppt ∈ Irr(Ppt) �W� ������ pk, @��W		�* 	��

k = αpt , <� ��� ����Y���� ��
������� W�� X� F�

W 2,/,0* ����� ����� φ1, . . . , φp ∈ Irr(Ppt−1)
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��� W		 ���W	 W�� ��Y� ��W� φi(1) = pαpt−1
��� W		 i ∈ [1, p], B��Y� (φ1 × · · · × φp)

Ppt ∈ Irr(Ppt)
�W� ������ pk, N��� Y��Y	���� ��� 
���� �� ��� YW�� n = pt* ��� t ∈ N,

N�� YW�� ����� n �� ��� W 
���� �� p ��		��� �W��	�, C�����* �� n =
∑t

i=1 p
ni

�� ��� p+W��Y
��
W����� �� n* ����� n1 ≥ n2 ≥ · · · ≥ nt ≥ 0* ���� Pn

∼= Ppn1 × Ppn2 × · · · × Ppnt ,

F�� n, k ∈ N, C� �����	 �� ����� �� Ωk
n W� W ��X��� �� P(n) �����W� �� Irr(Sn), G��� 
��Y���	�*

��� λ ∈ P(n)* �� ��		 ��
���
�� ����� λ ∈ Ωk
n �����W� �� χλ ∈ Ωk

n,

N�� ��		����� �� W� �

���W�� ���������� ���� 
������ ��W��
���� X� ����Y����, @�� W�

��� 
��
� p 	�� χ X� W ���+	���W� Y�W�WY��� �� Sn W�� ��

��� ��W� χ
�
Pn

�W� W� ������Y�X	�

Y���������� �� ������ pk, N��� �� �W� W� 	�W�� ��� ������Y� ������Y�X	� Y�����������,

.�

8  ��� � 4�� n ∈ N ��C� ��A� p ≤ n A�� 	�� λ ∈ Ωk
n � {(n), (1n)} ��� ��
� k ∈ [0, αn]!

;��� ����� A�� A� 	�A�� ��� ������C� ������C�B	� C����������� �� (χλ)
�
Pn

�� ������ pk!

8����! F�� �� "��� ��

��� ��W� n = pt* W�� 	�� �� ��� P = Ppt W�� N = NSpt
(Ppt), Q� �X�����

��W� ��� ��	� N +���W��W�� ������Y�X	� Y�W�WY��� �� P �� ��� �����W	 ���, N� ���� ����* �� 	��

IrrK(P ) ������ ��� ��� �� K+���W��W�� ������Y�X	� Y�W�WY���� �� P * ��� W�� K ≤ N , F�� H X�

W p′+Y�

	�
��� �� P �� N , =	�W�	� IrrN (P ) = IrrH(P ), I� ��� ����� �W��* X� F�

W 0,1,4

�� ���� ��W� ����� W�� �� ���+�����W	 �	�
���� �� P ��W� W�� Y����W	���� X� H, B��Y� ��� ���

CP (H) = {x ∈ P | xh = x, ��� W		 h ∈ H} Y������� �� ��� ��	� �������� �	�
���, O���� ���

A	W�X��
W� Y�����
�����Y� U15* N�����
 /1,/V* �� ��� ��W� |IrrH(P )| = |Irr(CP (H))| = 1, C�

��		��� ��W� IrrN (P ) = {�P }* W� Y	W�
��,
M��Y� λ /∈ {(n), (1n)}* X� U03* F�

W 2,1V �� ���� ��W� (χλ)

�
P
��Y���W��	� W�
��� W ���+

�����W	 	���W� Y���������� (����Y� Y�

��W����� ���� ��W� ���� ��	�� W	�� �� ��� YW�� (p, n, λ) =
(3, 9, (3, 3, 3))* ���Y� �� ��� Y������ X� ��� 	�

W), C� ��		��� ��W� ��� W�� k ∈ N ��Y� ��W�

λ ∈ Ωk
n* �� YW� "�� W ���+�����W	 θ ∈ Irrk(P ) ��Y� ��W� θ �� W Y���������� �� (χλ)

�
P
, M��Y�

χλ
�� N +���W��W�� �� ����Y� ��W� ����� N +Y�����W�� �� θ �� W Y���������� �� χλ

, N�� ��W��
���

��		���, L�YW		��� ��� ����Y���� �� Pn ���Y��X�� �� M�Y���� 0,1,/* �� �X����� ��W� ��� YW�� �����

n �� ��� W 
��
� 
���� �� W� �W�� Y��������Y� �� ��� 
��
� 
���� YW��,

*��������  ���!� F�� G X� W "���� ����
 W�� 	�� H X� W p+��X����
 �� G, A���� W Y�W�WY��� θ
�� G* �� 	�� cd(θ

�
H
) X� ��� ��� �� ������� �� ��� ������Y�X	� Y����������� �� θ

�
H
, G�������* ��

	�� ∂H(θ) X� ��� ���+���W���� ������� ��"��� W� ��		���8

∂H(θ) = max{k ∈ N | pk ∈ cd(θ
�
H
)}.

Q� ����� ��� ��W��� �� M�Y���� 0,0,1 ��� ��� ��"������ �� ��� F���	�����+L�Y�W����� Y��$Y�����

L R(λ; ν1, . . . , νp),

2��
�������  ���"� 4�� n ∈ N A�� 	�� Y = (Spn−1)×p ≤ Spn B� ��C� ��A� B ≤ Y � �����

B = (Ppn−1)×p
�� ��� BA�� ����
 �� Ppn ! 4�� λ ∈ Bpn(p

n − 1)! ;���

∂Ppn
(χλ) = 1+max{∂B(χν1 × · · · × χνp) | χν1 × · · · × χνp ∈ Irr(Y ) A�� L R(λ; ν1, . . . , νp) �= 0}.

8����! F��M = 1+max{∂B(χν1×· · ·×χνp) | χν1×· · ·×χνp ∈ Irr(Y ) W�� L R(λ; ν1, . . . , νp) �= 0}.
F�� µ1, . . . , µp ∈ P(pn−1) X� ��Y� ��W� L R(λ;µ1, . . . , µp) �= 0 W�� M = 1+∂B(χ

µ1 ×· · ·×χµp),
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��� W		 ���W	 W�� ��Y� ��W� φi(1) = pαpt−1
��� W		 i ∈ [1, p], B��Y� (φ1 × · · · × φp)

Ppt ∈ Irr(Ppt)
�W� ������ pk, N��� Y��Y	���� ��� 
���� �� ��� YW�� n = pt* ��� t ∈ N,

N�� YW�� ����� n �� ��� W 
���� �� p ��		��� �W��	�, C�����* �� n =
∑t

i=1 p
ni

�� ��� p+W��Y
��
W����� �� n* ����� n1 ≥ n2 ≥ · · · ≥ nt ≥ 0* ���� Pn

∼= Ppn1 × Ppn2 × · · · × Ppnt ,

F�� n, k ∈ N, C� �����	 �� ����� �� Ωk
n W� W ��X��� �� P(n) �����W� �� Irr(Sn), G��� 
��Y���	�*

��� λ ∈ P(n)* �� ��		 ��
���
�� ����� λ ∈ Ωk
n �����W� �� χλ ∈ Ωk

n,

N�� ��		����� �� W� �

���W�� ���������� ���� 
������ ��W��
���� X� ����Y����, @�� W�

��� 
��
� p 	�� χ X� W ���+	���W� Y�W�WY��� �� Sn W�� ��

��� ��W� χ
�
Pn

�W� W� ������Y�X	�

Y���������� �� ������ pk, N��� �� �W� W� 	�W�� ��� ������Y� ������Y�X	� Y�����������,

.�

8  ��� � 4�� n ∈ N ��C� ��A� p ≤ n A�� 	�� λ ∈ Ωk
n � {(n), (1n)} ��� ��
� k ∈ [0, αn]!

;��� ����� A�� A� 	�A�� ��� ������C� ������C�B	� C����������� �� (χλ)
�
Pn

�� ������ pk!

8����! F�� �� "��� ��

��� ��W� n = pt* W�� 	�� �� ��� P = Ppt W�� N = NSpt
(Ppt), Q� �X�����

��W� ��� ��	� N +���W��W�� ������Y�X	� Y�W�WY��� �� P �� ��� �����W	 ���, N� ���� ����* �� 	��

IrrK(P ) ������ ��� ��� �� K+���W��W�� ������Y�X	� Y�W�WY���� �� P * ��� W�� K ≤ N , F�� H X�

W p′+Y�

	�
��� �� P �� N , =	�W�	� IrrN (P ) = IrrH(P ), I� ��� ����� �W��* X� F�

W 0,1,4

�� ���� ��W� ����� W�� �� ���+�����W	 �	�
���� �� P ��W� W�� Y����W	���� X� H, B��Y� ��� ���

CP (H) = {x ∈ P | xh = x, ��� W		 h ∈ H} Y������� �� ��� ��	� �������� �	�
���, O���� ���

A	W�X��
W� Y�����
�����Y� U15* N�����
 /1,/V* �� ��� ��W� |IrrH(P )| = |Irr(CP (H))| = 1, C�

��		��� ��W� IrrN (P ) = {�P }* W� Y	W�
��,
M��Y� λ /∈ {(n), (1n)}* X� U03* F�

W 2,1V �� ���� ��W� (χλ)

�
P
��Y���W��	� W�
��� W ���+

�����W	 	���W� Y���������� (����Y� Y�

��W����� ���� ��W� ���� ��	�� W	�� �� ��� YW�� (p, n, λ) =
(3, 9, (3, 3, 3))* ���Y� �� ��� Y������ X� ��� 	�

W), C� ��		��� ��W� ��� W�� k ∈ N ��Y� ��W�

λ ∈ Ωk
n* �� YW� "�� W ���+�����W	 θ ∈ Irrk(P ) ��Y� ��W� θ �� W Y���������� �� (χλ)

�
P
, M��Y�

χλ
�� N +���W��W�� �� ����Y� ��W� ����� N +Y�����W�� �� θ �� W Y���������� �� χλ

, N�� ��W��
���

��		���, L�YW		��� ��� ����Y���� �� Pn ���Y��X�� �� M�Y���� 0,1,/* �� �X����� ��W� ��� YW�� �����

n �� ��� W 
��
� 
���� �� W� �W�� Y��������Y� �� ��� 
��
� 
���� YW��,

*��������  ���!� F�� G X� W "���� ����
 W�� 	�� H X� W p+��X����
 �� G, A���� W Y�W�WY��� θ
�� G* �� 	�� cd(θ

�
H
) X� ��� ��� �� ������� �� ��� ������Y�X	� Y����������� �� θ

�
H
, G�������* ��

	�� ∂H(θ) X� ��� ���+���W���� ������� ��"��� W� ��		���8

∂H(θ) = max{k ∈ N | pk ∈ cd(θ
�
H
)}.

Q� ����� ��� ��W��� �� M�Y���� 0,0,1 ��� ��� ��"������ �� ��� F���	�����+L�Y�W����� Y��$Y�����

L R(λ; ν1, . . . , νp),

2��
�������  ���"� 4�� n ∈ N A�� 	�� Y = (Spn−1)×p ≤ Spn B� ��C� ��A� B ≤ Y � �����

B = (Ppn−1)×p
�� ��� BA�� ����
 �� Ppn ! 4�� λ ∈ Bpn(p

n − 1)! ;���

∂Ppn
(χλ) = 1+max{∂B(χν1 × · · · × χνp) | χν1 × · · · × χνp ∈ Irr(Y ) A�� L R(λ; ν1, . . . , νp) �= 0}.

8����! F��M = 1+max{∂B(χν1×· · ·×χνp) | χν1×· · ·×χνp ∈ Irr(Y ) W�� L R(λ; ν1, . . . , νp) �= 0}.
F�� µ1, . . . , µp ∈ P(pn−1) X� ��Y� ��W� L R(λ;µ1, . . . , µp) �= 0 W�� M = 1+∂B(χ

µ1 ×· · ·×χµp),
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M��Y� λ /∈ {(n), (1n)}* �� YW� W���
� ��W� µ1, . . . , µp W�� ��� W		 �� {(pn−1), (1p
n−1

)}, G�������*

	�� φ X� W� ������Y�X	� Y���������� �� (χµ1×· · ·×χµp)
�
B
��Y� ��W� φ(1) = pM−1

, <� F�

W 2,/,2*

�� YW� �W�� φ = φ1×· · ·×φp ���� φ1, . . . , φp ∈ Irr(Ppn−1) ��� W		 ���W	, B��Y� φ
�Ppn ∈ Irr(Ppn)*

�� �W� ������ pM W��

[
(χλ)

�
Ppn

, φ
�Ppn

]
�= 0, N��� pM ∈ cd((χλ)

�
Ppn

),

H�� ��

��� ��� W Y����W��Y���� ��W� ����� ������ W� ������� N > M ��Y� ��W� pN ∈
cd((χλ)

�
Ppn

), N��� ����� ������ ϕ ∈ Irr(Ppn) ��Y� ��W�

[
(χλ)

�
Ppn

, ϕ
]
�= 0 W�� ϕ(1) = pN ,

F�� φ1 × · · · × φp X� W� ������Y�X	� Y���������� �� ϕ
�
B
, B��Y� ����� ����� µ1, . . . , µp ∈ P(pn−1)

��Y� ��W� L R(λ;µ1, . . . , µp) �= 0 W��

[
φ1 × · · · × φp, (χ

µ1 × · · · × χµp)
�
B

]
�= 0, Q� �W�� ��W�

M > ∂B(χ
µ1 × · · · × χµp) ≥ N − 1,

���Y� ��� ������ �� φ1 × · · · × φp �� ������ pN �� pN−1
, B��Y� M < N < M + 1* ���Y� �� W

Y����W��Y����,

2��
�������  ���#� 4�� n B� A �A���A	 ��
B�� A�� 	�� n =
∑t

i=1 p
ni

B� ��� p A��C ��
A����� ��

n� ����� n1 ≥ n2 ≥ · · · ≥ nt ≥ 0! 4�� Y = Spn1 ×Spn2 × · · · ×Spnt B� ��C� ��A� Pn ≤ Y ≤ Sn�

A�� 	�� λ B� A 
A������� �� n! ;���

∂Pn(χ
λ) = max{∂Pn(χ

µ1 × · · · × χµt) | χµ1 × · · · × χµt ∈ Irr(Y ) A�� L R(λ;µ1, . . . , µt) �= 0}.

8����! M��Y� Pn = Ppn1 × Ppn2 × · · · × Ppnt ≤ Y * ��� ��W��
��� ��		���,

Q� ����� ��� ��W��� �� ��� ��� �� M�Y���� 0,0,1 ��� ��� ��"������ �� ��� � �
��W���,

.�

8  ���$� 4�� n ∈ N≥2� 	�� k ∈ [2, αpn ] A�� 	�� (a1, . . . , ap) ∈ C (k − 1) B� ��C� ��A�

ai ∈ [0, αpn−1 ]� ��� A		 i ∈ [1, p]! ;���

Ωa1
pn−1 � Ω

a2
pn−1 � · · · � Ω

ap
pn−1 ⊆ Ωk

pn .

8����! N� �W�� ��� ���W���� �� 	�� q = pn−1
, C� λ ∈ Ωa1

q �Ωa2
q � · · ·�Ωap

q * X� ��"������ ����� ������

W� ������Y�X	� Y���������� χµ1×· · ·×χµp
�� (χλ)

�
(Sq)×p ��Y� ��W� µi ∈ Ωai

q ��� W		 i ∈ [1, p], B��Y�

��� ����� i ∈ [1, p] ����� ������ W� ������Y�X	� Y���������� φi �� (χ
µi)

�
Pq

��Y� ��W� φi(1) = pai ,

M��Y� k ≥ 2* ����� ������ j ∈ [1, p] ��Y� ��W� aj ≥ 1, B��Y� µj /∈ {(q), (1q)}, N���* X� F�

W

2,/,2 �� YW� W���
� ��W� φ1, . . . , φp W�� ��� W		 ���W	, C� ��		��� ��W� (φ1 × · · · × φp)
�Ppn

�� W�

������Y�X	� Y���������� �� (χλ)
�
Ppn

�� ������ ���W	 �� pk, B��Y� λ ∈ Ωk
pn .

.�

8  ���%� 4�� n ∈ N≥2 A�� 	�� n =
∑t

i=1 p
ni

B� ��� p A��C ��
A������ ����� n1 ≥ n2 ≥
· · · ≥ nt ≥ 0! 4�� k ∈ [1, αn] A�� 	�� (a1, . . . , at) ∈ C (k) B� ��C� ��A� ai ∈ [0, αpni ]� ��� A		

i ∈ [1, t]! ;���

Ωa1
pn1 � Ωa2

pn2 � · · · � Ωat
pnt ⊆ Ωk

pn .

8����! L�YW		 ��W� Pn
∼= Ppn1 × Ppn2 × · · · × Ppnt W�� 	�� λ ∈ Ωa1

pn1 � Ωa2
pn2 � · · · � Ωat

pnt , <�

��"������* ��� ����� i ∈ [1, t] ����� ������ φi ∈ Irr(Ppni ) ���� φi(1) = pai * ��Y� ��W� φ1 × · · · × φt

�� W� ������Y�X	� Y���������� �� (χλ)
�
Pn

�� ������ pk, B��Y� λ ∈ Ωk
pn .
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N�� W�
 �� ���� ��Y���� �� �� Y�

	���	� ���Y��X� ��� ���� Ωk
pn ��� W		 ��� 
��
�� p* W		 �W���W	

��
X��� n W�� W		 k ∈ [0, αpn ], Q� ��
��� ��� ��W��� ��W� ���
 N�����
 1,/,/* �� ���� ��W�

Ω0
pn = Bpn(p

n)* ��� W		 n ∈ N, ?����W	���	�* ����� ������Y�X	� Y�W�WY��� �� Spn W�
��� W 	���W�

Y���������� �� ������Y���� �� W M�	�� p+��X����
, N��� ����	� ��		 X� ���� ��������	�* ���� ��

������� �������Y�,

Q� ��W�� X� W�W	����� ��� YW��� ����� k ∈ {1, 2}, C� ��� ���� 	�

W �� ���� ��W� ���

j = 1, 2, ����� ���+	���W� Y�W�WY��� �� Spn W!���� W� ������Y�X	� Y���������� �� ������ pj ��

������Y���� �� W M�	�� p+��X����
 Ppn * W� 	��� W� Ppn �W� W� ������Y�X	� Y�W�WY��� �� ������ pj ,

.�

8  ����� 4�� n ∈ N A�� k ∈ [1, αpn ] ∩ {1, 2}! ;��� Ωk
pn = Bpn(p

n − 1)!

8����! F�� k = 1, N��� ��Y���W��	� n ≥ 2, <� Y���������� Bpn(p
n − 1) �W���� ��W� Bpn(p

n)* ��

W�� ��Y	����� ��� 	���W� Y�W�WY���� χ(pn)
W�� χ(1p

n
)
�� Spn , N���� ��� Y�W�WY���� YW���� �W�� W�

������Y�X	� Y���������� �� ������ p �� ����� ������Y���� �� Ppn , B��Y� �� YW� �X����� ��W� Y	�W�	�

Ω1
pn ⊆ Bpn(p

n − 1),
I� ��� ����� �W��* �� λ ∈ Bpn(p

n−1)* ���� ����� ����� µ1 ∈ Bpn−1(pn−1−1) W�� µ2, . . . , µp ∈
P(pn−1) ��Y� ��W� L R(λ;µ1, . . . , µp) �= 0, O���� F�

W 2,/,2 �� ����Y� ��W� (χµ1)

�
Ppn−1

W�
��� ��� ������Y� 	���W� Y�����������, N��������* ����� ������ φ1, . . . , φp ∈ Lin(Ppn−1) ���

W		 ���W	 W�� ��Y� ��W� φi �� W Y���������� �� (χµi)
�
Ppn−1

* ��� W		 i ∈ [1, p], C� ��		��� ��W�

(φ1 × · · · × φp)
�Ppn

�� W� ������Y�X	� Y���������� �� (χλ)
�
Ppn

�� ������ p, Q� Y��Y	��� ��W�

λ ∈ Ω1
pn W�� ���Y� ��W� Ω1

pn = Bpn(p
n − 1),

F�� k = 2, N��� ��Y���W��	� n ≥ 3, C� �� Y	�W� ��W� Ω2
pn ⊆ Bpn(p

n − 1), I� ��� ����� �W��*

�� λ ∈ Bpn(p
n − 1)* ���� ����� ����� µ1 ∈ Bpn−1(pn−1 − 1) W�� µ2, . . . , µp ∈ P(pn−1) ��Y� ��W�

L R(λ;µ1, . . . , µp) �= 0, Q� YW� ��� W���� ��WY�	� W� WX��� �� ����Y� ��W� (χλ)
�
Ppn

W�
���

W� ������Y�X	� Y���������� θ �� ��� ���
 θ = (ψ × φ1 × · · · × φp−1)
�Ppn

* ����� ψ ∈ Irr1(Ppn−1)
W�� φ1, . . . , φp−1 ∈ Lin(Ppn−1), B��Y� θ(1) = p2* λ ∈ Ω2

pn W�� ��������� �� �W�� ��W� Ω2
pn =

Bpn(p
n − 1),

F�

W 2,0,/ �� W �
�Y�W	 YW�� �� ��� ��		����� 
��� �����W	 ����	�,

5�����
  ����� 4�� n ∈ N A�� 	�� k ∈ [0, αpn ]! ;��� ����� ������ tkn ∈ [p
n+1
2 , pn] ��C� ��A�

Ωk
pn = Bpn(t

k
n). 5�������� �� k ∈ [0, αpn − 1]� ���� tk+1

n ∈ {tkn − 1, tkn}.

8����! Q� 
��Y��� X� ����Y���� �� n, C� n = 1* ���� αp = 0 W�� Ω0
p = P(p), C� n ≥ 2* ��

W���
� ��W� ��� ��W��
��� ��	�� ��� n−1, C� k = 0 ���� Ω0
pn = Bpn(p

n) W�� t0n = pn, G�������*

X� F�

W 2,0,/ �� ���� ��W� t1n = pn − 1 = t0n − 1* W� ��������, N�� YW�� k = 1 �� Y�

	���	�

���W��� X� F�

W 2,0,/, C� �WY�* �� ���� ��W� Ω1
pn = Bpn(p

n − 1) W�� ��W� t2n = pn − 1 = t1n*
W� ��������, Q� YW� ��� ��

��� ��W� k ≥ 2, Q� ��"��

L (k − 1) = {(j1, . . . , jp) ∈ C (k − 1) | ji ∈ [0, αpn−1 ] ��� W		 i ∈ [1, p]}.

G�������* �� ���

M = max
¶
tj1n−1 + · · ·+ t

jp
n−1

∣∣∣ (j1, . . . , jp) ∈ L (k − 1)
©
.
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��� '�� �
�	� ����
 ,*��

N�� W�
 �� ���� ��Y���� �� �� Y�

	���	� ���Y��X� ��� ���� Ωk
pn ��� W		 ��� 
��
�� p* W		 �W���W	

��
X��� n W�� W		 k ∈ [0, αpn ], Q� ��
��� ��� ��W��� ��W� ���
 N�����
 1,/,/* �� ���� ��W�

Ω0
pn = Bpn(p

n)* ��� W		 n ∈ N, ?����W	���	�* ����� ������Y�X	� Y�W�WY��� �� Spn W�
��� W 	���W�

Y���������� �� ������Y���� �� W M�	�� p+��X����
, N��� ����	� ��		 X� ���� ��������	�* ���� ��

������� �������Y�,

Q� ��W�� X� W�W	����� ��� YW��� ����� k ∈ {1, 2}, C� ��� ���� 	�

W �� ���� ��W� ���

j = 1, 2, ����� ���+	���W� Y�W�WY��� �� Spn W!���� W� ������Y�X	� Y���������� �� ������ pj ��

������Y���� �� W M�	�� p+��X����
 Ppn * W� 	��� W� Ppn �W� W� ������Y�X	� Y�W�WY��� �� ������ pj ,

.�

8  ����� 4�� n ∈ N A�� k ∈ [1, αpn ] ∩ {1, 2}! ;��� Ωk
pn = Bpn(p

n − 1)!

8����! F�� k = 1, N��� ��Y���W��	� n ≥ 2, <� Y���������� Bpn(p
n − 1) �W���� ��W� Bpn(p

n)* ��

W�� ��Y	����� ��� 	���W� Y�W�WY���� χ(pn)
W�� χ(1p

n
)
�� Spn , N���� ��� Y�W�WY���� YW���� �W�� W�

������Y�X	� Y���������� �� ������ p �� ����� ������Y���� �� Ppn , B��Y� �� YW� �X����� ��W� Y	�W�	�

Ω1
pn ⊆ Bpn(p

n − 1),
I� ��� ����� �W��* �� λ ∈ Bpn(p

n−1)* ���� ����� ����� µ1 ∈ Bpn−1(pn−1−1) W�� µ2, . . . , µp ∈
P(pn−1) ��Y� ��W� L R(λ;µ1, . . . , µp) �= 0, O���� F�

W 2,/,2 �� ����Y� ��W� (χµ1)

�
Ppn−1

W�
��� ��� ������Y� 	���W� Y�����������, N��������* ����� ������ φ1, . . . , φp ∈ Lin(Ppn−1) ���

W		 ���W	 W�� ��Y� ��W� φi �� W Y���������� �� (χµi)
�
Ppn−1

* ��� W		 i ∈ [1, p], C� ��		��� ��W�

(φ1 × · · · × φp)
�Ppn

�� W� ������Y�X	� Y���������� �� (χλ)
�
Ppn

�� ������ p, Q� Y��Y	��� ��W�

λ ∈ Ω1
pn W�� ���Y� ��W� Ω1

pn = Bpn(p
n − 1),

F�� k = 2, N��� ��Y���W��	� n ≥ 3, C� �� Y	�W� ��W� Ω2
pn ⊆ Bpn(p

n − 1), I� ��� ����� �W��*

�� λ ∈ Bpn(p
n − 1)* ���� ����� ����� µ1 ∈ Bpn−1(pn−1 − 1) W�� µ2, . . . , µp ∈ P(pn−1) ��Y� ��W�

L R(λ;µ1, . . . , µp) �= 0, Q� YW� ��� W���� ��WY�	� W� WX��� �� ����Y� ��W� (χλ)
�
Ppn

W�
���

W� ������Y�X	� Y���������� θ �� ��� ���
 θ = (ψ × φ1 × · · · × φp−1)
�Ppn

* ����� ψ ∈ Irr1(Ppn−1)
W�� φ1, . . . , φp−1 ∈ Lin(Ppn−1), B��Y� θ(1) = p2* λ ∈ Ω2

pn W�� ��������� �� �W�� ��W� Ω2
pn =

Bpn(p
n − 1),

F�

W 2,0,/ �� W �
�Y�W	 YW�� �� ��� ��		����� 
��� �����W	 ����	�,

5�����
  ����� 4�� n ∈ N A�� 	�� k ∈ [0, αpn ]! ;��� ����� ������ tkn ∈ [p
n+1
2 , pn] ��C� ��A�

Ωk
pn = Bpn(t

k
n). 5�������� �� k ∈ [0, αpn − 1]� ���� tk+1

n ∈ {tkn − 1, tkn}.

8����! Q� 
��Y��� X� ����Y���� �� n, C� n = 1* ���� αp = 0 W�� Ω0
p = P(p), C� n ≥ 2* ��

W���
� ��W� ��� ��W��
��� ��	�� ��� n−1, C� k = 0 ���� Ω0
pn = Bpn(p

n) W�� t0n = pn, G�������*

X� F�

W 2,0,/ �� ���� ��W� t1n = pn − 1 = t0n − 1* W� ��������, N�� YW�� k = 1 �� Y�

	���	�

���W��� X� F�

W 2,0,/, C� �WY�* �� ���� ��W� Ω1
pn = Bpn(p

n − 1) W�� ��W� t2n = pn − 1 = t1n*
W� ��������, Q� YW� ��� ��

��� ��W� k ≥ 2, Q� ��"��

L (k − 1) = {(j1, . . . , jp) ∈ C (k − 1) | ji ∈ [0, αpn−1 ] ��� W		 i ∈ [1, p]}.

G�������* �� ���

M = max
¶
tj1n−1 + · · ·+ t

jp
n−1

∣∣∣ (j1, . . . , jp) ∈ L (k − 1)
©
.
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H���Y� ��W� ��� W�� j ∈ [0, αpn−1 ]* ��� �W	�� tjn−1 �� ��		+��"��� X� ����Y���� W� ��� ������� ��Y�

��W� Ωj
pn−1 = Bpn−1(tjn−1), Q� Y	W�
 ��W� M = tkn, C� ����� �����* �� �W�� �� 
���� ��W�

Ωk
pn = Bpn(M), F�� (j1, . . . , jp) ∈ L (k − 1) X� ��Y� ��W� M = tj1n−1 + · · · + t

jp
n−1, <� ���

����Y���� ��
������� W�� X� F�

W� 0,0,7 W�� 2,/,6* �� �W�� ��W�

Bpn(M) = Bpn−1(tj1n−1) � · · · � Bpn−1(t
jp
n−1) = Ωj1

pn−1 � · · · � Ω
jp
pn−1 ⊆ Ωk

pn .

@�� ��� �

����� ��Y	�����* ��

��� ��� W Y����W��Y���� ��W� λ ∈ Ωk
pn � Bpn(M), M��Y� p ��

���* �� �W�� ��W� Ωk
pn �� Y	���� ����� Y�����W���� �� 
W��������, B��Y�* �� YW� W���
� ��W�

λ1 ≥ M +1, M��Y� λ ∈ Ωk
pn * ����� ������ W� ������Y�X	� Y���������� θ �� (χλ)

�
Ppn

���� θ(1) = pk,

• C� θ = (φ1 × · · · × φp)
�Ppn

���� φ1, . . . , φp ∈ Irr(Ppn−1) ��� W		 ���W	* ���� ����� ������

(j1, . . . , jp) ∈ L (k − 1) ��Y� ��W� φi(1) = pji ��� W		 i ∈ [1, p], N���* ��� ����� i ∈ [1, p] ����� ��+

���� W� ������Y�X	� Y���������� χµi
�� (φi)

�Spn−1
��Y� ��W�

ï
χµ1 × · · · × χµp , (χλ)

�
(Spn−1 )×p

ò
�= 0,

B��Y� ����� ��� ����Y���� ��
�������* �� �W�� ��W� µi ∈ Ωji
pn−1 = Bpn−1(tjin−1)* ��� W		 i ∈ [1, p],

B��Y�

M ≥ tj1n−1 + · · ·+ t
jp
n−1 ≥ λ1 ≥ M + 1,

����� ��� "��� �����W	��� ��	�� X� ��"������ �� M W�� ��� ��Y��� ��� X� F�

W 0,0,6, N��� ��

W Y����W��Y����,

• I� ��� ����� �W��* �� θ = X (φ;ψ) ��� ��
� φ ∈ Irr(Ppn−1) W�� ψ ∈ Irr(Pp)* ����* φ(1) = p
k
p

W�� ����� ����� µ1, . . . , µp ∈ Ω
k
p

pn−1 ��Y� ��W� L R(λ;µ1, . . . , µp) �= 0, B��Y�* ����� ��� ����Y����
��
������� �� �W�� ��W�

λ ∈
Å
Ω

k
p

pn−1

ã�p
=

Å
Bpn−1(t

k
p

n−1)

ã�p
.

B��� �� ������� X� A�p
��� p+��	� �+
����Y� A � · · · � A, <� ��� ����Y���� ��
������� �� W	��

���� ��W� t
k
p

n−1 ∈
ß
t
k
p
−1

n−1 − 1, t
k
p
−1

n−1

™
, O���� F�

W 0,0,6 �� �X�W�� ��W�

M + 1 ≤ λ1 ≤ pt
k
p

n−1 ≤ (p− 1)t
k
p

n−1 + t
k
p
−1

n−1 ≤ M.

N��� �� W Y����W��Y����, H���Y� ��W� ��� 	W�� �����W	��� WX��� ��		��� ���
 ��� ��"������ �� M *

W� (kp , . . . ,
k
p ,

k
p − 1) ∈ L (k − 1),

@�� k ∈ [2, αpn − 1]* ��W� �� �W�� 
����� �� �W� �� ��

W����� ����,

Ωk
pn = Bpn(T )* ���� T = max

¶
tj1n−1 + · · ·+ t

jp
n−1

∣∣∣ (j1, . . . , jp) ∈ L (k − 1)
©

Ωk+1
pn = Bpn(V )* ���� V = max

¶
th1
n−1 + · · ·+ t

hp

n−1

∣∣∣ (h1, . . . , hp) ∈ L (k)
©
.

F�� (j1, . . . , jp) ∈ L (k − 1) X� ��Y� ��W� T = tj1n−1 + · · · + t
jp
n−1, Q������ 	��� �� �����W	���*

�� YW� W���
� ��W� j1 < αpn−1 , N��� (j1 + 1, j2, . . . , jp) ∈ L (k), <� ��� ����Y���� ��
�������

�� ���� ��W� tj1+1
n−1 ∈

¶
tj1n−1 − 1, tj1n−1

©
, B��Y�

V ≥ tj1+1
n−1 + tj2n−1 + · · ·+ t

jp
n−1 ∈ { T − 1, T } . (2,0)
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I� ��� ����� �W��* 	�� (h1, . . . , hp) ∈ L (k) X� ��Y� ��W� V = th1
n−1 + · · ·+ t

hp

n−1, M��Y� k ≥ 2*
������� 	��� �� �����W	��� �� YW� W���
� ��W� h1 > 0, N��� (h1 − 1, h2, . . . , hp) ∈ L (k − 1),
N���* W� WX���8

V = th1
n−1 + · · ·+ t

hp

n−1 ≤ T, (2,1)

���Y� th1
n−1 ∈

¶
th1−1
n−1 − 1, th1−1

n−1

©
, C����W	����� (2,0) W�� (2,1) �

	� ��W� V ∈ { T − 1, T },

Q� ����� ��� ��W��� �� ��� ��Y��� 
W�� �� ?�W

	� 2,0,6 ��� W ���Y��
���� �� ��� ��� ���
� ��

��� 
���� �� N�����
 2,0,0 �� W �
W		 Y��Y���� ����W�Y�,

N�� ��		����� ��"������� 
W� ���
 W���"Y�W	 X�� W�� Y��Y�W	 ��� �����
����� ��� ��WY� �W	��

�� tkn ��� W		 n, k ∈ N,

*��������  ����� F�� n ∈ N≥2 W�� 	�� x ∈ [1, pn−2], Q� ��"�� ��� �������� mx W�� �(n, x) W�
��		���8

mx = min{m | x ≤ pm−2}, W�� �(n, x) = n−mx + 1.

Q� 
���� ��W�

∑pn−2

x=1 �(n, x) = αpn �� F�

W 2,0,2 X�	��, @�� x ∈ [1, pn−2] �� 	��

Ax :=



x−1∑
j=1

�(n, j) + 1,

x∑
j=1

�(n, j)


 .

Q� �X����� ��W� {A1, A2, . . . , Apn−2} �� W 
W������� �� [1, αpn ] W�� ��W� |Ax| = �(n, x) ��� W		

x ∈ [1, pn−2], Q� ����� ��� ��W��� �� ?�W

	� 2,0,6 ��� W ���Y��
���� �� ����� �X��Y�� �� W �
�Y�"Y

�������,

@�� ��� Y��������Y� �� ��� ��W��� �� ���� W 
��� �����
W	 ��
	W�W���� �� >�"������ 2,0,1

WX���, @�� "��� n ≥ 2* �� ��"�� W� ��Y��W���� ������Y� 0 = a0 < a1 < a2 < · · · < apn−2 = αpn

W� ��		���, @���� a1 = n − 1, N��� ai − ai−1 = n − 2* ��� i = 2, . . . , p, H��� ai − ai−1 =
n − 3* ��� i = p + 1, p + 2, . . . , p2, =������� �� ���� 
W����* �� "�� ��W� ai − ai−1 = 1* ���
i = pn−3 + 1, . . . , pn−2

, H�� ��� Ai := (ai−1, ai]* ��� i = 1, . . . , pn−2
, N��� {A1, A2, . . . , Apn−2}

�� Y	�W�	� W 
W������� �� [1, pn−2],

.�

8  ��� � >��� ��� ���A���� �� -�������� %!#!$� �� �A�� ��A�

∑pn−2

x=1 �(n, x) = αpn !

8����! C� n = 2* ���� �(2, 1) = 1 = αp2 , F�� n ≥ 3 W�� i ∈ [0, n− 3]* ���� ��� �����

x ∈ [pi + 1, pi+1]* mx = i+ 3 W�� �(n, x) = n− i− 2, B��Y�

pn−2∑
x=1

�(n, x) = �(n, 1) +
n−3∑
i=0

pi+1∑
x=pi+1

�(n, x) = (n− 1) +
n−3∑
i=0

pi(p− 1)(n− i− 2)

= (n− 1)− (n− 2) +

(
n−3∑
i=1

pi[(n− i− 1)− (n− i− 2)]

)
+ pn−2[n− (n− 3)− 2]

= 1 +

(
n−3∑
i=1

pi

)
+ pn−2 = αpn .
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I� ��� ����� �W��* 	�� (h1, . . . , hp) ∈ L (k) X� ��Y� ��W� V = th1
n−1 + · · ·+ t

hp

n−1, M��Y� k ≥ 2*
������� 	��� �� �����W	��� �� YW� W���
� ��W� h1 > 0, N��� (h1 − 1, h2, . . . , hp) ∈ L (k − 1),
N���* W� WX���8

V = th1
n−1 + · · ·+ t

hp

n−1 ≤ T, (2,1)

���Y� th1
n−1 ∈

¶
th1−1
n−1 − 1, th1−1

n−1

©
, C����W	����� (2,0) W�� (2,1) �

	� ��W� V ∈ { T − 1, T },

Q� ����� ��� ��W��� �� ��� ��Y��� 
W�� �� ?�W

	� 2,0,6 ��� W ���Y��
���� �� ��� ��� ���
� ��

��� 
���� �� N�����
 2,0,0 �� W �
W		 Y��Y���� ����W�Y�,

N�� ��		����� ��"������� 
W� ���
 W���"Y�W	 X�� W�� Y��Y�W	 ��� �����
����� ��� ��WY� �W	��

�� tkn ��� W		 n, k ∈ N,

*��������  ����� F�� n ∈ N≥2 W�� 	�� x ∈ [1, pn−2], Q� ��"�� ��� �������� mx W�� �(n, x) W�
��		���8

mx = min{m | x ≤ pm−2}, W�� �(n, x) = n−mx + 1.

Q� 
���� ��W�

∑pn−2

x=1 �(n, x) = αpn �� F�

W 2,0,2 X�	��, @�� x ∈ [1, pn−2] �� 	��

Ax :=



x−1∑
j=1

�(n, j) + 1,

x∑
j=1

�(n, j)


 .

Q� �X����� ��W� {A1, A2, . . . , Apn−2} �� W 
W������� �� [1, αpn ] W�� ��W� |Ax| = �(n, x) ��� W		

x ∈ [1, pn−2], Q� ����� ��� ��W��� �� ?�W

	� 2,0,6 ��� W ���Y��
���� �� ����� �X��Y�� �� W �
�Y�"Y

�������,

@�� ��� Y��������Y� �� ��� ��W��� �� ���� W 
��� �����
W	 ��
	W�W���� �� >�"������ 2,0,1

WX���, @�� "��� n ≥ 2* �� ��"�� W� ��Y��W���� ������Y� 0 = a0 < a1 < a2 < · · · < apn−2 = αpn

W� ��		���, @���� a1 = n − 1, N��� ai − ai−1 = n − 2* ��� i = 2, . . . , p, H��� ai − ai−1 =
n − 3* ��� i = p + 1, p + 2, . . . , p2, =������� �� ���� 
W����* �� "�� ��W� ai − ai−1 = 1* ���
i = pn−3 + 1, . . . , pn−2

, H�� ��� Ai := (ai−1, ai]* ��� i = 1, . . . , pn−2
, N��� {A1, A2, . . . , Apn−2}

�� Y	�W�	� W 
W������� �� [1, pn−2],

.�

8  ��� � >��� ��� ���A���� �� -�������� %!#!$� �� �A�� ��A�

∑pn−2

x=1 �(n, x) = αpn !

8����! C� n = 2* ���� �(2, 1) = 1 = αp2 , F�� n ≥ 3 W�� i ∈ [0, n− 3]* ���� ��� �����

x ∈ [pi + 1, pi+1]* mx = i+ 3 W�� �(n, x) = n− i− 2, B��Y�

pn−2∑
x=1

�(n, x) = �(n, 1) +
n−3∑
i=0

pi+1∑
x=pi+1

�(n, x) = (n− 1) +
n−3∑
i=0

pi(p− 1)(n− i− 2)

= (n− 1)− (n− 2) +

(
n−3∑
i=1

pi[(n− i− 1)− (n− i− 2)]

)
+ pn−2[n− (n− 3)− 2]

= 1 +

(
n−3∑
i=1

pi

)
+ pn−2 = αpn .
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N�� ��		����� ��Y���YW	 	�

W ��		 X� �����	 �� 
���� N�����
 2,0,4,

.�

8  ���!� 4�� n ∈ N ≥ 2! 1� x = pa+ r� ��� ��
� r ∈ [0, p− 1] A�� a ∈ N� ����

p ·
a∑

j=1

�(n− 1, j) + r · �(n− 1, a+ 1) =

x∑
j=1

�(n, j)− 1.

8����! H���Y� ��W� �(n, 1) = n− 1 W�� �� y ∈ [2, p]* �(n, y) = n− 2, N���

p∑
y=1

�(n, y) = p�(n− 1, 1) + 1.

G�������* ��� j ∈ N �� �W�� ��W�

jp+p∑
y=jp+1

�(n, y) = p�(n− 1, j + 1).

N��� ��		��� X� �X������� ��W� �(n, y) = �(n− 1, j + 1)* ��� W		 y ∈ [jp+ 1, jp+ p],
O���� ����� �WY��* �� ����Y� ��W�

x∑
j=1

�(n, j) =

p∑
j=1

�(n, j) +

a−1∑
j=1

jp+p∑
y=jp+1

�(n, y) +
r∑

i=1

�(n, ap+ i)

= 1 + p�(n− 1, 1) + p

a−1∑
j=1

�(n− 1, j + 1) + r�(n− 1, a+ 1).

@�		����� �� ��� �� ��� ��� ����	��,

5�����
  ���"� 4�� n ≥ 2� k ∈ [1, αpn ] A�� 	�� x ∈ [1, pn−2] B� ��C� ��A� k ∈ Ax! ;���

Ωk
pn = Bpn(p

n − x).

8����! Q� 
��Y��� X� ����Y���� �� n8 �� n = 2 ���� αp2 = 1 W�� ��Y���W��	� k = 1 W� A1 = {1},
<� F�

W 2,0,/* �� �W�� ��W� Ω1

p2 = Bp2(p
2−1)* W� ��������, C� n ≥ 3* �� 
��Y��� X� ����Y����

�� ��� 
W�W
���� x ∈ [1, pn−2], @�� x = 1* �� �W�� �� ���� ��W� ��� ����� k ∈ A1 = [1, �(n, 1)]
�� �W�� ��W� Ωk

pn = Bpn(p
n − 1). O���� N�����
 2,0,0 W�� F�

W 2,0,/* �� ���� ��W�

Ω
�(n,1)
pn ⊆ Ωk

pn ⊆ Ω1
pn = Bpn(p

n − 1).

B��Y�* �� �� ������ �� ���� ��W� Ω
�(n,1)
pn = Bpn(p

n − 1), M��Y� �(n, 1) = �(n − 1, 1) + 1* �� ���
F�

W 2,/,6* ��� ����Y���� ��
������� �� n W�� N�����
 1,/,/* �� ����Y� ��W�

Ω
�(n,1)
pn ⊇ Ω

�(n−1,1)
pn �

(
Ω0
pn
)�p−1

= Bpn(p
n − 1) �

(
Bpn(p

n)
)�p−1

.
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O���� F�

W 0,0,7 �� Y��Y	��� ��W� Bpn(p
n − 1) ⊆ Ω

�(n,1)
pn W�� ��������� ��W� Bpn(p

n − 1) =

Ω
�(n,1)
pn ,

F�� �� ��� ��

��� ��W� x ≥ 2 W�� ��W� k ∈ Ax, N� �W�� ��� ���W����* ��� W�� y ∈ [1, pn−2]
�� 	�� fn(y) =

∑y
j=1 �(n, j), Q��� ���� ���W���� �� �W�� ��W� Ax = [fn(x − 1) + 1, fn(x)],

O���� N�����
 2,0,0 W�� W������ ��WY�	� W� WX���* �� �X����� ��W� �� ����� �� ���� ��W�

Ωk
pn = Bpn(p

n − x)* �� �� ������ �� 
���� ��W�

(1) Ω
fn(x−1)+1
pn = Bpn(p

n − x) W�� ��W� (2) Ω
fn(x)
pn = Bpn(p

n − x).

N� 
���� (1)* �� ��W�� X� �X������� ��W� X� ��� ����Y���� ��
������� �� ���� ��W� ���

��W��
��� ��	�� ��� W�� j ∈ Ax−1, C� 
W���Y�	W� �� �W�� ��W� Ω
fn(x−1)
pn = Bpn(p

n − (x− 1)), <�

N�����
 2,0,0 �� ��		��� ��W� Ω
fn(x−1)+1
pn = Bpn(T )* ��� ��
� T ∈ {pn − x, pn − (x − 1)}, C� ��

��������� ������ �� ���� ��W� λ = (pn − (x− 1), x− 1) /∈ Ω
fn(x−1)+1
pn , F�� µ1, . . . , µp ∈ P(pn−1)

X� ��Y� ��W� L R(λ;µ1, . . . , µp) �= 0, <� F�

W 0,0,6 ��� ����� i ∈ [1, p]* ����� ������ ai ∈ N
��Y� ��W� (µi)1 = pn−1 − ai W�� ��Y� ��W�

∑p
j=1 aj ≤ x− 1, C� 
W���Y�	W�* ��� ����� i ∈ [1, p] ��

�W�� ��W�

µi ∈ Bpn−1(pn−1 − ai)� Bpn−1(pn−1 − (ai + 1)) = Ω
fn−1(ai)
pn−1 � Ω

fn−1(ai)+1
pn−1 ,

����� ��� ���W	��� �� ��W�W����� X� ��� ����Y���� ��
������� �� n,
F�� B =

(
Ppn−1

)×p
X� ��� XW�� ����
 �� Ppn W�� 	�� Y = (Spn−1)×p ≤ Spn X� ��Y� ��W�

B ≤ Y , F�� η = χµ1 ×· · ·×χµp ∈ Irr(Y ) W�� 	�� x−1 = ap+r* ��� ��
� a ∈ N W�� r ∈ [0, p−1],
Q� �X����� ��W�

∂B(η) =

p∑
j=1

fn−1(aj) =

p∑
j=1

aj∑
i=1

�(n− 1, i)

≤ p ·
( a∑
j=1

�(n− 1, j)
)
+ r · �(n− 1, a+ 1)

=

x−1∑
j=1

�(n, j)− 1 = fn(x− 1)− 1.

B���* ��� �����W	��� ��		��� �

���W��	� X� �X������� ��W� �(n − 1, s) ≥ �(n − 1, s + 1) ��� W		
s ∈ N, I� ��� ����� �W��* ��� ����� ���W	��� ��	�� X� F�

W 2,0,3, O���� J��
������� 2,/,4*

�� ����Y� ��W� ∂Ppn
(χλ) ≤ fn(x− 1), C� ��		��� ��W� λ /∈ Ω

fn(x−1)+1
pn * W� �������,

N� 
���� (2)* �� ��YW		 ��W� X� (1) WX��� �� �W�� ��W� Ω
fn(x−1)+1
pn = Bpn(p

n − x), B��Y�*

N�����
 2,0,0 �

	��� ��W� Ω
fn(x)
pn ⊆ Bpn(p

n − x), I� ��� ����� �W��* ������� x = ap + r ���

��
� a ∈ N W�� r ∈ [0, p− 1]* W�� ����� F�

W 2,0,3* �� �W�� ��W�8

Ω
fn(x)
pn = Ω

1+p·
(∑a

j=1 �(n−1,j)
)
+r·�(n−1,a+1)

pn

⊇
(
Ω
fn−1(a+1)
pn−1

)�r
�
(
Ω
fn−1(a)
pn−1

)�p−r
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O���� F�

W 0,0,7 �� Y��Y	��� ��W� Bpn(p
n − 1) ⊆ Ω

�(n,1)
pn W�� ��������� ��W� Bpn(p

n − 1) =

Ω
�(n,1)
pn ,

F�� �� ��� ��

��� ��W� x ≥ 2 W�� ��W� k ∈ Ax, N� �W�� ��� ���W����* ��� W�� y ∈ [1, pn−2]
�� 	�� fn(y) =

∑y
j=1 �(n, j), Q��� ���� ���W���� �� �W�� ��W� Ax = [fn(x − 1) + 1, fn(x)],

O���� N�����
 2,0,0 W�� W������ ��WY�	� W� WX���* �� �X����� ��W� �� ����� �� ���� ��W�

Ωk
pn = Bpn(p

n − x)* �� �� ������ �� 
���� ��W�

(1) Ω
fn(x−1)+1
pn = Bpn(p

n − x) W�� ��W� (2) Ω
fn(x)
pn = Bpn(p

n − x).

N� 
���� (1)* �� ��W�� X� �X������� ��W� X� ��� ����Y���� ��
������� �� ���� ��W� ���

��W��
��� ��	�� ��� W�� j ∈ Ax−1, C� 
W���Y�	W� �� �W�� ��W� Ω
fn(x−1)
pn = Bpn(p

n − (x− 1)), <�

N�����
 2,0,0 �� ��		��� ��W� Ω
fn(x−1)+1
pn = Bpn(T )* ��� ��
� T ∈ {pn − x, pn − (x − 1)}, C� ��

��������� ������ �� ���� ��W� λ = (pn − (x− 1), x− 1) /∈ Ω
fn(x−1)+1
pn , F�� µ1, . . . , µp ∈ P(pn−1)

X� ��Y� ��W� L R(λ;µ1, . . . , µp) �= 0, <� F�

W 0,0,6 ��� ����� i ∈ [1, p]* ����� ������ ai ∈ N
��Y� ��W� (µi)1 = pn−1 − ai W�� ��Y� ��W�

∑p
j=1 aj ≤ x− 1, C� 
W���Y�	W�* ��� ����� i ∈ [1, p] ��

�W�� ��W�

µi ∈ Bpn−1(pn−1 − ai)� Bpn−1(pn−1 − (ai + 1)) = Ω
fn−1(ai)
pn−1 � Ω

fn−1(ai)+1
pn−1 ,

����� ��� ���W	��� �� ��W�W����� X� ��� ����Y���� ��
������� �� n,
F�� B =

(
Ppn−1

)×p
X� ��� XW�� ����
 �� Ppn W�� 	�� Y = (Spn−1)×p ≤ Spn X� ��Y� ��W�

B ≤ Y , F�� η = χµ1 ×· · ·×χµp ∈ Irr(Y ) W�� 	�� x−1 = ap+r* ��� ��
� a ∈ N W�� r ∈ [0, p−1],
Q� �X����� ��W�

∂B(η) =

p∑
j=1

fn−1(aj) =

p∑
j=1

aj∑
i=1

�(n− 1, i)

≤ p ·
( a∑
j=1

�(n− 1, j)
)
+ r · �(n− 1, a+ 1)

=

x−1∑
j=1

�(n, j)− 1 = fn(x− 1)− 1.

B���* ��� �����W	��� ��		��� �

���W��	� X� �X������� ��W� �(n − 1, s) ≥ �(n − 1, s + 1) ��� W		
s ∈ N, I� ��� ����� �W��* ��� ����� ���W	��� ��	�� X� F�

W 2,0,3, O���� J��
������� 2,/,4*

�� ����Y� ��W� ∂Ppn
(χλ) ≤ fn(x− 1), C� ��		��� ��W� λ /∈ Ω

fn(x−1)+1
pn * W� �������,

N� 
���� (2)* �� ��YW		 ��W� X� (1) WX��� �� �W�� ��W� Ω
fn(x−1)+1
pn = Bpn(p

n − x), B��Y�*

N�����
 2,0,0 �

	��� ��W� Ω
fn(x)
pn ⊆ Bpn(p

n − x), I� ��� ����� �W��* ������� x = ap + r ���

��
� a ∈ N W�� r ∈ [0, p− 1]* W�� ����� F�

W 2,0,3* �� �W�� ��W�8

Ω
fn(x)
pn = Ω

1+p·
(∑a

j=1 �(n−1,j)
)
+r·�(n−1,a+1)

pn

⊇
(
Ω
fn−1(a+1)
pn−1

)�r
�
(
Ω
fn−1(a)
pn−1

)�p−r
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=
(
Bpn−1(pn−1 − (a+ 1))

)�r
�
(
Bpn−1(pn−1 − a)

)�p−r

= Bpn(p
n − x).

B��� ��� "��� ��Y	����� ��		��� ���
 F�

W 2,/,6, N�� ��Y��� ���W	��� ��	�� X� ��� ����Y����

��
�������, @��W		�* ��� 	W�� ���W	��� �� ����� X� F�

W 0,0,7, N�� 
���� �� Y�

	���,

C� ��� ��		����� Y���		W�� �� Y�		�Y� W ��
X�� �� �WY�� �����	 �� �W�� W X����� �������W�����

�� ��� ����Y���� �� ��� ���� Ωk
pn ��� W		 n ∈ N W�� W		 k ∈ [0, αpn ],

)���		8��  ���#� 4�� n ∈ N A�� 	�� 1 ≤ k < t ≤ αpn ! ;�� ��		����� ��	�!

��� Bpn(p
n − pn−2) = Ω

αpn

pn ⊆ Ωt
pn ⊆ Ωk

pn !

���� Ωk
pn = Ωt

pn ��� A�� ��	� ��� ����� ������ x ∈ [1, pn−2] ��C� ��A� k, t ∈ Ax!

����� 0���� x ∈ [1, pn−2] �� �A�� ��A� |{k ∈ [1, αpn ] | Ωk
pn = B(pn − x)}| = �(n, x)!

8����! L�YW		��� ��W� |Ax| = �(n, x) ��� ����� x ∈ [1, pn−2]* (�)* (��) W�� (���) ��		�� �

���W��	�

X� N�����
 2,0,4,

NWX	� 2,/8 F�� p = 3, ;YY������ �� N�����
 2,0,4* ��� ����Y���� �� Ωk
pn �� ��Y����� �� ��� �����

Y�����
������ �� ��� k W�� Y�	�
� n,

Ωk
pn n = 1 n = 2 n = 3 n = 4

k = 0 B3(3) B32(3
2) B33(3

3) B34(3
4)

k = 1 ∅ B32(3
2 − 1) B33(3

3 − 1) B34(3
4 − 1)

k = 2 ∅ ∅ B33(3
3 − 1) B34(3

4 − 1)
k = 3 ∅ ∅ B33(3

3 − 2) B34(3
4 − 1)

k = 4 ∅ ∅ B33(3
3 − 3) B34(3

4 − 2)
k = 5 ∅ ∅ ∅ B34(3

4 − 2)
k = 6 ∅ ∅ ∅ B34(3

4 − 3)
k = 7 ∅ ∅ ∅ B34(3

4 − 3)
k = 8 ∅ ∅ ∅ B34(3

4 − 4)
k = 9 ∅ ∅ ∅ B34(3

4 − 5)
k = 10 ∅ ∅ ∅ B34(3

4 − 6)
k = 11 ∅ ∅ ∅ B34(3

4 − 7)
k = 12 ∅ ∅ ∅ B34(3

4 − 8)
k = 13 ∅ ∅ ∅ B34(3

4 − 9)
k = 14 ∅ ∅ ∅ ∅

+�8

	�  ���$� F�� p = 3 W�� "� n = 4, @�		����� ��� ���W���� �������Y�� �� >�"������ 2,0,1*

�� �W�� 34−2 = 9 W�� �(4, 1) = 3, �(4, 2) = �(4, 3) = 2, �(4, 4) = · · · = �(4, 9) = 1, B��Y�

A1 = { 1, 2, 3 } , A2 = { 4, 5 } , A3 = { 6, 7 } , A4 = { 8 } , A5 = { 9 } , . . . , A9 = { 13 } .

���� 
�����
�� �
���
� ������� 3/

IX����� ��W� {A1, . . . , A9 } �� W 
W������� �� [1, α34 ] = [1, 13]* W� ��������, O���� N�����
 2,0,4*

�� �W�� W Y�

	��� ���Y��
���� �� Ωk
34 * ��� W		 k ∈ [1, 13], C� 
W���Y�	W�* �� �W��

Ω1
34 = Ω2

34 = Ω3
34 = B34(3

4 − 1), Ω4
34 = Ω5

34 = B34(3
4 − 2), Ω6

34 = Ω7
34 = B34(3

4 − 3),

Ω8
34 = B34(3

4 − 4), Ω9
34 = B34(3

4 − 5), . . . ,Ω13
34 = B34(3

4 − 9).

N���� ���� W�� ��Y����� �� ��� ������ Y�	�
� �� NWX	� 2,/,

Q� ��� ��� ��Y��� 
W�� �� ���� ��W

	� �� �		����W�� W ��� ���
 �� ��� 
���� �� N�����
 2,0,0,

F�� n = k = 4, N�����
 2,0,0 ��		� �� ��W� Ω4
34 = B34(t

4
4)* ��������� �� ���� �� Y�

��� t44,

@�		����� ��� ���W���� �������Y�� �� ��� 
���� �� N�����
 2,0,0 �� �W�� ��W�

L (3) = {(j1, j2, j3) ∈ C (3) | ji ∈ [0, α33 ] = [0, 4], ��� W		 i ∈ [1, 3]} = {(3, 0, 0), (2, 1, 0), (1, 1, 1)}.

Q������ X� ����Y���� �� YW� W���
� ��W� �� ���� ��� �W	��� tj3 ��� ����� j ∈ [0, 4], N��� YW�
X� Y�
����WX	� ��W� �! ��� ����� Y�	�
� �� NWX	� 2,/, Q� ���

M = max
{
t33 + t03 + t03, t

2
3 + t13 + t03, t

1
3 + t13 + t13

}
= max

{
34 − 2, 34 − 2, 34 − 3

}
= 34 − 2.

Q� Y��Y	��� ��W� t44 = M = 34 − 2,

��� �
+��
*
� 
*��
*� 
�	+�
�

N�� W�
 �� ���� ��Y���� �� �� Y�

	��� ��� ��������W���� X� ��������� N�����
 2,0,4 �� W��

W�X���W�� �W���W	 ��
X��, C� ����� �� �� ����* �� "��� ������ N�����
 2,0,0, Q� ��YW		 ��W� p
�� W "��� ��� 
��
�,

5�����
  ����� 4�� n ∈ N A�� 	�� k ∈ [0, αn]! ;���� ������ T k
n ∈ [1, n] ��C� ��A� Ωk

n = Bn(T
k
n )!

5�������� T k+1
n ∈ {T k

n − 1, T k
n}, ��� A		 k ∈ [0, αn − 1].

8����! Q� 
��Y��� X� ����Y���� �� n ∈ N, C� n = 1* ���� ��Y���W��	� k = 0 W�� Ω0
1 = B1(1),

C� n ≥ 2* 	�� n =
∑t

i=1 p
ni

X� ��� p+W��Y ��
W����� �� n* ���� n1 ≥ · · · ≥ nt ≥ 0, <� N�����


2,0,0* ��� ����� i ∈ [1, t] W�� ����� di ∈ [0, αpni ]* ����� ������ tdini
∈ [p

ni

2 + 1, pni ] ��Y� ��W�

Ωdi
pni = Bpni

(
tdini

)
, M�
�	W�	� �� ��� 
��Y����� ���� �� 
���� N�����
 2,0,0* �� ��"��

J (k) = {(j1, . . . , jt) ∈ C (k) | ji ∈ [0, αpni ] ��� W		 i ∈ [1, t]}.

G�������* �� ���

M = max

{
t∑

i=1

tdini

∣∣∣∣∣ (d1, . . . , dt) ∈ J (k)

}
.

Q� Y	W�
 ��W� Ωk
n = Bn(M),

F�� (d1, . . . , dt) ∈ J (k) X� ��Y� ��W� M =
∑t

i=1 t
di
ni
, N��� ����� F�

W 0,0,7* N�����


2,0,0 W�� F�

W 2,/,6 �� �W�� ��W�

Bn(M) = Bpn1

Ä
td1n1

ä
� · · · � Bpnt

Ä
tdtnt

ä
= Ωd1

pn1 � · · · � Ωdt
pnt ⊆ Ωk

n.



���� 
�����
�� �
���
� ������� 3/

IX����� ��W� {A1, . . . , A9 } �� W 
W������� �� [1, α34 ] = [1, 13]* W� ��������, O���� N�����
 2,0,4*

�� �W�� W Y�

	��� ���Y��
���� �� Ωk
34 * ��� W		 k ∈ [1, 13], C� 
W���Y�	W�* �� �W��

Ω1
34 = Ω2

34 = Ω3
34 = B34(3

4 − 1), Ω4
34 = Ω5

34 = B34(3
4 − 2), Ω6

34 = Ω7
34 = B34(3

4 − 3),

Ω8
34 = B34(3

4 − 4), Ω9
34 = B34(3

4 − 5), . . . ,Ω13
34 = B34(3

4 − 9).

N���� ���� W�� ��Y����� �� ��� ������ Y�	�
� �� NWX	� 2,/,

Q� ��� ��� ��Y��� 
W�� �� ���� ��W

	� �� �		����W�� W ��� ���
 �� ��� 
���� �� N�����
 2,0,0,

F�� n = k = 4, N�����
 2,0,0 ��		� �� ��W� Ω4
34 = B34(t

4
4)* ��������� �� ���� �� Y�

��� t44,

@�		����� ��� ���W���� �������Y�� �� ��� 
���� �� N�����
 2,0,0 �� �W�� ��W�

L (3) = {(j1, j2, j3) ∈ C (3) | ji ∈ [0, α33 ] = [0, 4], ��� W		 i ∈ [1, 3]} = {(3, 0, 0), (2, 1, 0), (1, 1, 1)}.

Q������ X� ����Y���� �� YW� W���
� ��W� �� ���� ��� �W	��� tj3 ��� ����� j ∈ [0, 4], N��� YW�
X� Y�
����WX	� ��W� �! ��� ����� Y�	�
� �� NWX	� 2,/, Q� ���

M = max
{
t33 + t03 + t03, t

2
3 + t13 + t03, t

1
3 + t13 + t13

}
= max

{
34 − 2, 34 − 2, 34 − 3

}
= 34 − 2.

Q� Y��Y	��� ��W� t44 = M = 34 − 2,

��� �
+��
*
� 
*��
*� 
�	+�
�

N�� W�
 �� ���� ��Y���� �� �� Y�

	��� ��� ��������W���� X� ��������� N�����
 2,0,4 �� W��

W�X���W�� �W���W	 ��
X��, C� ����� �� �� ����* �� "��� ������ N�����
 2,0,0, Q� ��YW		 ��W� p
�� W "��� ��� 
��
�,

5�����
  ����� 4�� n ∈ N A�� 	�� k ∈ [0, αn]! ;���� ������ T k
n ∈ [1, n] ��C� ��A� Ωk

n = Bn(T
k
n )!

5�������� T k+1
n ∈ {T k

n − 1, T k
n}, ��� A		 k ∈ [0, αn − 1].

8����! Q� 
��Y��� X� ����Y���� �� n ∈ N, C� n = 1* ���� ��Y���W��	� k = 0 W�� Ω0
1 = B1(1),

C� n ≥ 2* 	�� n =
∑t

i=1 p
ni

X� ��� p+W��Y ��
W����� �� n* ���� n1 ≥ · · · ≥ nt ≥ 0, <� N�����


2,0,0* ��� ����� i ∈ [1, t] W�� ����� di ∈ [0, αpni ]* ����� ������ tdini
∈ [p

ni

2 + 1, pni ] ��Y� ��W�

Ωdi
pni = Bpni

(
tdini

)
, M�
�	W�	� �� ��� 
��Y����� ���� �� 
���� N�����
 2,0,0* �� ��"��

J (k) = {(j1, . . . , jt) ∈ C (k) | ji ∈ [0, αpni ] ��� W		 i ∈ [1, t]}.

G�������* �� ���

M = max

{
t∑

i=1

tdini

∣∣∣∣∣ (d1, . . . , dt) ∈ J (k)

}
.

Q� Y	W�
 ��W� Ωk
n = Bn(M),

F�� (d1, . . . , dt) ∈ J (k) X� ��Y� ��W� M =
∑t

i=1 t
di
ni
, N��� ����� F�

W 0,0,7* N�����


2,0,0 W�� F�

W 2,/,6 �� �W�� ��W�

Bn(M) = Bpn1

Ä
td1n1

ä
� · · · � Bpnt

Ä
tdtnt

ä
= Ωd1

pn1 � · · · � Ωdt
pnt ⊆ Ωk

n.
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M�

��� ��� ��� W Y����W��Y���� ��W� λ ∈ Ωk
n � Bn(M), Q������ 	��� �� �����W	��� �� YW�

W���
� ��W� λ1 ≥ M + 1, F�� φ = φ1 × · · · × φt X� W� ������Y�X	� Y���������� �� (χλ)
�
Pn

����

φi(1) = pdi ��� ����� i ∈ [1, t] W��
∑t

i=1 di = k, IX����� ��W� (d1, . . . , dt) ∈ J (k), @�� �����

i ∈ [1, t]* 	�� µi ∈ P(pni) X� ��Y� ��W� [(χµi)
�
Ppni

, φi] �= 0 W�� ��Y� ��W� χµ1 × · · · × χµt
�� W�

������Y�X	� Y���������� �� (χλ)
�
Y
, B��� Y = Spn1 × · · · ×Spnt ≤ Sn �� Y����� �� ��W� Pn ≤ Y ,

N��� X� N�����
 2,0,4* µi ∈ Ωdi
pni = Bpni

(
tdini

)
��� ����� i ∈ [1, t], B��Y�*

λ ∈ Bpn1

Ä
td1n1

ä
� · · · � Bpnt

Ä
tdtnt

ä
= Bn

(
t∑

i=1

tdini

)
.

<� F�

W 0,0,6 W�� ��� W���

�����* �� �W�� ��W�

M + 1 ≤ λ1 ≤
t∑

i=1

tdini
≤ M,

���Y� �� W Y����W��Y����,

C� ��

W��* ��� k ∈ [0, αn − 1] ��� ��		����� ��	��8

Ωk
n = Bn(M), ����� M = max

{
t∑

i=1

tdini

∣∣∣∣∣ (d1, . . . , dt) ∈ J (k)

}
, W��

Ωk+1
n = Bn(T ), ����� T = max

{
t∑

i=1

tfini

∣∣∣∣∣ (f1, . . . , ft) ∈ J (k + 1)

}
.

F�� (d1, . . . , dt) ∈ J (k) X� ��Y� ��W� M =
∑t

i=1 t
di
ni
, M��Y� k ≤ αn−1* ����� ������ i ∈ [1, t] ��Y�

��W� di ≤ αpni−1, B��Y� (d1, . . . , di−1, di+1, di+1, . . . , dt) ∈ J (k+1) W�� tdi+1
ni

∈
{
tdini

− 1, tdini

}
*

X� N�����
 2,0,0, N���*

M − 1 = −1 +

t∑
i=1

tdini
≤ td1n1

+ · · ·+ t
di−1
ni−1 + tdi+1

ni
+ t

di+1
ni+1 + · · ·+ tdtnt

≤ T.

I� ��� ����� �W��* 	�� (f1, . . . , ft) ∈ J (k + 1) X� ��Y� ��W� T =
∑t

i=1 t
fi
ni , Q������ 	��� ��

�����W	��� �� YW� W���
� ��W� f1 ≥ 1, N��� (f1 − 1, f2, . . . , ft) ∈ J (k) W�� X� N�����
 2,0,0*

tf1n1 ∈
¶
tf1−1
n1 − 1, tf1−1

n1

©
, B��Y�

T =
t∑

i=1

tfini
≤ tf1−1

n1
+ tf2n2

+ · · ·+ tftnt
≤ M.

C� ��		��� ��W� T = M �� T = M − 1, N��� Y��Y	���� ��� 
����,

N�����
 2,1,/ ����� ��W� ��� ����� n ∈ N W�� k ∈ [0, αn] ����� ������ W� �������* ������� X�

T k
n * ��Y� ��W� Ω

k
n = Bn(T

k
n ), C� ����� �� 
���� ��� 
W�� ����	�* �,�, �� 
��Y���	� Y�

��� ��� �W	��

T k
n ��� W		 n ∈ N W�� k ∈ [0, αn]* �� ��W�� X� "���� ��
� ���W���� ��W� ��		 X� ��
� ����������

���� ��Y����, Q� ��
W�� ��W� ��� n < p2 �� �W�� ��W� Pn �� WX�	�W� W�� ��W� Ω0
n = P(n), @��

���� ��W��� �� ��Y�� �� ��� YW�� n ≥ p2,
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0��8����  ����� F�� n ≥ p2 X� W �W���W	 ��
X�� W�� 	�� n =
∑t

i=1 p
ni

X� ��� p+W��Y ��
W�����
�� n* ����� n1 ≥ n2 ≥ · · · ≥ nt ≥ 0, F�� R := {(i, y) | i ∈ [1, t], W�� y ∈ [1, pni−2]}, O����

>�"������ 2,0,1* �� YW� W���Y�W�� �� ����� (i, y) ∈ R ��� ������� �(ni, y),
Q� ��"�� W ���W	 ����� � �� R W� ��		���, A���� (i, y) W�� (j, z) �� R �� �W� ��W� (i, y)�(j, z)

�� W�� ��	� �� ��� �� ��� ��		����� ��	�8

(�) �(ni, y) > �(nj , z)* ��

(��) �(ni, y) = �(nj , z) W�� i < j* ��

(���) �(ni, y) = �(nj , z) W�� i = j W�� y < z,

F�� N :=
ö

n
p2

ù
W�� ����Y� ��W� N = |R|, F�� φ : R −→ [1, N ] X� ��� X���Y���� 
W

���

(i, y) �→ x �� W�� ��	� �� ��� 
W�� (i, y) �� ��� x+�� ���W���� �	�
��� �� ��� ���W		� ������� ���

(R, �), Q� ��� ���� X���Y���� �� ��	WX�	 ��� �������� �(ni, y)* ��� W		 (i, y) ∈ R, C� 
W���Y�	W�* ��

	�� �(x) := �(ni, y) �� φ((i, y)) = x, L�YW		��� >�"������ 2,0,1* �� �X����� ��W� ��� ��"������ �� �
�

	��� ��W� �(1) ≥ �(2) ≥ · · · ≥ �(N).

@��W		�* ��� W�� α ∈ [1, N ] �� 	�� Fn(α) =
∑α

a=1 �(a) W�� Aα = [{Fn(α− 1)+ 1, Fn(α)}], Q�

�X����� ��W� {A1, A2, . . . , AN} �� W 
W������� �� [1, αn] (���� ��		��� �W��	� ���
 F�

W 2,0,2),

Q� ����� ��� ��W��� �� ?�W

	� 2,1,4 ��� W� ��
	�Y�� ���Y��
���� �� ����� �X��Y�� �� W Y��Y����

YW��,

5�����
  ����� 4�� n ∈ N≥p2 A�� k ∈ [1, αn]! 4�� x ∈ [1, N ] B� ��C� ��A� k ∈ Ax! ;���

Ωk
n = Bn(n− x).

8����! ;� �� H��W���� 2,1,0* 	�� n =
∑t

i=1 p
ni

X� ��� p+W��Y ��
W����� �� n* ����� n1 ≥ n2 ≥
· · · ≥ nt ≥ 0, Q� 
��Y��� X� ����Y���� �� x, C� x = 1 ���� k ∈ A1 = [1, �(1)] = [1, �(n1, 1)]*
X�YW��� φ((n1, 1)) = 1, <� N�����
 2,0,4 �� ���� ��W� Ωk

pn1 = Bpn1 (pn1 − 1), G�������*

Ω0
pm = Bpm(p

m) ��� W		 m ∈ N, N���* ����� "��� F�

W 2,/,7 W�� ���� F�

W 0,0,7* �� ����Y�

��W�

Ωk
n ⊇ Ωk

pn1 	 Ω0
pn2 	 · · · 	 Ω0

pnt = Bpn1 (pn1 − 1) 	 Bpn2 (pn2) 	 · · · 	 Bpnt (pnt) = Bn(n− 1).

M��Y� (n) /∈ Ωk
n* �� Y��Y	��� ��W� Ω

k
n = Bn(n− 1)* W� �������, F�� �� ��� ��� x ≥ 2 W�� W���
�

��W� ��� ��W��
��� ��	�� ��� W�� s ∈ Ax−1 = [Fn(x − 1) + 1, Fn(x)], @��
 N�����
 2,1,/ ��

���� ��W�

ΩFn(x−1)+1
n ⊆ Ωk

n ⊆ ΩFn(x)
n ,

���Y� �� �� ������ �� ���� ��W�8

(1) ΩFn(x−1)+1
n = Bn(n− x), W�� ��W� (2) ΩFn(x)

n = Bn(n− x).

B��� Fn(y) =
∑y

j=1 �(j)* ��WY�	� W� ��
	W���� �� H��W���� 2,1,0,

N� 
���� (/)* �� "��� ����Y� ��W� Ω
Fn(x−1)
n = Bn(n − (x − 1)) X� ��� ����Y���� ��
�������,

B��Y�* N�����
 2,1,/ �

	��� ��W� Ω
Fn(x−1)+1
n = Bn(T )* ��� ��
� T ∈ {n − x, n − (x − 1)},
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0��8����  ����� F�� n ≥ p2 X� W �W���W	 ��
X�� W�� 	�� n =
∑t

i=1 p
ni

X� ��� p+W��Y ��
W�����
�� n* ����� n1 ≥ n2 ≥ · · · ≥ nt ≥ 0, F�� R := {(i, y) | i ∈ [1, t], W�� y ∈ [1, pni−2]}, O����

>�"������ 2,0,1* �� YW� W���Y�W�� �� ����� (i, y) ∈ R ��� ������� �(ni, y),
Q� ��"�� W ���W	 ����� � �� R W� ��		���, A���� (i, y) W�� (j, z) �� R �� �W� ��W� (i, y)�(j, z)

�� W�� ��	� �� ��� �� ��� ��		����� ��	�8

(�) �(ni, y) > �(nj , z)* ��

(��) �(ni, y) = �(nj , z) W�� i < j* ��

(���) �(ni, y) = �(nj , z) W�� i = j W�� y < z,

F�� N :=
ö

n
p2

ù
W�� ����Y� ��W� N = |R|, F�� φ : R −→ [1, N ] X� ��� X���Y���� 
W

���

(i, y) �→ x �� W�� ��	� �� ��� 
W�� (i, y) �� ��� x+�� ���W���� �	�
��� �� ��� ���W		� ������� ���

(R, �), Q� ��� ���� X���Y���� �� ��	WX�	 ��� �������� �(ni, y)* ��� W		 (i, y) ∈ R, C� 
W���Y�	W�* ��

	�� �(x) := �(ni, y) �� φ((i, y)) = x, L�YW		��� >�"������ 2,0,1* �� �X����� ��W� ��� ��"������ �� �
�

	��� ��W� �(1) ≥ �(2) ≥ · · · ≥ �(N).

@��W		�* ��� W�� α ∈ [1, N ] �� 	�� Fn(α) =
∑α

a=1 �(a) W�� Aα = [{Fn(α− 1)+ 1, Fn(α)}], Q�

�X����� ��W� {A1, A2, . . . , AN} �� W 
W������� �� [1, αn] (���� ��		��� �W��	� ���
 F�

W 2,0,2),

Q� ����� ��� ��W��� �� ?�W

	� 2,1,4 ��� W� ��
	�Y�� ���Y��
���� �� ����� �X��Y�� �� W Y��Y����

YW��,

5�����
  ����� 4�� n ∈ N≥p2 A�� k ∈ [1, αn]! 4�� x ∈ [1, N ] B� ��C� ��A� k ∈ Ax! ;���

Ωk
n = Bn(n− x).

8����! ;� �� H��W���� 2,1,0* 	�� n =
∑t

i=1 p
ni

X� ��� p+W��Y ��
W����� �� n* ����� n1 ≥ n2 ≥
· · · ≥ nt ≥ 0, Q� 
��Y��� X� ����Y���� �� x, C� x = 1 ���� k ∈ A1 = [1, �(1)] = [1, �(n1, 1)]*
X�YW��� φ((n1, 1)) = 1, <� N�����
 2,0,4 �� ���� ��W� Ωk

pn1 = Bpn1 (pn1 − 1), G�������*

Ω0
pm = Bpm(p

m) ��� W		 m ∈ N, N���* ����� "��� F�

W 2,/,7 W�� ���� F�

W 0,0,7* �� ����Y�

��W�

Ωk
n ⊇ Ωk

pn1 	 Ω0
pn2 	 · · · 	 Ω0

pnt = Bpn1 (pn1 − 1) 	 Bpn2 (pn2) 	 · · · 	 Bpnt (pnt) = Bn(n− 1).

M��Y� (n) /∈ Ωk
n* �� Y��Y	��� ��W� Ω

k
n = Bn(n− 1)* W� �������, F�� �� ��� ��� x ≥ 2 W�� W���
�

��W� ��� ��W��
��� ��	�� ��� W�� s ∈ Ax−1 = [Fn(x − 1) + 1, Fn(x)], @��
 N�����
 2,1,/ ��

���� ��W�

ΩFn(x−1)+1
n ⊆ Ωk

n ⊆ ΩFn(x)
n ,

���Y� �� �� ������ �� ���� ��W�8

(1) ΩFn(x−1)+1
n = Bn(n− x), W�� ��W� (2) ΩFn(x)

n = Bn(n− x).

B��� Fn(y) =
∑y

j=1 �(j)* ��WY�	� W� ��
	W���� �� H��W���� 2,1,0,

N� 
���� (/)* �� "��� ����Y� ��W� Ω
Fn(x−1)
n = Bn(n − (x − 1)) X� ��� ����Y���� ��
�������,

B��Y�* N�����
 2,1,/ �

	��� ��W� Ω
Fn(x−1)+1
n = Bn(T )* ��� ��
� T ∈ {n − x, n − (x − 1)},
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N�������� �� ��$Y�� �� 
���� ��W� λ = (n − (x − 1), x − 1) /∈ Ω
Fn(x−1)+1
n , F�� {G1, G2, . . . , Gt}

X� ��� 
W������� �� [1, x− 1] ��"��� X�

Gi = {y ∈ [1, x− 1] | φ−1(y) = (i, z), ��� ��
� z ∈ [1, pni−2]}, ��� W		 i ∈ [1, t].

N� �W�� ��� ���W���� �� 	�� gi = |Gi| ��� W		 i ∈ [1, t]* W�� �� ��
W�� ��W� g1+g2+ · · ·+gt = x−1,
F�� Y = Spn1 × Spn2 × · · · × Spnt X� W S���� ��X����
 �� Sn Y���W����� Pn, @�� �����

i ∈ [1, t] 	�� µi ∈ P(pni) X� ��Y� ��W� L R(λ;µ1, . . . , µt) �= 0, N��� F�

W 0,0,6 �

	��� ��W�

����� ����� a1, a2, . . . , at ∈ Z ��Y� ��W�

(µi)1 = pni − (gi + ai) ��� W		 i ∈ [1, t], W�� ��Y� ��W�

t∑
i=1

ai ≤ 0.

C� 
W���Y�	W�* ����� N�����
 2,0,4 �� �W�� ��W� ��� ����� i ∈ [1, t]*

µi ∈ Bpni (pni − (gi + ai))� Bpni (pni − (gi + ai + 1)) = Ω
fni (gi+ai)

pni � Ω
fni (gi+ai)+1

pni .

L�Y�Y	��� ��� ���W���� ���� �� ��� 
���� �� N�����
 2,0,4* ���� fm(a) :=
∑a

j=1 �(m, j), C� ��		���
��W�

∂Ppni
(χµi

) =

gi+ai∑
j=1

�(ni, j) =




∑
y∈Gi

�(y) +
∑gi+ai

j=gi+1 �(ni, j) if ai ≥ 0,

∑
y∈Gi

�(y)−
∑gi

j=gi+ai
�(ni, j) if ai < 0.

B��Y�* 	������ χ = χµ1 × χµ2 × · · · × χµt
* �� �W�� ��W�

∂Pn(χ) =

t∑
i=1

∑
y∈Gi

�(y) + E − F, ����� E =

t∑
i=1
ai>0

gi+ai∑
j=gi+1

�(ni, j), W�� F =

t∑
i=1
ai<0

gi∑
j=gi+ai

�(ni, j).

Q� Y	W�
 ��W� E − F ≤ 0, N� ��� ����* �� ����Y� ��W� ��� ��"������ �� ��� ��� Gi �

	���

��W� φ((i, y)) > x− 1 ��� W		 y ≥ gi + 1, I� ��� ����� �W��* ��� ��� �W
� ��W����* �� �W�� ��W�

φ((j, z)) ≤ x−1 ��� W		 z ≤ gj , N�������� ����� ��

W�� �(ni, y) W

�W���� �� E �� �
W		�� ��W�

�� ���W	 �� W�� ��

W�� �(nj , z) W

�W���� �� F , M��Y�
∑t

i=1 ai ≤ 0 �� �W�� ��W� E − F ≤ 0*
W� �������, O���� J��
������� 2,/,5 �� Y��Y	��� ��W�

∂Pn(χ
λ) ≤

t∑
i=1

∑
y∈Gi

�(y) =
x−1∑
y=1

�(y) = Fn(x− 1) < Fn(x− 1) + 1.

B��Y� λ /∈ Ω
Fn(x−1)+1
n W�� ��������� Ω

Fn(x−1)+1
n = Bn(n− x) W� ��������,

N� 
���� (0) �� �X����� ��W� ��� ���W	��� (/) ����� WX��� �

	��� ��W� Ω
Fn(x)
n ⊆ Bn(n− x)*

X� N�����
 2,1,/, N� ���� ��W� ��� �

����� ��Y	����� ��	�� �� ��� W� ���W ��W� �� ��
�	W� ��

��� ��� ���� �� 
���� (/), C� 
W���Y�	W�* �� 	�� {H1, H2, . . . , Ht} X� ��� 
W������� �� [1, x] ��"���
X�

Hi = {y ∈ [1, x] | φ−1(y) = (i, z), ��� ��
� z ∈ [1, pni−2]}, ��� W		 i ∈ [1, t].
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N� �W�� ��� ���W���� �� 	�� hi = |Hi| ��� W		 i ∈ [1, t]* W�� �� ��
W�� ��W� h1 +h2 + · · ·+ht = x,
Q� W	�� �������Y� ��� ��		����� ���W����, @�� �WY� i ∈ [1, t]* �� 	��

Γi :=
∑
y∈Hi

�(y) =

hi∑
j=1

�(ni, j) = fni(hi).

Q� �X����� ��W� (Γ1,Γ2, . . . ,Γt) ∈ C (Fn(x)) W�� ��W� Γi ∈ [0, αpni ]* ��� W		 i ∈ [1, t], Q� YW�

��� ��� F�

W 2,/,7* N�����
 2,0,4 W�� F�

W 0,0,7 (�� ���� �����) �� ����Y� ��W�

ΩFn(x)
n ⊇ ΩΓ1

pn1 �Ω
Γ2
pn2 �· · ·�ΩΓt

pnt = Bpn1 (pn1−h1)�Bpn2 (pn2−h2)�· · ·�Bpnt (pnt−ht) = Bn(n−x).

Q� �X�W�� ��W� Ω
Fn(x)
n = Bn(n− x)* W�� ��� 
���� �� Y��Y	����,

;� �� �W�� ���� ��� ��� 
��
� 
���� YW�� �� =���		W�� 2,0,5* �� ��Y��� ��
� �WY�� �� ��+

�����W�� X����� ��� ��� Ωk
n ��� ����� n ∈ N W�� k ∈ [0, αn], E��
��� ��� ���W���� �������Y�� ��

2,1,0* �� ��YW		 ��W� N =
ö

n
p2

ù
,

)���		8��  ��� � 4�� n ∈ N A�� n =
∑t

i=1 p
ni

��� p A��C ��
A������ ����� n1 ≥ n2 ≥ · · · ≥
nt ≥ 0! 4�� 1 ≤ k < t ≤ αn! ;�� ��		����� ��	�!

��� Bn(n−N) = Ωαn
n ⊆ Ωt

n ⊆ Ωk
n!

���� Ωk
n = Ωt

n ��� A�� ��	� ��� ����� ������ x ∈ [1, N ] ��C� ��A� k, t ∈ Ax!

����� 0���� x ∈ [1, N ] �� �A�� ��A� |
{
k ∈ [1, αn]

∣∣ Ωk
n = Bn(n− x)

}
| = �(x)!

8����! M��Y� |Ax| = �(x) ��� ����� x ∈ [1, N ]* (�)* (��) W�� (���) ��	� X� N�����
 2,1,1,

; ��Y��� Y��������Y� �� N�����
 2,1,1 �� ��� ��		����� W��

����Y ����	�,

)���		8��  ���!� 4�� Ωn =
⋂

k Ω
k
n� ����� k ���� ���� [0, αn]! ;���

lim
n→∞

|Ωn|
|P(n)|

= 1.

8����! N���� W�� �W����� Y�
X��W����W	 
������ �� 
���� ���� Y���		W��, Q� ��� �����W� W ����	�

�� ?���� W�� F����� U/4* (/,2)V ���Y� ��W�W����� ��W�* ����� W ���Y���� f(n) ��W� �������� W�
n ����� �� ��"����* ���� ��� W		 X�� o(|P(n)|) 
W�������� λ �� n* ��� ��W������� λ1 W�� l(λ)
	�� X������

√
n · ( lognd ± f(n)) ����� d �� W Y����W��, <� N�����
 2,1,1* �� �X����� ��W�

Ωn = Ωαn
n = B(n−N)* ����� N =

ö
n
p2

ù
, M��Y� n−N ≥ n/2* ��� ��W��
��� ��		���,

+�8

	�  ���"� F�� p = 3 W�� n = 33 + 32 + 3, @�		����� H��W���� 2,1,0* �� �W�� n1 =
3, n2 = 2 W�� n3 = 1, B��Y� R = { (1, 1), (1, 2), (1, 3), (2, 1) }* ���Y� [1, 3n3−2] = ∅, IX����� ��W�
|R| = 4 =

⌊
n
32

⌋
, O���� >�"������ 2,0,1* �� YW� ��� ��W� �(3, 1) = 2, �(3, 2) = �(3, 3) = 1 W��

�(2, 1) = 1, B��Y�* ��� ��"������ �� ��� ���W	 ����� � �� R �

	��� ��W� (1, 1)�(1, 2)�(1, 3)�(2, 1),
N��� �(1) = 2, �(2) = �(3) = �(4) = 1 W��

A1 = { 1, 2 } , A2 = { 3 } , A3 = { 4 } , A4 = { 5 } .
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N� �W�� ��� ���W���� �� 	�� hi = |Hi| ��� W		 i ∈ [1, t]* W�� �� ��
W�� ��W� h1 +h2 + · · ·+ht = x,
Q� W	�� �������Y� ��� ��		����� ���W����, @�� �WY� i ∈ [1, t]* �� 	��

Γi :=
∑
y∈Hi

�(y) =

hi∑
j=1

�(ni, j) = fni(hi).

Q� �X����� ��W� (Γ1,Γ2, . . . ,Γt) ∈ C (Fn(x)) W�� ��W� Γi ∈ [0, αpni ]* ��� W		 i ∈ [1, t], Q� YW�

��� ��� F�

W 2,/,7* N�����
 2,0,4 W�� F�

W 0,0,7 (�� ���� �����) �� ����Y� ��W�

ΩFn(x)
n ⊇ ΩΓ1

pn1 �Ω
Γ2
pn2 �· · ·�ΩΓt

pnt = Bpn1 (pn1−h1)�Bpn2 (pn2−h2)�· · ·�Bpnt (pnt−ht) = Bn(n−x).

Q� �X�W�� ��W� Ω
Fn(x)
n = Bn(n− x)* W�� ��� 
���� �� Y��Y	����,

;� �� �W�� ���� ��� ��� 
��
� 
���� YW�� �� =���		W�� 2,0,5* �� ��Y��� ��
� �WY�� �� ��+

�����W�� X����� ��� ��� Ωk
n ��� ����� n ∈ N W�� k ∈ [0, αn], E��
��� ��� ���W���� �������Y�� ��

2,1,0* �� ��YW		 ��W� N =
ö

n
p2

ù
,

)���		8��  ��� � 4�� n ∈ N A�� n =
∑t

i=1 p
ni

��� p A��C ��
A������ ����� n1 ≥ n2 ≥ · · · ≥
nt ≥ 0! 4�� 1 ≤ k < t ≤ αn! ;�� ��		����� ��	�!

��� Bn(n−N) = Ωαn
n ⊆ Ωt

n ⊆ Ωk
n!

���� Ωk
n = Ωt

n ��� A�� ��	� ��� ����� ������ x ∈ [1, N ] ��C� ��A� k, t ∈ Ax!

����� 0���� x ∈ [1, N ] �� �A�� ��A� |
{
k ∈ [1, αn]

∣∣ Ωk
n = Bn(n− x)

}
| = �(x)!

8����! M��Y� |Ax| = �(x) ��� ����� x ∈ [1, N ]* (�)* (��) W�� (���) ��	� X� N�����
 2,1,1,

; ��Y��� Y��������Y� �� N�����
 2,1,1 �� ��� ��		����� W��

����Y ����	�,

)���		8��  ���!� 4�� Ωn =
⋂

k Ω
k
n� ����� k ���� ���� [0, αn]! ;���

lim
n→∞

|Ωn|
|P(n)|

= 1.

8����! N���� W�� �W����� Y�
X��W����W	 
������ �� 
���� ���� Y���		W��, Q� ��� �����W� W ����	�

�� ?���� W�� F����� U/4* (/,2)V ���Y� ��W�W����� ��W�* ����� W ���Y���� f(n) ��W� �������� W�
n ����� �� ��"����* ���� ��� W		 X�� o(|P(n)|) 
W�������� λ �� n* ��� ��W������� λ1 W�� l(λ)
	�� X������

√
n · ( lognd ± f(n)) ����� d �� W Y����W��, <� N�����
 2,1,1* �� �X����� ��W�

Ωn = Ωαn
n = B(n−N)* ����� N =

ö
n
p2

ù
, M��Y� n−N ≥ n/2* ��� ��W��
��� ��		���,

+�8

	�  ���"� F�� p = 3 W�� n = 33 + 32 + 3, @�		����� H��W���� 2,1,0* �� �W�� n1 =
3, n2 = 2 W�� n3 = 1, B��Y� R = { (1, 1), (1, 2), (1, 3), (2, 1) }* ���Y� [1, 3n3−2] = ∅, IX����� ��W�
|R| = 4 =

⌊
n
32

⌋
, O���� >�"������ 2,0,1* �� YW� ��� ��W� �(3, 1) = 2, �(3, 2) = �(3, 3) = 1 W��

�(2, 1) = 1, B��Y�* ��� ��"������ �� ��� ���W	 ����� � �� R �

	��� ��W� (1, 1)�(1, 2)�(1, 3)�(2, 1),
N��� �(1) = 2, �(2) = �(3) = �(4) = 1 W��

A1 = { 1, 2 } , A2 = { 3 } , A3 = { 4 } , A4 = { 5 } .
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H���Y� ��W� {A1, . . . , A4 } �� W 
W������� �� [1, αn] = [1, 5]* W� ��������, G������� X� N�����


2,1,1 �� �W�� Ω1
n = Ω2

n = Bn(n− 1), Ω3
n = Bn(n− 2), Ω4

n = Bn(n− 3), Ω5
n = Bn(n− 4),

O���� ��� ���W���� �� N�����
 2,1,/* ��� WX��� Y�

��W���� ����� ��W� T 2
n = n−1, @�		�����

��� 
���� �� N�����
 2,1,/* �� YW� Y�

��� T 2
n �� W ��!����� �W�, Q� �W��

J (2) = { (j1, j2, j3) ∈ C (2) | j1 ∈ [0, 4], j2 ∈ [0, 1], j3 ∈ { 0 } } = { (2, 0, 0), (1, 1, 0) } .

B��Y� M = max
{
t23 + t02 + t01, t

1
3 + t12 + t01

}
= max { n− 1, n− 2 } = n − 1, N��� T 2

n = M =
n− 1* W� ��
�Y���, H���Y� ��W� n3 = 1 ���� ��� Y�����X��� W� W		 �� ��� Y�

��W�����, C� �WY� ��

R ����� W�� �� �	�
���� �� ��� ���
 (3, y)* y ∈ N, @������
���* X� 	������ W� ��� ����� Y�	�
�

�� NWX	� 2,0* �� YW� ��� ��W� T k
n = T k

n−3 − 3 ��� ����� k ∈ N, ; ��Y��� ��W

	� �� ���� �WY� YW�

X� ����� X� �X������� ��W� ��� "��� ��� Y�	�
�� �� NWX	� 2,0 W�� ���W	,

NWX	� 2,08 F�� p = 3, ;YY������ �� N�����
 2,1,1* ��� ����Y���� �� Ωk
n �� ��Y����� �� ��� �����

Y�����
������ �� ��� k W�� Y�	�
� n,

Ωk
n n = 3 + 33 n = 2 · 3 + 33 n = 32 + 33 n = 33 + 33 n = 33 + 34

k = 0 Bn(n) Bn(n) Bn(n) Bn(n) Bn(n)
k = 1 Bn(n− 1) Bn(n− 1) Bn(n− 1) Bn(n− 1) Bn(n− 1)
k = 2 Bn(n− 1) Bn(n− 1) Bn(n− 1) Bn(n− 1) Bn(n− 1)
k = 3 Bn(n− 2) Bn(n− 2) Bn(n− 2) Bn(n− 2) Bn(n− 1)
k = 4 Bn(n− 3) Bn(n− 3) Bn(n− 3) Bn(n− 2) Bn(n− 2)
k = 5 ∅ ∅ Bn(n− 4) Bn(n− 3) Bn(n− 2)
k = 6 ∅ ∅ ∅ Bn(n− 4) Bn(n− 3)
k = 7 ∅ ∅ ∅ Bn(n− 5) Bn(n− 3)
k = 8 ∅ ∅ ∅ Bn(n− 6) Bn(n− 4)
k = 9 ∅ ∅ ∅ ∅ Bn(n− 4)
k = 10 ∅ ∅ ∅ ∅ Bn(n− 5)
k = 11 ∅ ∅ ∅ ∅ Bn(n− 6)
k = 12 ∅ ∅ ∅ ∅ Bn(n− 7)
k = 13 ∅ ∅ ∅ ∅ Bn(n− 8)
k = 14 ∅ ∅ ∅ ∅ Bn(n− 9)
k = 15 ∅ ∅ ∅ ∅ Bn(n− 10)
k = 16 ∅ ∅ ∅ ∅ Bn(n− 11)
k = 17 ∅ ∅ ∅ ∅ Bn(n− 12)
k = 18 ∅ ∅ ∅ ∅ ∅

3�
8��  ���#� N��� Y�W
��� ���W�� ��� YW�� �� ��� 
��
��, Q��� p = 2* 	���W� Y����������� ��
��� ������Y���� �� M�	�� 2+��X����
� �� ��� ������ Y�W�WY���� �� Sn ���� ������� �� U0.V* W� ��


�������� �� M�Y���� 1,0,/, >��
��� ����* ��� �X��Y� �� ��� ����� ���
� �� X� 
W���Y�	W�	� ��$Y�	�

���� p = 2, @�� ����W�Y�* �� �

���W��	� ����Y� �� ���� YW�� ��W� ��� ��� Ω1
4 = {(3, 1), (2, 1, 1)}

W�� ��������� �� ��� �� ��� ���
 B4(T )* ��� W�� T ∈ {1, 2, 3, 4}, N��� ����� ��W� ��� 
W��

���� ���
���� �� ��� 
�����
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������
� �� ��� 
������ Y�W
��� �� ��� ��	� ��� ��� 
��
� 2, ?��� �� ���� ������	W���� 
����

���W

�W� ��� 	W���� �W���W	 ��
X���* 
��� ������� �X��WY	�� W���� �� ���� �������, @�� ��W

	�*

F�

W 2,/,2 WX��� W������ ��W� ��� ������Y���� �� Pn �� ����� ���+	���W� ������Y�X	� Y�W�WY��� ��

Sn YW���� W�
�� W ������ ������Y�X	� Y���������� �� W Y���W�� ������, N��� �� W Y��Y�W	 ����������

�� ��� 
����� �� ��� 
W�� ����	��, O�������W��	�* ���� �� 
	W��	� �W	�� ���� ��� 
��
� �� 2, @��

����W�Y�* �� λ = (2n − 1, 1) ���� (χλ)
�
P2n

W�
��� W ������ Y���������� �� ������ 2k* ��� W		

k ∈ {0, 1, . . . , n− 1},
N�� ����� �� p = 2 YW�� ��		 X� ��� ��X��Y� �� ���� Y�W
���,

��� %��*���
 �� ��� *���

*��
� �
����

Q� Y��Y	��� ���� Y�W
��� X� ���Y��X��� ��� W�W	���� �� ��� ��� Ωk
n ��� ��� W	����W���� ����
�,

N�� ��W��W�� �������Y� ��� ��� ��
������W���� ������ �� W	����W���� ����
� �� U23* =�W
��� 0,3V,

M��Y� An �� W ���
W	 ��X����
 �� ��� ��

����Y ����
 Sn* ��� ���Y��
���� �� Irr(A) �� ����� X�

��� W

	�YW���� �� =	�!��� ������,

F�� n ∈ N, F�� λ X� W 
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��� Y�����W�� 
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X� χλ
��� ������Y�X	� Y�W�WY��� �� Sn 	WX�		�� X� λ, C� λ �= λ′

���� ��� ������Y���� (χλ)
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W� ������Y�X	� Y�W�WY��� �� ��� W	����W���� ����
 An, I��������* �� λ = λ′
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�
An

�
	���

���� ��� ������Y�X	� Y����������� ��W� �� ��		 ������ X� ϕ+
λ W�� ϕ−

λ , C� �� W�� ��� Y����������

��� �����W	 YW�� n < p* X� U23* N�����
 0,3,5V �� ��		��� �� 
W���Y�	W� ��W� (ϕ+
λ )

g = ϕ−
λ * �����

g ∈ NSn(Pn) \ An, ;		 ��� ������Y�X	� Y�W�WY���� �� An W�� �� ��� �� ����� ��� ���
�,

C� p �� W� ��� 
��
� ���� Pn ≤ An* W�� �� Pn ∈ Sylp(An) = Sylp(Sn), Q� ���	� 	��� ��

����� ��� ��� �� ��� ������Y�X	� Y�W�WY���� �� An ��W� �W�� W� ������Y�X	� Y���������� �� "���

������ �� ��� ������Y���� �� Pn, F�� k ∈ N X� ��Y� ��W� pk ∈ cd(Pn), >�����

Γk
n =
¶
χ ∈ Irr(An) | [χ

�
Pn

, φ] �= 0, ��� ��
� φ ∈ Irrk(Pn)
©
.

C� λ �= λ′
* ((χλ)

�
An

)
�
Pn

= (χλ)
�
Pn
, B��Y�* ��� ������Y�X	� Y�W�WY��� (χλ)

�
An

�W� ���

�W
� Y����������� �� (χλ)
�
Pn

���� ������Y��� �� Pn, N�W� 
�W��8 �� λ �= λ′
W�� λ ∈ Ωk

n ����

(χλ)
�
An

∈ Γk
n,

M�

��� ��� λ = λ′ ∈ Ωk
n, F�� θ X� W� ������Y�X	� Y���������� �� (χλ)

�
Pn

�� ������ pk, Q�

�W�� (χλ)
�
Pn

= ((χλ)
�
An

)
�
Pn

= (ϕ+
λ )

�
Pn

+ (ϕ−
λ )

�
Pn
, N��������* ������� 	��� �� �����W	��� ��

YW� ��

��� ��W�

î
(ϕ+

λ )
�
Pn

, θ
ó
�= 0, B��Y�

0 �=
î
(ϕ+

λ )
�
Pn

, θ
ó
=
î
((ϕ+

λ )
�
Pn

)g, θg
ó

=
î
((ϕ+

λ )
g
�
Pn

), θg
ó
=
î
((ϕ−

λ )
�
Pn

), θg
ó
.

N��� ϕ+
λ * ϕ

−
λ ∈ Γk

n* ���Y� θg �� W� ������Y�X	� Y�W�WY��� �� Pn �� ��� �W
� ������ W� θ,
N�� W���
��� WX��� 	�W�� �� �� ��W�� ���� ������
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5�����
  � ��� 4�� p B� A� ��� 
��
�� n ∈ N A�� pk ∈ cd(Pn)! ;���

Γk
n =
¶
(χλ)

�
An

∣∣∣ λ �= λ′ ∈ Ωk
n

©
∪
¶
ϕ+
λ , ϕ

−
λ | λ = λ′ ∈ Ωk

n

©
.
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��� ������� �X��WY	�� W���� �� ���� �������, @�� ��W

	�*

F�

W 2,/,2 WX��� W������ ��W� ��� ������Y���� �� Pn �� ����� ���+	���W� ������Y�X	� Y�W�WY��� ��
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��
� �� 2, @��
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N�� ����� �� p = 2 YW�� ��		 X� ��� ��X��Y� �� ���� Y�W
���,

��� %��*���
 �� ��� *���

*��
� �
����

Q� Y��Y	��� ���� Y�W
��� X� ���Y��X��� ��� W�W	���� �� ��� ��� Ωk
n ��� ��� W	����W���� ����
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n =
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Pn

, φ] �= 0, ��� ��
� φ ∈ Irrk(Pn)
©
.
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Pn
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Pn
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Pn
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�
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 U1/V,

@��
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 �� Sn, C� 
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Irr(Sn) X� IrrH (Sn),
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��� ��� M�	�� X�W�Y���� Y��$Y����� Zχ
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IrrH (Sn) W�� W		 φ ∈ Lin(Pn), N��� �� N�����
 3,/,2* W�� ��� 
���� �������� ��
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	�

W� ��W� ��� ���������	� ��� F���	�����+L�Y�W����� ��	�,

Q� ���� ��Y�� �� ������ ������ Y����������� �� M�Y���� 3,0, B��� �� ����� W�W�� ��� ���

Ωk
n* X�� ������Y���� �� �� ��� ���� 
W�������� �� ��� ���, G��� 
��Y���	� ��� W�� k ∈ N ��Y� ��W�

2k ∈ cd(Pn)* �� ��		 ����� Λk
n = Ωk

n ∩ H (n), Q� 
��Y��� �� W ��
�	W� �W� �� ��W� �W� X���

���� �� =�W
��� 28 �� "��� ��
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 3,0,3), N��� �� �� 
��� W Y��������Y� �� ��� ���Y��
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4. ��
���� �� ����� ��
������ ������������ ��� P = 2

N�� ��		����� 	�

W �W�� ��W� �� �� ������Y� W� ���� Y�W�WY��� �� Sn �� W S���� ��X����


Sα* α = (n1, . . . , nt) ∈ C (n)* �� �X�W�� W ��
 �� 
����Y�� �� ���� Y�W�WY���� �� Sni ,

.�

8 !����� 4�� α = (n1, . . . , nt) ∈ C (n) A�� h ∈ H (n)! 4�� λi ∈ P(ni) ��� A		 i ∈ [1, t]! 1�

L R(h;λ1, . . . , λt) �= 0 ���� λi ∈ H (ni) ��� A		 i ∈ [1, t]!

8����! N��� �� W ����Y� Y��������Y� �� ��� F���	�����+L�Y�W����� ��	�,

C� 	�

W X�	�� �� ��
	�Y��	� Y�

��� ��� F���	�����+L�Y�W����� Y��$Y���� �� ��� ������Y����

�� W� ���� Y�W�WY���,

.�

8 !����� 4�� α = (n1, . . . , nt) ∈ C (n) A�� h = (n− x, 1x) ∈ H (n)! /�� �AC� i ∈ [1, t] 	��

hi = (ni − xi, 1
xi) ∈ H (ni)� ��� ��
� xi ∈ [0, ni − 1]! /��A		�� 	�� y = x−

∑t
i=1 xi! ;���

L R(h;h1, . . . , ht) =

Ç
t− 1

y

å
.

8����! Q� 
��Y��� X� ����Y���� �� t, C� t = 2* X� F���	�����+L�Y�W����� ��	� �� �W�� ��W�

L R(h;h1, h2) = 0* ��	��� x1+x2 ∈ {x−1, x}∩N, C� ��Y� YW��� �� �W�� ��W� L R(h;h1, h2) = 1,
N���� �WY�� W���� ���� ��� ������� ��W��
��� W� t− 1 = 1, F�� �� ��� ��

��� ��W� t ≥ 3 W�� 	��

K1 = (n2+· · ·+nt−(x−x1), 1
x−x1), K2 = (n2+· · ·+nt−(x−x1−1), 1x−x1−1) ∈ H (n2+· · ·+nt),

O���� ��� F���	�����+L�Y�W����� ��	� �� �X����� ��W� L R(h;h1, θ) = 0* ��	��� θ ∈ {K1,K2},
G�������* L R(h;h1,K1) = L R(h;h1,K2) = 1, <� ��� ����Y���� ��
������� �� ���� ��W�

L R(K1;h2, . . . , ht) =
(t−2

y

)
W�� L R(K2;h2, . . . , ht) =

(t−2
y−1

)
, N���* �� YW� Y��Y	��� ��W�

L R(h;h1, . . . , ht) =

Ç
t− 2

y

å
+

Ç
t− 2

y − 1

å
=

Ç
t− 1

y

å
.

Q� ���� W� ��W

	� �� ��� Y�

��W���� �� ��� F���	�����+L�Y�W����� Y��$Y���� L R(λ;µ, ν)
�� ��� YW�� λ ∈ H (2n) W�� µ, ν ∈ H (2n−1), N��� YW�� ��		 X� ��
�W���	� ���� �� ��� ��		�����

��Y����,

+�8

	� !����� F�� n > 1 W�� λ = (2n − x, 1x) ∈ H (2n)* ����� x ∈ [1, 2n], Q� ���	� 	��� ��

������Y� χλ
�� Y := S2n−1 ×S2n−1 , O���� ��� F���	�����+L�Y�W����� ��	� �� "�� ��� ��		�����

��Y�

�������8

χλ
�
Y
= χ(2n−1−x,1x) ×χ(2n−1) +

x−1∑
y=0

χ(2n−1−y,1y) ×
Ä
χ(2n−1−(x−y),1x−y) + χ(2n−1−(x−y−1),1x−y−1)

ä
.

H���Y� ��� ��

���� �� ���� ��Y�

�������8 �� χ(2n−1−a,1a)×χ(2n−1−b,1b)
W

�W�� W� W� ������Y�X	�

Y����������* ���� W	�� χ(2n−1−b,1b) × χ(2n−1−a,1a)
W

�W��* W�� ���� ��� �W
� 
�	��
	�Y���,

F�� µ = (2n−1 − t, 1t) W�� ν = (2n−1 − z, 1z), >�"��

V := { (x, 0) } ∪ { (y, x− y), (y, x− y − 1) | y ∈ [0, x− 1] } .

Q� "��

L R(λ;µ, ν) =

®
1, �� (t, z) ∈ V ;

0, ���������,

���� ��������� ����
� ����� ��
������ ������������ 4/

H�� �� W�� WX	� �� ��
	�Y��	� Y�

��� ��� M�	�� X�W�Y���� Y��$Y����� Zχ
φ ��� χ ∈ IrrH (Sn)

W�� φ ∈ Lin(Pn), F�� n ∈ N W�� 	�� n = 2k1+· · ·+2kt X� ��� X��W�� ��
W�����, A���� φ ∈ Lin(Pn)*
����� ����� ������ (h1, . . . , ht) ∈ H (k1)×H (k2)×· · ·×H (kt) ��Y� ��W� φ = Lh1×· · ·×Lht , B���

��� W		 i ∈ [1, t]* Lhi
������� ��� ��	� 	���W� Y���������� �� χhi

�
P
2ki

* W� ���Y��X�� X� N�����
�

1,0,0 W�� 1,0,1, C� ���� YW��* �� ������ φ X� φ(h1, . . . , ht),

5�����
 !��� � 4�� n ∈ N A�� 	�� k1 > · · · > kt ≥ 0 B� ��C� ��A� n = 2k1 + · · · + 2kt ! 4��

x ∈ [0, n − 1] A�� 	�� h = (n − x, 1x) ∈ H (n)! /�� �AC� i ∈ [1, t] 	�� xi ∈ [0, 2ki − 1] A�� ���

hi = (2ki − xi, 1
xi)! /��A		� 	�� y = x−

∑t
i=1 xi! ;���

[χh
�
Pn

, φ(h1, . . . , ht)] =

Ç
t− 1

y

å
.

8����! @�� �WY� i ∈ [1, t] �� 	�� ni = 2ki , M�� α = (n1, . . . , nt) ∈ P(n) W�� 	�� Y = Sα X� ��Y�

��W� Pn ≤ Y , F�� H = H (n1) × H (n2) × · · · × H (nt) W�� φ = φ(h1, . . . , ht), @��
 F�

W

3,/,/ �� ���� ��W�

(χh)
�
Y
=

∑
(λ1,...,λt)∈H

L R(h;λ1, . . . , λt)(χ
λ1 × · · · × χλt).

<� N�����
 1,0,0* [(χλ1 × · · · × χλt)
�
Pn

, φ] = 0 ��	��� (λ1, . . . , λt) = (h1, . . . , ht), C� ���

	W���� YW�� �� �W�� [(χh1 ×· · ·×χht)
�
Pn

, φ] = 1, N���� �X����W�����* �������� ���� F�

W 3,/,0

�

	� ��W�

[(χh)
�
Pn

, φ] = [((χh)
�
Y
)
�
Pn

, φ] = L R(h;h1, . . . , ht) =

Ç
t− 1

y

å
.

N��� ������
 ����� �� 
W���Y�	W� U06* N�����
 1,/V* ��� ����� �W���W	 ��
X�� n W�� �����

���� 
W������� h ∈ H (n)* ��� ������Y���� χh
�
Pn

�W� W 	���W� Y����������,

Q� Y��Y	��� ���� ��Y���� ���� W ����	� ��W� ��		 
���� �� X� �����	 �� ��� ��Y��� 
W�� ��

��� Y�W
���, H��� ��W� χ(2n−1,1)
�W� ������ 2n − 1 =

∑n−1
k=0 2

k
, N���� �� W Y�����
������

��Y�

������� �� χ(2n−1,1)
�
Pn
,

.�

8 !���!� 4�� n ∈ N� λ = (2n − 1, 1)! ;��� χλ
�
Pn

=
∑n−1

k=0 θk� ����� θk ∈ Irr(P2n) �A�

������ 2k ��� k ∈ [0, n− 1]!

8����! Q� 
��Y��� X� ����Y���� �� n, C� n = 1 ���� λ = (12) W�� χλ
�
P2

= φ1* W� �������, C�

n ≥ 2* X� ��� F���	�����+L�Y�W����� ��	� �� �W��

χλ
�
S2n−1×S2n−1

= χ(2n−1) × χ(2n−1) + χ(2n−1) × χ(2n−1−1,1) + χ(2n−1−1,1) × χ(2n−1).

B������* χ(2n−1)
�
P2n−1

= �P2n−1 W�� X� ��� ����Y���� ��
�������* χ
(2n−1−1,1)

�
P2n−1

=
∑n−2

i=0 ψi*

����� ψi ∈ Irr(P2n−1) W�� ψi(1) = 2i, H���Y� W	�� ��W� ψ0 �= L(2n−1) = �P2n−1 , B��Y�

χλ
�
P2n−1×P2n−1

=
Ä
�P2n−1 × �P2n−1

ä
+

n−2∑
i=0

Ä
�P2n−1 × ψi + ψi × �P2n−1

ä
.
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�
P
2ki

* W� ���Y��X�� X� N�����
�

1,0,0 W�� 1,0,1, C� ���� YW��* �� ������ φ X� φ(h1, . . . , ht),

5�����
 !��� � 4�� n ∈ N A�� 	�� k1 > · · · > kt ≥ 0 B� ��C� ��A� n = 2k1 + · · · + 2kt ! 4��

x ∈ [0, n − 1] A�� 	�� h = (n − x, 1x) ∈ H (n)! /�� �AC� i ∈ [1, t] 	�� xi ∈ [0, 2ki − 1] A�� ���

hi = (2ki − xi, 1
xi)! /��A		� 	�� y = x−

∑t
i=1 xi! ;���

[χh
�
Pn

, φ(h1, . . . , ht)] =

Ç
t− 1

y

å
.

8����! @�� �WY� i ∈ [1, t] �� 	�� ni = 2ki , M�� α = (n1, . . . , nt) ∈ P(n) W�� 	�� Y = Sα X� ��Y�

��W� Pn ≤ Y , F�� H = H (n1) × H (n2) × · · · × H (nt) W�� φ = φ(h1, . . . , ht), @��
 F�

W

3,/,/ �� ���� ��W�

(χh)
�
Y
=

∑
(λ1,...,λt)∈H

L R(h;λ1, . . . , λt)(χ
λ1 × · · · × χλt).

<� N�����
 1,0,0* [(χλ1 × · · · × χλt)
�
Pn

, φ] = 0 ��	��� (λ1, . . . , λt) = (h1, . . . , ht), C� ���

	W���� YW�� �� �W�� [(χh1 ×· · ·×χht)
�
Pn

, φ] = 1, N���� �X����W�����* �������� ���� F�

W 3,/,0

�

	� ��W�

[(χh)
�
Pn

, φ] = [((χh)
�
Y
)
�
Pn

, φ] = L R(h;h1, . . . , ht) =

Ç
t− 1

y

å
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N��� ������
 ����� �� 
W���Y�	W� U06* N�����
 1,/V* ��� ����� �W���W	 ��
X�� n W�� �����

���� 
W������� h ∈ H (n)* ��� ������Y���� χh
�
Pn

�W� W 	���W� Y����������,

Q� Y��Y	��� ���� ��Y���� ���� W ����	� ��W� ��		 
���� �� X� �����	 �� ��� ��Y��� 
W�� ��

��� Y�W
���, H��� ��W� χ(2n−1,1)
�W� ������ 2n − 1 =

∑n−1
k=0 2

k
, N���� �� W Y�����
������

��Y�

������� �� χ(2n−1,1)
�
Pn
,

.�

8 !���!� 4�� n ∈ N� λ = (2n − 1, 1)! ;��� χλ
�
Pn

=
∑n−1

k=0 θk� ����� θk ∈ Irr(P2n) �A�

������ 2k ��� k ∈ [0, n− 1]!

8����! Q� 
��Y��� X� ����Y���� �� n, C� n = 1 ���� λ = (12) W�� χλ
�
P2

= φ1* W� �������, C�

n ≥ 2* X� ��� F���	�����+L�Y�W����� ��	� �� �W��

χλ
�
S2n−1×S2n−1

= χ(2n−1) × χ(2n−1) + χ(2n−1) × χ(2n−1−1,1) + χ(2n−1−1,1) × χ(2n−1).

B������* χ(2n−1)
�
P2n−1

= �P2n−1 W�� X� ��� ����Y���� ��
�������* χ
(2n−1−1,1)

�
P2n−1

=
∑n−2

i=0 ψi*

����� ψi ∈ Irr(P2n−1) W�� ψi(1) = 2i, H���Y� W	�� ��W� ψ0 �= L(2n−1) = �P2n−1 , B��Y�

χλ
�
P2n−1×P2n−1

=
Ä
�P2n−1 × �P2n−1

ä
+

n−2∑
i=0

Ä
�P2n−1 × ψi + ψi × �P2n−1

ä
.
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���� �� ����� ��
������ ������������ ��� P = 2

N�������� χλ
�
P2n

= Lλ +
∑n−2

i=0

Ä
�P2n−1 × ψi

ä�P2n
, N�� 
���� �� ���� Y��Y	���� X� �X�������

��W� Lλ(1) = 20 W�� ��W�

Ä
�P2n−1 × ψi

ä�P2n (1) = 2i+1
��� ����� i ∈ [0, n− 2],

3�
8�� !���"� N�� Y�W�WY���� θk ∈ Irr(P2n)* ��� ����� k ∈ [0, n − 1]* �W�� X��� ��
	�Y��	�

�����
���� �� ��� 
���� �� ��� 	�

W WX���, Q� �W�� ������ W ��Y��Y��� ���Y��
����8 θ0 =

X (0, . . . , 0, 1) W�� θk =
Ä
�P2n−1 × ψk−1

ä�P2n
* ����� χ(2n−1−1,1)

�
P2n−1

=
∑n−2

i=0 ψi,

��� #
 
�
���
�*
 &���� +
*
,��
� ,���,��
��

C� M�Y����� 1,0,/ W�� 3,/ �� Y�

	���	� ���Y��X�� ��� 	���W� Y����������� �� ��� M�	�� ������Y+

���� �� ������Y�X	� Y�W�WY���� 	WX�		�� X� ���� 
W��������, N�� W�
 �� ���� ��Y���� �� �� Y�������

��� ��������W���� X� ��Y����� �� ������Y�X	� Y����������� �� ������ ������* 
�
�Y���� ��W� �W��

X��� ���� �� =�W
��� 2, G��� 
��Y���	� ��� W�� k ∈ N ��Y� ��W� 2k ∈ cd(Pn)* �� ��		 ����� ���

����Y���� �� ��� ��� Λk
n ��"��� W� ��		���8

Λk
n = Ωk

n ∩ H (n)

=
¶
λ ∈ H (n)

∣∣∣ χλ
�
Pn

�W� W� ������Y�X	� Y���������� �� ������ 2k
©
.

L�YW		 ���
 M�Y���� 0,0,1 ��� ��"������ �� ��� ��� Bn(t) = { λ ∈ P(n) | λ1 ≤ t, l(λ) ≤ t },
C� ����� �� �W�� ��� ���W����* ���
 ��� �� ����� n, t ∈ N ��Y� ��W� t ≤ n �� ��		 	�� Hn(t) X�
��� ��X��� �� ���� 
W�������� H (n) ��"��� X�

Hn(t) := Bn(t) ∩ H (n),

�,�, W		 ���� 
W�������� (n− l, 1l) �� n ���� n− t < l < t,
C� �� W� �

���W�� W�� �W�� �X����W���� ��W� ��� ���� Λk

n W�� Hn(t) W�� Y	���� ����� Y�����W����

�� 
W��������,

Q� ��W�� ��� ��Y���� ���� W ����� ��W

	�, I� ��� �W�� ���� ��		 ��	
 ��� ��W��� �������W��

��� X��W���� �� ��� ���� Λk
n ��� �
W		 �W	��� �� n, I� ��� ����� �W�� ���� ��		 ����� W� XW�� YW��

�� ��
� �� ��� 	W��� ����Y���� W���
����,

+�8

	� !����� B��� �� Y�

��� Λk
n �������� n �� W �
W		 
���� �� 2, G��� 
��Y���	� �� ��		

������Y� ��� W�������� �� ��� YW��� n ∈ {2, 4, 8},
C� n = 2 ���� ����� �� ��� 
�Y� �� �W� W� S2 = P2, Q� ���� ��YW		 ��� ���W���� �������Y�� ��

M�Y���� 0,1 W�� ����� Irr(P2) = { φ0, φ1 } ����� φ0 �� ��� �����W	 Y�W�WY��� �� P2,

F�� ��� n = 4, N��� P4
∼= C2 � C2 W�
��� ���� 	���W� Y�W�WY���� X (i, j)* ��� i, j ∈ {0, 1}

W�� W ������ ������Y�X	� Y�W�WY��� ϕ �� ������ 2, C� 
W���Y�	W�* ϕ = (φ0 × φ1)
�P4

, C� ��		���

��W� cd(P4) = {1, 2}* ���Y� �� ��		 X� ���������� �� Y�

����� ��� ���� Λ0
4 W�� Λ1

4, C� ����� ��

�� ���� �� W�� ����� �� ����� ��� ������Y���� �� P4 �� ����� ������Y�X	� Y�W�WY���� �� S4 ��W� W��

	WX�		�� X� 
W�������� Y���W���� �� ��� ��� H (4) = {(4), (3, 1), (2, 12), (14)}, C� �� ��� ��$Y�	� ��

��� ��W�8

χ(4)
�
P4

= �P4 = X (0, 0) W�� χ(3,1)
�
P4

= X (0, 1) + ϕ.

M��Y� ��� ���� Λ0
4 W�� Λ1

4 W�� Y	���� ����� Y�����W���� �� 
W��������* �� Y��Y	��� ��W�

Λ0
4 = H (4) = H4(4), W�� Λ1

4 = {(3, 1), (2, 12)} = H4(3) = H (4) \ {(4), (14)}.
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@��W		�* 	�� �� Y������� ��� YW�� ����� n = 8, B��� P8 = (P4 × P4) � P2
∼= P4 � P2, M��Y�

��� XW�� ����
 P4 × P4 �� �W���W		� W ��X����
 �� W� W

��
��W��	� Y����� S���� ��X����


Y ∼= S4 ×S4 �� S8* ��� ���W���� �� �� ������Y� ������Y�X	� Y�W�WY���� �� S8 �� Y * �� ����Y����	�

����Y� �����
W���� �� ����� ������Y���� �� P4×P4 W�� "�W		� �� �X�W�� ����	�� �� ����� ������Y����

�� P8, =������� ��� ����W�Y� λ = (6, 12) W�� 	�� χ = χλ
, O���� ��� F���	�����+L�Y�W����� ��	�

�� ���� ��W� χ(4) × χ(2,12)
�� W� ������Y�X	� Y���������� �� χ

�
Y
, O���� ����* �������� ���� ���

YW	Y�	W����� �� �W�� ���� ��� ��� YW�� n = 4 (����Y���� ���
) �� ����Y� ��W� X (0, 0) × ϕ ��

W� ������Y�X	� Y���������� �� χ
�
P4×P4

, Q� Y��Y	��� ��W� (X (0, 0) × ϕ)
�P8

�� W� ������Y�X	�

Y���������� (�� ������ 4) �� χ
�
P8
, N��� ����� ��W� (6, 12) ∈ Λ2

8, Q��� Y�

	���	� ��
�	W�

W���
���� �� �X�W�� ��W�

Λ0
8 = H8(8) W�� ��W� Λ1

8 = Λ2
8 = H8(7) = H (8) \ {(8), (18)}.

N��� �� W		 �� ���� �� Y�

��� ���Y� cd(P8) = {1, 2, 4},

@��
 ��� �� �� ��		 ������ X� βn ��� 
W��
W	 ������� k ��Y� ��W� 2k �� ��� ������ �� W�

������Y�X	� Y�W�WY��� �� Pn, N��� �� ���
W		� ��"��� W�� ��
	W���� �� ��� ��		����� >�"������

3,0,0 W�� J��
������� 3,0,1,

*�������� !����� @�� W�� �W���W	 ��
X�� t �� ��"�� ��� ������� β2t W� ��		���, Q� ���

β1 = β2 = 0, β4 = 1 W�� β2t = 2t−2 + 2t−3 − 1 ��� ����� t ≥ 3.

H���Y� �� 
W���Y�	W� ��W� β2t = 2β2t−1 + 1* ��� W�� t ≥ 4, F�� ��� n ∈ N* W�� n =
∑r

i=1 2
ni

X�

��� X��W�� ��
W�����, Q� ��"�� βn :=
∑r

i=1 β2ni ,

2��
������� !����� 0���� n ∈ N� �� �A�� ��A� cd(Pn) =
{
2j

∣∣ j ∈ [0, βn]
}
! 5�������� �� n ≥ 8�

���� |{θ ∈ Irr(Pn) | θ(1) = 2βn}| ≥ 3!

8����! M�

��� "��� �� W		 ��W� n = 2t �� W 
���� �� 2, Q� 
��Y��� X� ����Y���� �� t, C�

t ∈ {1, 2, 3}* ��� 
��
������� ��	�� W� �� YW� ��� �� ?�W

	� 3,0,/, F�� �� ��� "� t ≥ 4 W��

��YW		 ��W� β2t = 2β2t−1 + 1, F�� k ∈ [0, β2t − 1] W�� 	�� q ∈ [0, α2t−1 ]* r ∈ {0, 1} X� ��Y� ��W�

k = 2q + r, M�

��� "��� ��W� r = 0* X� ��� ����Y���� ��
������� ����� ������ φ ∈ Irr(P2t−1)
��Y� ��W� φ(1) = 2q, B��Y� ��� ����� ψ ∈ Irr(P2)* X (φ;ψ) ∈ Irr(P2t) �W� ������ 2k, C� �����W�
r = 1* ���� q < β2t−1 , C� q = 0 ���� k = 1* W�� |Lin(P2t)| = 2t > 2, B��Y� �� YW� Y�����

L,L′ ∈ Lin(P2t)* L �= L′
W�� (L × L′)

�P2t
�� W� ������Y�X	� Y�W�WY��� �� ������ 2 = 2k, C�

1 ≤ q < β2t−1 * X� ��� ����Y���� ��
������� ����� ����� φ, ψ ∈ Irr(P2t−1) ��Y� ��W� φ(1) = 2q−1
*

ψ(1) = 2q+1
, B��Y� (φ × ψ)

�P2t ∈ Irr(P2t) W�� �� �W� ������ 2k, C� k = β2t * X� ��� ����Y����

��
������� ����� ����� ψ1* ψ2 W�� ψ3 ������Y� ������Y�X	� Y�W�WY���� �� P2t−1 �� ������ 2β2t−1
,

M��Y� β2t = 2β2t−1 + 1 �� �X�W�� ��W� (ψ1 × ψ2)
�P2t , (ψ2 × ψ3)

�P2t , (ψ1 × ψ3)
�P2t ∈ Irr(P2t)

W�� ����� ������Y� ������Y�X	� Y�W�WY���� �� ������ 2β2t
,

M�

��� ��� ��W� n ∈ N �� W�X���W�� W�� 	�� n =
∑r

i=1 2
ni

���� n1 ≥ · · · ≥ nr ≥ 0* X� ���
X��W�� ��
W�����, @��
 M�Y���� 0,1 �� ���� ��W� Pn = P2n1 × · · · × P2nr W�� ��������� ��W�

Irr(Pn) = { φ1 × · · · × φr | φi ∈ Irr(P2ni ), i = 1, . . . , r }, O���� ���� �������� ���� ��� �����
W+

���� �X�W���� WX��� �� ��� 2+
���� YW��* �� �W��	� �X�W�� ��W� cd(Pn) =
{
2j

∣∣ j ∈ [0, βn]
}
W��

��W� |{θ ∈ Irr(Pn) | θ(1) = 2βn}| ≥ 3* ��� W�� n ≥ 8,
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@��W		�* 	�� �� Y������� ��� YW�� ����� n = 8, B��� P8 = (P4 × P4) � P2
∼= P4 � P2, M��Y�

��� XW�� ����
 P4 × P4 �� �W���W		� W ��X����
 �� W� W

��
��W��	� Y����� S���� ��X����


Y ∼= S4 ×S4 �� S8* ��� ���W���� �� �� ������Y� ������Y�X	� Y�W�WY���� �� S8 �� Y * �� ����Y����	�

����Y� �����
W���� �� ����� ������Y���� �� P4×P4 W�� "�W		� �� �X�W�� ����	�� �� ����� ������Y����

�� P8, =������� ��� ����W�Y� λ = (6, 12) W�� 	�� χ = χλ
, O���� ��� F���	�����+L�Y�W����� ��	�

�� ���� ��W� χ(4) × χ(2,12)
�� W� ������Y�X	� Y���������� �� χ

�
Y
, O���� ����* �������� ���� ���

YW	Y�	W����� �� �W�� ���� ��� ��� YW�� n = 4 (����Y���� ���
) �� ����Y� ��W� X (0, 0) × ϕ ��

W� ������Y�X	� Y���������� �� χ
�
P4×P4

, Q� Y��Y	��� ��W� (X (0, 0) × ϕ)
�P8

�� W� ������Y�X	�

Y���������� (�� ������ 4) �� χ
�
P8
, N��� ����� ��W� (6, 12) ∈ Λ2

8, Q��� Y�

	���	� ��
�	W�

W���
���� �� �X�W�� ��W�

Λ0
8 = H8(8) W�� ��W� Λ1

8 = Λ2
8 = H8(7) = H (8) \ {(8), (18)}.

N��� �� W		 �� ���� �� Y�

��� ���Y� cd(P8) = {1, 2, 4},

@��
 ��� �� �� ��		 ������ X� βn ��� 
W��
W	 ������� k ��Y� ��W� 2k �� ��� ������ �� W�

������Y�X	� Y�W�WY��� �� Pn, N��� �� ���
W		� ��"��� W�� ��
	W���� �� ��� ��		����� >�"������

3,0,0 W�� J��
������� 3,0,1,

*�������� !����� @�� W�� �W���W	 ��
X�� t �� ��"�� ��� ������� β2t W� ��		���, Q� ���

β1 = β2 = 0, β4 = 1 W�� β2t = 2t−2 + 2t−3 − 1 ��� ����� t ≥ 3.

H���Y� �� 
W���Y�	W� ��W� β2t = 2β2t−1 + 1* ��� W�� t ≥ 4, F�� ��� n ∈ N* W�� n =
∑r

i=1 2
ni

X�

��� X��W�� ��
W�����, Q� ��"�� βn :=
∑r

i=1 β2ni ,

2��
������� !����� 0���� n ∈ N� �� �A�� ��A� cd(Pn) =
{
2j

∣∣ j ∈ [0, βn]
}
! 5�������� �� n ≥ 8�

���� |{θ ∈ Irr(Pn) | θ(1) = 2βn}| ≥ 3!

8����! M�

��� "��� �� W		 ��W� n = 2t �� W 
���� �� 2, Q� 
��Y��� X� ����Y���� �� t, C�

t ∈ {1, 2, 3}* ��� 
��
������� ��	�� W� �� YW� ��� �� ?�W

	� 3,0,/, F�� �� ��� "� t ≥ 4 W��

��YW		 ��W� β2t = 2β2t−1 + 1, F�� k ∈ [0, β2t − 1] W�� 	�� q ∈ [0, α2t−1 ]* r ∈ {0, 1} X� ��Y� ��W�

k = 2q + r, M�

��� "��� ��W� r = 0* X� ��� ����Y���� ��
������� ����� ������ φ ∈ Irr(P2t−1)
��Y� ��W� φ(1) = 2q, B��Y� ��� ����� ψ ∈ Irr(P2)* X (φ;ψ) ∈ Irr(P2t) �W� ������ 2k, C� �����W�
r = 1* ���� q < β2t−1 , C� q = 0 ���� k = 1* W�� |Lin(P2t)| = 2t > 2, B��Y� �� YW� Y�����

L,L′ ∈ Lin(P2t)* L �= L′
W�� (L × L′)

�P2t
�� W� ������Y�X	� Y�W�WY��� �� ������ 2 = 2k, C�

1 ≤ q < β2t−1 * X� ��� ����Y���� ��
������� ����� ����� φ, ψ ∈ Irr(P2t−1) ��Y� ��W� φ(1) = 2q−1
*

ψ(1) = 2q+1
, B��Y� (φ × ψ)

�P2t ∈ Irr(P2t) W�� �� �W� ������ 2k, C� k = β2t * X� ��� ����Y����

��
������� ����� ����� ψ1* ψ2 W�� ψ3 ������Y� ������Y�X	� Y�W�WY���� �� P2t−1 �� ������ 2β2t−1
,

M��Y� β2t = 2β2t−1 + 1 �� �X�W�� ��W� (ψ1 × ψ2)
�P2t , (ψ2 × ψ3)

�P2t , (ψ1 × ψ3)
�P2t ∈ Irr(P2t)

W�� ����� ������Y� ������Y�X	� Y�W�WY���� �� ������ 2β2t
,

M�

��� ��� ��W� n ∈ N �� W�X���W�� W�� 	�� n =
∑r

i=1 2
ni

���� n1 ≥ · · · ≥ nr ≥ 0* X� ���
X��W�� ��
W�����, @��
 M�Y���� 0,1 �� ���� ��W� Pn = P2n1 × · · · × P2nr W�� ��������� ��W�

Irr(Pn) = { φ1 × · · · × φr | φi ∈ Irr(P2ni ), i = 1, . . . , r }, O���� ���� �������� ���� ��� �����
W+

���� �X�W���� WX��� �� ��� 2+
���� YW��* �� �W��	� �X�W�� ��W� cd(Pn) =
{
2j

∣∣ j ∈ [0, βn]
}
W��

��W� |{θ ∈ Irr(Pn) | θ(1) = 2βn}| ≥ 3* ��� W�� n ≥ 8,
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L�YW		 ��W� �� M�Y���� 1,/ �� ������� ��� M�	�� X�W�Y���� Y��$Y���� Y�����
������ �� ���

Y�W�WY���� χλ ∈ Irr(Sn) W�� φ ∈ Irr(Pn) W� Z
λ
φ (�����W� �� Zχλ

φ ),

Q� X���� X� ������ ��
� 
��Y��� �����
W���� Y��Y������ M�	�� X�W�Y���� Y��$Y����� Zλ
φ *

����� φ �� W ������ 2 ������Y�X	� Y�W�WY��� �� Pn, C� ����� �� �� ����* �� �������Y� ��� ��		�����

���W����, @�� λ = (2n − x, 1x) ∈ H (2n) ���� x ∈ [0, 2n − 1]* �� ��"�� axn ∈ N W� ��		���8

axn := |
¶
φ ∈ Irr(P2n)

∣∣∣ φ(1) = 2 W�� Zλ
φ �= 0

©
|.

I�� "��� ����	� ��		 X� ���� �� ��� 
���� �� ��� 
W�� ������
� �� ���� ��Y����,

.�

8 !��� � 4�� n ≥ 2 A�� λ = (2n − x, 1x) ∈ H (2n)! ;��� axn = min{x, 2n − 1− x}!

8����! L�YW		 ��W� P2n = B � P2* ��� ��
� B ≤ S2n ��Y� ��W� B ∼= P2n−1 × P2n−1 , F��

Y = S2n−1 × S2n−1 ≤ S2n X� Y����� ��Y� ��W� B ≤ Y , F�� φ ∈ Irr(P2n) X� ��Y� ��W�

φ(1) = 2, N��� φ = (L1 × L2)
�P2n

B
* ��� ��
� L1, L2 ∈ Lin(P2n−1) ��Y� ��W� L1 �= L2, C�


W���Y�	W�* �� �W�� ��W� Zλ
φ �= 0 �� W�� ��	� ��

[
χλ

�
B
, L1 × L2

]
�= 0, O���� ���� �X����W����

�������� ���� ��� F���	�����+L�Y�W����� ��	� W�� N�����
 1,0,0* �� ����Y� ��W� Zλ
φ �= 0 ��

W�� ��	� ��

[
χλ

�
Y
, χ1 × χ2

]
�= 0 ����� χi �� ��� ������ Y�W�WY��� �� IrrH (S2n−1) ��Y� ��W�[

χi

�
P2n−1

, Li

]
�= 0,

F�� �� "��� ��

��� ��W� x ≤ 2n − 1 − x* �� ����� ����� x ∈
[
0, 2n−1 − 1

]
, C� x = 0* ����

λ = (2n) W�� a0n = 0, I�������� ����� ��� F���	�����+L�Y�W����� ��	� �� �W��

χλ
�
Y
=

m∑
y=0

χ(2
n−1−y,1y) ×

[
χ(2

n−1−(x−y),1x−y) + χ(2
n−1−(x−y−1),1x−y−1)

]

+
m∑
y=0

[
χ(2

n−1−(x−y),1x−y) + χ(2
n−1−(x−y−1),1x−y−1)

]
× χ(2

n−1−y,1y),

(3,/)

����� m = �x/2�, @��
 ?��W���� (3,/) �� YW� ��� ��W� ����� W�� ��WY�	� x ������Y� ���������


W��� (µ1, µ2) ∈ H (2n−1) × H (2n−1) ��Y� ��W� µ1 �= µ2 W�� ��Y� ��W�

[
χλ

�
Y
, χµ1 × χµ2

]
�= 0,

O���� ��� �X����W����� ���Y����� W� ��� ��W�� �� ��� 
���� �� ����Y� ��W� axn = x,
C� x ≥ 2n−1−x ���� �� W�� �� ��� YW�� x ∈

[
2n−1, 2n − 1

]
W�� �� Y������� λ′

* ��� Y�����W��


W������� �� λ, Q� �X����� ��W� λ′ =
(
x+ 1, 12

n−x−1
)
W�� 0 ≤ 2n − x − 1 ≤ 2n−1 − 1, M��Y�

χλ′�
P2n

= χλ
�
P2n

· χ(12
n
)�

P2n
* �� ����Y� ��W� axn = a2

n−x−1
n = 2n − x− 1* W� �������,

O���� ���� 	�

W �� YW� ����Y� ��W� axn �= 0 �� W�� ��	� �� x /∈ {0, 2n − 1}* ��W� �� λ /∈
{(2n), (12n)}, Q� ����Y� ��W� H 1

2n = H2n(2
n − 1) ��� ����� �W���W	 ��
X�� n ≥ 2,

Q� W�� ��� ��W�� �� ��W�� W�� 
���� ��� �� ��� 
W�� ����	�� �� ���� ��Y����, N��� ������


��		� �� ��W� �� W� ���� Y�W�WY��� �W� W� ������Y�X	� Y���������� �� ������ 2k �� ��� ������Y���� ��

Pn* ���� �� �W� W	�� W� ������Y�X	� Y���������� �� ������ 2�* ��� ����� � ≤ k,

5�����
 !���!� 4�� n ∈ N! /�� ����� l, k ∈ [0, βn] ��C� ��A� � ≤ k� �� �A��

Λk
n ⊆ Λ�

n.
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8����! M�

��� "��� ��W� n = 2t* ��� ��
� t ∈ N, =	�W�	�* �� �� ������ �� ���� ��W�

Λk
2t ⊆ Λk−1

2t , ��� ����� k ∈ [1, β2t ].

Q� 
��Y��� X� ����Y���� �� t ≥ 2, C� t = 2* ���� ��� ��W��
��� ��	�� X� ����Y� Y�

��W����

(��� ?�W

	� 3,0,/), F�� t ≥ 3 W�� 	�� λ ∈ Λk
2t , <� ��"������ ����� ������ W� ������Y�X	�

Y���������� θ �� χλ
�
P2t

�� ������ 2k, C� θ = X (ψ;α) ���� ψ ∈ Irr(P2t−1)* ψ(1) = 2
k
2
W��

α ∈ Lin(P2)* ���� ����� ����� µ, ν ∈ H (2t−1) ��Y� ��W� L R(λ;µ, ν) �= 0 W�� ψ �� W Y���������� ��

X��� χµ
�
P2t−1

W�� χν
�
P2t−1

, C� 
W���Y�	W� µ, ν ∈ Λ
k
2

2t−1 , C�
k
2 > 1* ����� ��� ����Y���� ��
�������

���

k
2 W�� ���� ���

k
2−1* �� �W�� ��W� µ ∈ Λ

k
2
−2

2t−1 , N�������� ����� ������ W� ������Y�X	� Y����������

ψ′
�� χµ

�
P2t−1

�� ������ 2
k
2
−2
, B��Y� �� �W�� ��W� (ψ′ × ψ)

�P2t
�� W� ������Y�X	� Y����������

�� χλ
�
P2t

�� ������ 2k−1
W�� �� Y��Y	��� ��W� λ ∈ Λk−1

2t , I��������* ��

k
2 = 1 ���� k = 2 W��

λ /∈ {(2t), (12t)}, B��Y� λ ∈ H2t(2
t − 1), <� F�

W 3,0,2 �� ���� ��W� H2t(2

t − 1) = Λ1
2t , C�

��		��� ��W� λ ∈ Λk−1
2t = Λ1

2t ,

M�

��� ��� ��W� θ = (θ1 × θ2)
�P2t

���� θ1, θ2 ∈ Irr(P2t−1)* θ1 �= θ2 W�� θ1(1) = 2h1
* θ2(1) =

2h2
����� h1 + h2 = k − 1, N��� ����� ����� µ1, µ2 ∈ H (2t−1) ��Y� ��W� L R(λ;µ1, µ2) �= 0

W�� θ1 (���
�Y����	� θ2) �� W� ������Y�X	� Y���������� �� χµ1
�
P2t−1

(���
�Y����	� χµ2
�
P2t−1

), C�


W���Y�	W�* µi ∈ Λhi

2t−1 ��� i = 1, 2, M�

��� h1 = h2 = k−1
2 := h, C� h = 0 ���� k = 1 W��

�� ���� ��W� λ ∈ Λ0
2t = H k−1

2t X� N�����
 3,/,2, C� h > 0 ���� X� ����Y���� �� �W�� ��W�

µ1 ∈ Λh
2t−1 ⊆ Λh−1

2t−1 , B��Y� ����� ������ W� ������Y�X	� Y���������� ψ �� χµ1
�
P2t−1

�� ������ 2h−1
,

N�������� (ψ × θ2)
�P2t

�� W� ������Y�X	� Y���������� �� χλ
�
P2t

�� ������ 2k−1
* W�� �� λ ∈ Λk−1

2t ,

C� �����W� h1 �= h2* �� YW� ��

��� ������� 	��� �� �����W	��� ��W� h1 > h2, C� 
W���Y�	W�

h1 ≥ 1* �� �� YW� ��� ��� ����Y���� ��
������� W�� �� �W�� µ1 ∈ Λh1−1
2t−1 , B��Y� ����� ������ W�

������Y�X	� Y���������� ψ �� χµ1
�
P2t−1

�� ������ 2h1−1
, C� ψ �= θ2 ���� Y���������� (ψ×θ2)

�P2t
��

����Y� ��W� λ ∈ Λk−1
2t * ���Y� θ2(1) = 2h2

W�� h1+h2 = k−1,, C� �����W� ψ = θ2 ���� �� 
W���Y�	W�

h2 = h1 − 1, M�

��� h2 > 0 W�� ��� ��� ����Y���� ��
�������, Q� �W�� µ2 ∈ Λh2

2t−1 ⊆ Λh2−1
2t−1 ,

B��Y� ����� ������ ψ′ ∈ Irr(P2t−1) ��Y� ��W�
[
ψ′, χµ2

�
P2t−1

]
�= 0 W�� ψ′(1) = 2h2−1

, Q� Y��Y	���

��W� λ ∈ Λk−1
2t ���Y� (θ1×ψ′)

�P2t
�� W� ������Y�X	� Y���������� �� χλ

�
P2t

�� ������ 2k−1
, C� h2 = 0

���� k = 2 W�� W������ W� X�����* ����� F�

W 3,0,2* �� ����Y� ��W� λ ∈ Λ1
2t = Λk−1

2t ,

F�� ��� n ∈ N W�� 	�� n =
∑r

i=1 2
ni

X� ��� X��W�� ��
W�����, F�� λ ∈ Λk
n* ���� �����

������ φ ∈ Irr(Pn) ��Y� ��W�

î
φ, χλ

�
Pn

ó
�= 0 W�� φ(1) = 2k, <� ��� ����Y���� �� ��� ������Y�X	�

Y�W�WY���� �� Pn �� ��Y���� 0,1* φ = φ1 × · · · × φr* ���� φi ∈ Irr(P2ni ) W�� φi(1) = 2ji ��� �����
i = 1, . . . , r* ����� j1 + · · · + jr = k, N�������� ��� ����� i = 1, . . . , r ����� ������ µi ∈ H (2ni)
��Y� ��W� φi �� W� ������Y�X	� Y���������� �� χµi

�
P2ni

W�� L R(λ;µ1, . . . , µr) �= 0, F�� 
 ≤ k W��

��� ����� i = 1, . . . , r 	�� di ∈ [0, α2ni ]* di ≤ ji ��Y� ��W� d1 + · · ·+ dr = 
, <� 
������� YW��* ���

����� i = 1, . . . , r* µi ∈ Λji
2ni ⊆ Λdi

2ni , B��Y� ����� ������ W� ������Y�X	� Y���������� ψi �� χ
µi
�
P2ni

�� ������ 2di , N�������� ψ1 × · · · ×ψr �� W� ������Y�X	� Y���������� �� χλ
�
Pn

�� ������ 2�* W�� ��

λ ∈ Λ�
n,
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8����! M�

��� "��� ��W� n = 2t* ��� ��
� t ∈ N, =	�W�	�* �� �� ������ �� ���� ��W�

Λk
2t ⊆ Λk−1

2t , ��� ����� k ∈ [1, β2t ].

Q� 
��Y��� X� ����Y���� �� t ≥ 2, C� t = 2* ���� ��� ��W��
��� ��	�� X� ����Y� Y�

��W����

(��� ?�W

	� 3,0,/), F�� t ≥ 3 W�� 	�� λ ∈ Λk
2t , <� ��"������ ����� ������ W� ������Y�X	�

Y���������� θ �� χλ
�
P2t

�� ������ 2k, C� θ = X (ψ;α) ���� ψ ∈ Irr(P2t−1)* ψ(1) = 2
k
2
W��

α ∈ Lin(P2)* ���� ����� ����� µ, ν ∈ H (2t−1) ��Y� ��W� L R(λ;µ, ν) �= 0 W�� ψ �� W Y���������� ��

X��� χµ
�
P2t−1

W�� χν
�
P2t−1

, C� 
W���Y�	W� µ, ν ∈ Λ
k
2

2t−1 , C�
k
2 > 1* ����� ��� ����Y���� ��
�������

���

k
2 W�� ���� ���

k
2−1* �� �W�� ��W� µ ∈ Λ

k
2
−2

2t−1 , N�������� ����� ������ W� ������Y�X	� Y����������

ψ′
�� χµ

�
P2t−1

�� ������ 2
k
2
−2
, B��Y� �� �W�� ��W� (ψ′ × ψ)

�P2t
�� W� ������Y�X	� Y����������

�� χλ
�
P2t

�� ������ 2k−1
W�� �� Y��Y	��� ��W� λ ∈ Λk−1

2t , I��������* ��

k
2 = 1 ���� k = 2 W��

λ /∈ {(2t), (12t)}, B��Y� λ ∈ H2t(2
t − 1), <� F�

W 3,0,2 �� ���� ��W� H2t(2

t − 1) = Λ1
2t , C�

��		��� ��W� λ ∈ Λk−1
2t = Λ1

2t ,

M�

��� ��� ��W� θ = (θ1 × θ2)
�P2t

���� θ1, θ2 ∈ Irr(P2t−1)* θ1 �= θ2 W�� θ1(1) = 2h1
* θ2(1) =

2h2
����� h1 + h2 = k − 1, N��� ����� ����� µ1, µ2 ∈ H (2t−1) ��Y� ��W� L R(λ;µ1, µ2) �= 0

W�� θ1 (���
�Y����	� θ2) �� W� ������Y�X	� Y���������� �� χµ1
�
P2t−1

(���
�Y����	� χµ2
�
P2t−1

), C�


W���Y�	W�* µi ∈ Λhi

2t−1 ��� i = 1, 2, M�

��� h1 = h2 = k−1
2 := h, C� h = 0 ���� k = 1 W��

�� ���� ��W� λ ∈ Λ0
2t = H k−1

2t X� N�����
 3,/,2, C� h > 0 ���� X� ����Y���� �� �W�� ��W�

µ1 ∈ Λh
2t−1 ⊆ Λh−1

2t−1 , B��Y� ����� ������ W� ������Y�X	� Y���������� ψ �� χµ1
�
P2t−1

�� ������ 2h−1
,

N�������� (ψ × θ2)
�P2t

�� W� ������Y�X	� Y���������� �� χλ
�
P2t

�� ������ 2k−1
* W�� �� λ ∈ Λk−1

2t ,

C� �����W� h1 �= h2* �� YW� ��

��� ������� 	��� �� �����W	��� ��W� h1 > h2, C� 
W���Y�	W�

h1 ≥ 1* �� �� YW� ��� ��� ����Y���� ��
������� W�� �� �W�� µ1 ∈ Λh1−1
2t−1 , B��Y� ����� ������ W�

������Y�X	� Y���������� ψ �� χµ1
�
P2t−1

�� ������ 2h1−1
, C� ψ �= θ2 ���� Y���������� (ψ×θ2)

�P2t
��

����Y� ��W� λ ∈ Λk−1
2t * ���Y� θ2(1) = 2h2

W�� h1+h2 = k−1,, C� �����W� ψ = θ2 ���� �� 
W���Y�	W�

h2 = h1 − 1, M�

��� h2 > 0 W�� ��� ��� ����Y���� ��
�������, Q� �W�� µ2 ∈ Λh2

2t−1 ⊆ Λh2−1
2t−1 ,

B��Y� ����� ������ ψ′ ∈ Irr(P2t−1) ��Y� ��W�
[
ψ′, χµ2

�
P2t−1

]
�= 0 W�� ψ′(1) = 2h2−1

, Q� Y��Y	���

��W� λ ∈ Λk−1
2t ���Y� (θ1×ψ′)

�P2t
�� W� ������Y�X	� Y���������� �� χλ

�
P2t

�� ������ 2k−1
, C� h2 = 0

���� k = 2 W�� W������ W� X�����* ����� F�

W 3,0,2* �� ����Y� ��W� λ ∈ Λ1
2t = Λk−1

2t ,

F�� ��� n ∈ N W�� 	�� n =
∑r

i=1 2
ni

X� ��� X��W�� ��
W�����, F�� λ ∈ Λk
n* ���� �����

������ φ ∈ Irr(Pn) ��Y� ��W�

î
φ, χλ

�
Pn

ó
�= 0 W�� φ(1) = 2k, <� ��� ����Y���� �� ��� ������Y�X	�

Y�W�WY���� �� Pn �� ��Y���� 0,1* φ = φ1 × · · · × φr* ���� φi ∈ Irr(P2ni ) W�� φi(1) = 2ji ��� �����
i = 1, . . . , r* ����� j1 + · · · + jr = k, N�������� ��� ����� i = 1, . . . , r ����� ������ µi ∈ H (2ni)
��Y� ��W� φi �� W� ������Y�X	� Y���������� �� χµi

�
P2ni

W�� L R(λ;µ1, . . . , µr) �= 0, F�� 
 ≤ k W��

��� ����� i = 1, . . . , r 	�� di ∈ [0, α2ni ]* di ≤ ji ��Y� ��W� d1 + · · ·+ dr = 
, <� 
������� YW��* ���

����� i = 1, . . . , r* µi ∈ Λji
2ni ⊆ Λdi

2ni , B��Y� ����� ������ W� ������Y�X	� Y���������� ψi �� χ
µi
�
P2ni

�� ������ 2di , N�������� ψ1 × · · · ×ψr �� W� ������Y�X	� Y���������� �� χλ
�
Pn

�� ������ 2�* W�� ��

λ ∈ Λ�
n,
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������ ������������ ��� P = 2

Q� �������Y� ���� W Y�
X��W����W	 �
��W���� X������ ���� 
W�������� ��W� �� ���� ��
�	W� ��

��� � �
��W���� ���Y��X�� X����� F�

W 0,0,7,

*�������� !���"� F�� n,m ∈ N W�� A ⊆ P(n)* B ⊆ P(m),

A�B := (A � B) ∩ H (n+m).

N�� ��		����� ����� 	�

W� W�� ��� W�W	���� �� F�

W 0,0,7* F�

W 2,/,6 W�� F�

W 2,/,7*

���
�Y����	�,

.�

8 !���#� 4�� n, n′, t, t′ ∈ N B� ��C� ��A�

n
2 < t ≤ n A��

n′

2 < t′ ≤ n′
! ;���

Hn(t)�Hn′(t′) = Hn+n′(t+ t′).

8����! <� ��"������* �� �W�� Hn(t) ⊆ Bn(t) W�� Hn′(t′) ⊆ Bn′(t′), B��Y�

Hn(t)�Hn′(t′) ⊆ Bn(t)�Bn′(t′) =
(
Bn(t) � Bn′(t′)

)
∩ H (n+ n′)

= Bn+n′(t+ t′) ∩ H (n+ n′) = Hn+n′(t+ t′),

����� ��� ��Y��� ���W	��� ��	�� X� F�

W 0,0,7, N� 
���� ��� ����� ��Y	����� �� �� ������ ��

���� ��W� Bn(t)�Bn′(t′) ⊆ Hn(t)�Hn′(t′), F�� λ ∈ Bn(t)�Bn′(t′)* ���� λ ∈ H (n + n′) W��
����� ����� µ ∈ Bn(t), µ′ ∈ Bn′(t′) ��Y� ��W� L R(λ;µ, µ′) �= 0, B������ X� F�

W 3,/,/* µ
W�� µ′

�W�� �� X� ���� 
W��������, N�������� µ ∈ Hn(t)* µ
′ ∈ Hn′(t′) W�� λ ∈ Hn(t)�Hn′(t′),

.�

8 !���$� 4�� n ≥ 2 A�� i, j ∈ [0, β2n−1 ] B� ��C� ��A� i �= j! ;���

Λi
2n−1�Λj

2n−1 ⊆ Λi+j+1
2n .

8����! F�� λ ∈ Λi
2n−1�Λj

2n−1 , <� ��"������ λ ∈ H (2n) W�� ����� ����� µ ∈ Λi
2n−1 , ν ∈ Λj

2n−1

��Y� ��W� L R(λ;µ, ν) �= 0, B��Y� ����� ����� φ, ψ ∈ Irr(P2n−1) ��Y� ��W�

[
φ, χµ

�
P2n−1

]
�= 0*[

ψ, χν
�
P2n−1

]
�= 0 W�� φ(1) = 2i* ψ(1) = 2j , M��Y� i �= j* �� �W�� ��W� θ = (φ× ψ)

�P2n ∈

Irr(P2n), G�������* θ(1) = 2i+j+1
W��

î
θ, χλ

�
P2n

ó
�= 0, C� ��		��� ��W� λ ∈ Λi+j+1

2n ,

.�

8 !���%� 4�� n ∈ N A�� 	�� n =
∑r

i=1 2
ni

B� ��� B��A�� ��
A�����! :�

��� ��A� ��� �����

i = 1, . . . , r� ji ∈ [0, β2ni ] �� ��C� ��A� j1 + · · ·+ jr = k ∈ [0, βn]! ;���

Λj1
2n1� · · ·�Λjr

2nr ⊆ Λk
n.

8����! F�� λ ∈ Λj1
2n1� · · ·�Λjr

2nr , <� ��"������* ��� ����� i = 1, . . . , r ����� ������ µi ∈ Λji
2ni

��Y� ��W� L R(λ;µ1, . . . , µr) �= 0, B��Y� ����� ������ W� ������Y�X	� Y���������� φi �� χ
µi
�
P2ni

�� ������ 2ji ��� ����� i = 1, . . . , r, M��Y� Pn = P2n1 × · · · × P2nr ≤ S2n1 × · · · ×S2nr ≤ Sn* ��

��		��� ��W� φ1 × · · · ×φr �� W� ������Y�X	� Y���������� �� χλ
�
Pn

�� ������ 2k, B��Y� λ ∈ Λk
n,

Q� W�� ��� ��W�� �� ��W�� ��� ��Y��� 
W�� ����	� �� ��� ��Y����, C� 
W���Y�	W�* �� W�� WX	�

�� ���� ��W� ��� ���� Λk
n �W�� W ���� ����	W� ����Y����, C� N�����
 3,0,/. �� "��� ��W	 ����

��� YW�� ����� n �� W 
���� �� 2, N��� �� N�����
 3,0,// �� ���� ��W� ��� W�� n ∈ N W�� W��

k ∈ [0, βn] ����� ������ T
k
n ∈ N ��Y� ��W� Λk

n = Hn(T
k
n ),

H���Y� ��W� �� W�� ��������� �� p = 2 ��� ���W���� ��� tkn W�� T k
n * ��"��� �� N�����
� 2,0,0

W�� 2,1,/ ���
�Y����	�,
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5�����
 !������ 4�� n ∈ N A�� k ∈ [0, β2n ]! ;���(

�"� ����� ������ tkn ∈
[
2n−1 + 1, 2n

]
��C� ��A� Λk

2n = H2n(t
k
n))

�#� �� k > 1� ���� ��� ����� λ ∈ H2n(t
k
n − 1)� χλ

�
P2n

�A� A� 	�A�� ����� ������C� ������C�B	�

C����������� �� ������ 2k!

8����! Q� 
��Y��� X� ����Y���� �� n, C� n ∈ {1, 2} ���� ��� ������
 ��	�� (��� ?�W

	� 3,0,/),

@�� n ≥ 3 �� 
��Y��� X� ����Y���� �� k, <� N�����
 1,0,0 �� ���� ��W� Λ0
2n = H2n(2

n) W��
���Y� ��W� t0n = 2n, C� �����W� k = 1* X� F�

W 3,0,2 �� �W�� ��W� Λ1

2n = H2n(2
n−1) W�� ���Y�

��W� t1n = 2n − 1, M�

��� ��� ��W� k = 2, Q� �W�� �� ���� ��W� Λ2
2n = H2n(2

n − 1), Q� �W��

��W�

H2n(2
n − 1) = H2n−1(2n−1)�H2n−1(2n−1 − 1) = Λ0

2n−1�Λ1
2n−1 ⊆ Λ2

2n ,

����� ��� "��� ���W	��� ��	�� X� F�

W 3,0,5 W�� ����� ��� 	W�� ��Y	����� ��	�� X� F�

W

3,0,6, I� ��� ����� �W��* �� Y	�W�	� �W�� ��W� Λ2
2n ⊆ H2n(2

n − 1)* X�YW��� (2n), (12
n
) /∈ Λ2

2n ,

N� Y��Y	���* �� ���� �� ���� ��W� ��� ����� λ ∈ H2n(t
2
n − 1) = H2n(2

n − 2)* χλ
�
P2n

�W�

����� ������Y� ������Y�X	� Y����������� �� ������ 22, C� λ1 < 2n − 2 ���� λ ∈ H2n(2
n − 3) =

H2n−1(2n−1 − 3)�H2n−1(2n−1)* X� F�

W 3,0,5, B��Y� ����� ����� µ ∈ H2n−1(2n−1 − 3) W��

ν ∈ H2n−1(2n−1) ��Y� ��W� L R(λ;µ, ν) �= 0, C� 
W���Y�	W�* �� µ1 = 2n−1 − x ≤ 2n−1 − 3 ����

����� F�

W 3,0,2* �� ����Y� ��W� ����� ����� ����� ������Y� ������Y�X	� Y����������� θ1, θ2 W��
θ3 �� χ

µ
�
P2n−1

�� ������ 2, I� ��� ����� �W��* ν ∈ H2n−1(2n−1) = Λ0
2n−1 , B��Y� ����� ������ W

	���W� Y���������� L �� χν
�
P2n−1

, N�������� (θ1 × L)
�P2n , (θ2 × L)

�P2n
W�� (θ3 × L)

�P2n
W��

����� ������Y� ������Y�X	� Y���������� �� χλ
�
P2n

�� ������ 22, =������� ��� ��� YW�� λ1 = 2n− 2*

���� L R(λ; (2n−1 − 1, 1), (2n−1 − 1, 1)) �= 0 �= L R(λ; (2n−1 − 2, 12), (2n−1)), <� F�

W 3,/,3*

�� ���� ��W� χ(2n−1−1,1)
�
P2n−1

�W� W� ������Y�X	� Y��������� θ �� ������ 2, B��Y� ����� ������

α ∈ Irr(P2) ��Y� ��W� X (θ;α) �� W� ������Y�X	� Y���������� �� χλ
�
P2n

�� ������ 4, G�������*

X� F�

W 3,0,2 �� ���� ��W� χ(2n−1−2,12)
�
P2n−1

W�
��� ��� ������Y� ������Y�X	� Y����������� ψ1

W�� ψ2 �� ������ 2, Q� Y��Y	��� ��W�

Ä
ψ1 × �P2n−1

ä�P2n
*

Ä
ψ2 × �P2n−1

ä�P2n
W�� X (θ;α) W��

����� ������Y� ������Y�X	� Y����������� �� χλ
�
P2n

�� ������ 22,

F�� �� ��� ��

��� ��W� k ≥ 3, @��
 ��� �� �� ��		 ������ w := k−1
2 , Q� ��"�� M ∈ N W�

��		���,

M := max
¶
tin−1 + tjn−1, 2t

w
n−1 + δwn−1

∣∣∣ i, j, w ∈ [0, β2n−1 ] , i+ j = k − 1 W�� i �= j
©
,

����� ��� h ∈ [0, β2n−1 ]*

thn−1 �� ��"��� ����Y����	� ��Y� ��W� Λh
2n−1 = H2n−1(thn−1);

λh
n−1 :=

Ä
thn−1, 1, . . . , 1

ä
∈ H2n−1(thn−1); W��

δhn−1 :=




0, �� χλh

n−1
�
P2n−1

�W� ��� ������Y� ������Y�X	� Y����������� �� ������ 2h;

−1, �� χλh
n−1

�
P2n−1

�W� W ������ ������Y�X	� Y���������� �� ������ 2h.



���� �� ��������
� ����� ��
������ ������������ 45

5�����
 !������ 4�� n ∈ N A�� k ∈ [0, β2n ]! ;���(

�"� ����� ������ tkn ∈
[
2n−1 + 1, 2n

]
��C� ��A� Λk

2n = H2n(t
k
n))

�#� �� k > 1� ���� ��� ����� λ ∈ H2n(t
k
n − 1)� χλ

�
P2n

�A� A� 	�A�� ����� ������C� ������C�B	�

C����������� �� ������ 2k!

8����! Q� 
��Y��� X� ����Y���� �� n, C� n ∈ {1, 2} ���� ��� ������
 ��	�� (��� ?�W

	� 3,0,/),

@�� n ≥ 3 �� 
��Y��� X� ����Y���� �� k, <� N�����
 1,0,0 �� ���� ��W� Λ0
2n = H2n(2

n) W��
���Y� ��W� t0n = 2n, C� �����W� k = 1* X� F�

W 3,0,2 �� �W�� ��W� Λ1

2n = H2n(2
n−1) W�� ���Y�

��W� t1n = 2n − 1, M�

��� ��� ��W� k = 2, Q� �W�� �� ���� ��W� Λ2
2n = H2n(2

n − 1), Q� �W��

��W�

H2n(2
n − 1) = H2n−1(2n−1)�H2n−1(2n−1 − 1) = Λ0

2n−1�Λ1
2n−1 ⊆ Λ2

2n ,

����� ��� "��� ���W	��� ��	�� X� F�

W 3,0,5 W�� ����� ��� 	W�� ��Y	����� ��	�� X� F�

W

3,0,6, I� ��� ����� �W��* �� Y	�W�	� �W�� ��W� Λ2
2n ⊆ H2n(2

n − 1)* X�YW��� (2n), (12
n
) /∈ Λ2

2n ,

N� Y��Y	���* �� ���� �� ���� ��W� ��� ����� λ ∈ H2n(t
2
n − 1) = H2n(2

n − 2)* χλ
�
P2n

�W�

����� ������Y� ������Y�X	� Y����������� �� ������ 22, C� λ1 < 2n − 2 ���� λ ∈ H2n(2
n − 3) =

H2n−1(2n−1 − 3)�H2n−1(2n−1)* X� F�

W 3,0,5, B��Y� ����� ����� µ ∈ H2n−1(2n−1 − 3) W��

ν ∈ H2n−1(2n−1) ��Y� ��W� L R(λ;µ, ν) �= 0, C� 
W���Y�	W�* �� µ1 = 2n−1 − x ≤ 2n−1 − 3 ����

����� F�

W 3,0,2* �� ����Y� ��W� ����� ����� ����� ������Y� ������Y�X	� Y����������� θ1, θ2 W��
θ3 �� χ

µ
�
P2n−1

�� ������ 2, I� ��� ����� �W��* ν ∈ H2n−1(2n−1) = Λ0
2n−1 , B��Y� ����� ������ W

	���W� Y���������� L �� χν
�
P2n−1

, N�������� (θ1 × L)
�P2n , (θ2 × L)

�P2n
W�� (θ3 × L)

�P2n
W��

����� ������Y� ������Y�X	� Y���������� �� χλ
�
P2n

�� ������ 22, =������� ��� ��� YW�� λ1 = 2n− 2*

���� L R(λ; (2n−1 − 1, 1), (2n−1 − 1, 1)) �= 0 �= L R(λ; (2n−1 − 2, 12), (2n−1)), <� F�

W 3,/,3*

�� ���� ��W� χ(2n−1−1,1)
�
P2n−1

�W� W� ������Y�X	� Y��������� θ �� ������ 2, B��Y� ����� ������

α ∈ Irr(P2) ��Y� ��W� X (θ;α) �� W� ������Y�X	� Y���������� �� χλ
�
P2n

�� ������ 4, G�������*

X� F�

W 3,0,2 �� ���� ��W� χ(2n−1−2,12)
�
P2n−1

W�
��� ��� ������Y� ������Y�X	� Y����������� ψ1

W�� ψ2 �� ������ 2, Q� Y��Y	��� ��W�

Ä
ψ1 × �P2n−1

ä�P2n
*

Ä
ψ2 × �P2n−1

ä�P2n
W�� X (θ;α) W��

����� ������Y� ������Y�X	� Y����������� �� χλ
�
P2n

�� ������ 22,

F�� �� ��� ��

��� ��W� k ≥ 3, @��
 ��� �� �� ��		 ������ w := k−1
2 , Q� ��"�� M ∈ N W�

��		���,

M := max
¶
tin−1 + tjn−1, 2t

w
n−1 + δwn−1

∣∣∣ i, j, w ∈ [0, β2n−1 ] , i+ j = k − 1 W�� i �= j
©
,

����� ��� h ∈ [0, β2n−1 ]*

thn−1 �� ��"��� ����Y����	� ��Y� ��W� Λh
2n−1 = H2n−1(thn−1);

λh
n−1 :=

Ä
thn−1, 1, . . . , 1

ä
∈ H2n−1(thn−1); W��

δhn−1 :=




0, �� χλh

n−1
�
P2n−1

�W� ��� ������Y� ������Y�X	� Y����������� �� ������ 2h;

−1, �� χλh
n−1

�
P2n−1

�W� W ������ ������Y�X	� Y���������� �� ������ 2h.
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Q� ��		 ��� ���� ��W� M = tkn* �� �����W	���	� ��W� Λk
2n = H2n(M),

N� ���� ��W� Λk
2n ⊇ H2n(M)* �� ���� �� �
	�� ��� ���Y������ ���� ����� YW���* ��
������ ��

��� �W	�� M ,

/, @����* 	�� �� ��

��� ��W� M = tin−1 + tjn−1* ��� ��
� i, j ∈ [0, β2n−1 ]* i + j = k − 1 W��

i �= j, Q� �W��

H2n(M) = H2n−1(tin−1)�H2n−1(tjn−1) = Λi
2n−1�Λj

2n−1 ⊆ Λk
2n ,

���
�Y����	� X� F�

W 3,0,5* ����Y���� ��
������� W�� F�

W 3,0,6, G�������* ���Y� k ≥
3* ������� 	��� �� �����W	��� �� YW� W���
� ��W� i > 1, B��Y� H2n(M − 1) = H2n−1(tin−1 −
1)�H2n−1(tjn−1) X� F�

W 3,0,5, C� λ ∈ H2n(M − 1)* ���� ����� ����� µ ∈ H2n−1(tin−1 − 1)

W�� ν ∈ H2n−1(tjn−1) ��Y� ��W� L R(λ;µ, ν) �= 0, <� ��� ����Y���� ��
������� �����

����� ����� ������Y� ������Y�X	� Y����������� θ1* θ2 W�� θ3 �� χ
µ
�
P2n−1

�� ������ 2i* W�� X�

��"������ ����� ������ W� ������Y�X	� Y���������� ψ �� χν
�
P2n−1

�� ������ 2j , C� ��		��� ��W�

(θ1 × ψ)
�P2n

* (θ2 × ψ)
�P2n

W�� (θ3 × ψ)
�P2n

W�� ����� ������Y� ������Y�X	� Y����������� ��

χλ
�
P2n

�� ������ 2k,

0, @�� ��� ��Y��� YW�� �� W���
� ��W� δwn−1 = 0 W�� M = 2twn−1, C� ���� ������� �� �X�����

��W� k 
��� X� ����Y�	� ���W��� ��W� 3, C� �WY�* �� k = 3 ���� ?�W

	� 3,0,/ W�� F�

W

3,0,2 ���� ��W� M = 2t1n−1 = 2(2n−1− 1) = 2n− 2, I� ��� ����� �W��* X� ��"������ �� M
�� ���� ��W� M = max

{
t0n−1 + t2n−1, 2

n − 2
}
= t0n−1 + t2n−1 = 2n−1 + 2n−1 − 1 = 2n − 1

W�� ���� �� W Y����W��Y����, B��Y� �� YW� W���
� ��W� k > 3, F�� λ ∈ H2n(M), C�

λ1 = M * ���� L R
(
λ;λw

n−1, λ
w
n−1

)
�= 0, L�YW		 ��W� δwn−1 = 0 
�W�� ��W� χλw

n−1
�
P2n−1

�W� ��� ������Y� ������Y�X	� Y����������� θ1 W�� θ2 �� ������ 2
w
, B��Y� (θ1 × θ2)

�P2n
�� W�

������Y�X	� Y���������� �� χλ
�
P2n

�� ������ 2k W�� ��������� λ ∈ Λk
2n ,

C� twn−1 ≤ λ1 < M * ���� L R
(
λ;λw

n−1, µ
)
�= 0 ��� ��
� µ ∈ H (2n−1)* ���� µ1 = λ1−twn−1 <

M−twn−1 = twn−1, C� 
W���Y�	W�* µ ∈ H2n−1

(
twn−1 − 1

)
, M��Y� w = k−1

2 > 1* X� ��� ����Y����
��
������� ����� ����� ����� ������Y� ������Y�X	� Y����������� ψ1, ψ2 W�� ψ3 �� χ

µ
�
P2n−1

��

������ 2w, F�� θ1 W�� θ2 X� W� �� ��� 
������� YW��* W�� ��

��� ������� 	��� �� �����W	���

��W� θ1 /∈ { ψ2, ψ3 } W�� ��W� θ2 �= ψ1, N��� (θ1×ψ2)
�P2n , (θ1×ψ3)

�P2n
W�� (θ2×ψ1)

�P2n

W�� ����� ������Y� ������Y�X	� Y����������� �� χλ
�
P2n

�� ������ 2k, C� 
W���Y�	W�* λ ∈ Λk
2n ,

M�

��� ��� ��W� 1 ≤ λ1 < twn−1* ���� �� �W��

(λ′)1 = 2n + 1− λ1 > 2n + 1− twn−1 ≥ 2n + 1− 2n−1

= 2n−1 + 1 ≥ t
k+1
2

n−1 + 1 > t
k+1
2

n−1.

M��Y� λ′ ∈ H2n(M)* ���
 ��� 
������� YW�� �� ����Y� ��W� λ′ ∈ Λk
2n W�� �� Y��Y	��� ��W�

λ ∈ Λk
2n * W� Λ

k
2n �� Y	���� ����� Y�����W���� �� 
W��������,

1, @��W		� Y������� ��� YW�� ����� δwn−1 = −1 W�� M = 2twn−1 − 1, ;������ ��WY�	� W�

WX��� �� �X����� ��W� k > 3 W�� ���Y� ��W� w = k−1
2 > 1, G�������* �� ���� YW�� ��
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�W�� ��W� χλw
n−1

�
P2n−1

�W� W ������ ������Y�X	� Y���������� ψ �� ������ 2w, F�� �� "�

λ ∈ H2n(M), C� λ1 = M * ���� L R
(
λ;λw

n−1, µ
)
�= 0* ��� ��
� µ ∈ H2n−1

(
twn−1 − 1

)
,

C����� H2n(M) = H2n−1

(
twn−1

)
�H2n−1

(
twn−1 − 1

)
* X� F�

W 3,0,5, O���� ��� ����Y����

��
������� �� µ* �� �W�� ��W� ����� ����� ����� ������Y� ������Y�X	� Y����������� θ1, θ2 W��
θ3 �� χ

µ
�
P2n−1

�� ������ 2w, Q������ 	��� �� �����W	��� �� YW� ��

��� ��W� ψ �= θ1* ���Y�

(ψ × θ1)
�P2n

�� W� ������Y�X	� Y���������� �� χλ
�
P2n

�� ������ 2k, N�������� λ ∈ Λk
2n ,

C� �����W� λ1 < M * X� F�

W 3,0,5 �� �W��

λ ∈ H2n(M − 1) = H2n−1

(
twn−1 − 1

)
�H2n−1

(
twn−1 − 1

)
.

B��Y� ����� ����� µ, ν ∈ H2n−1

(
twn−1 − 1

)
��Y� ��W� L R(λ;µ, ν) �= 0, <� ����Y���� �����

����� ����� ������Y� ������Y�X	� Y����������� θ1, θ2 W�� θ3 �� χµ
�
P2n−1

W�� ����� ������Y�

���� σ1, σ2 W�� σ3 �� χν
�
P2n−1

* W		 �� ���
 �� ������ 2w, Q������ 	��� �� �����W	���

�� YW� ��

��� ��W� θ1 /∈ { σ2, σ3 } W�� θ2 �= σ3, B��Y� (θ1 × σ2)
�P2n , (θ1 × σ3)

�P2n

W�� (θ2 × σ3)
�P2n

W�� ����� ������Y� ������Y�X	� Y����������� �� χλ
�
P2n

�� ������ 2k, C�


W���Y�	W�* λ ∈ Λk
2n ,

Q� Y	W�
 ���� ��W� Λk
2n ⊆ H2n(M), N� �� ����* ��

��� X� Y����W��Y���� ��W� ����� ������

λ ∈ Λk
2n � H2n(M) W�� ������� 	��� �� �����W	��� ��

��� W	�� ��W� λ1 ≥ M + 1, <� ��"������

����� ������ φ ∈ Irr(P2n) ��Y� ��W�

î
χλ

�
P2n

, φ
ó
�= 0 W�� φ(1) = 2k,

N� 
���� ��� Y	W�
 ����� W�� ����� YW��� �� Y�������

=W�� /, M�

��� "��� ��W� φ = X (ψ, α) ���� ψ ∈ Irr(P2n−1)* ψ(1) = 2
k
2
W�� α ∈ Lin(P2), B��Y�

����� ����� µ, ν ∈ H (2n−1) ��Y� ��W� L R(λ;µ, ν) �= 0 W�� ψ �� X��� W� ������Y�X	�

Y���������� �� χµ
�
P2n−1

W�� �� χν
�
P2n−1

, N�������� µ, ν ∈ Λ
k
2

2n−1 , <� ��� ����Y����

��
������� W�� X� N�����
 3,0,3* �� �W��

H2n−1

Å
t
k
2
n−1

ã
= Λ

k
2

2n−1 ⊆ Λ
k
2
−1

2n−1 = H2n−1

Å
t
k
2
−1

n−1

ã
.

C� 
W���Y�	W�* t
k
2
n−1 ≤ t

k
2
−1

n−1 W�� ���� �

	��� ��W�

2t
k
2
n−1 ≤ t

k
2
n−1 + t

k
2
−1

n−1 ≤ M.

N��� �����W	��� ����� ��W� H2n

Å
2t

k
2
n−1

ã
⊆ H2n(M), M��Y� µ, ν ∈ Λ

k
2

2n−1 = H2n−1

Å
t
k
2
n−1

ã
* ��

�W�� λ ∈ H2n−1

Å
t
k
2
n−1

ã
�H2n−1

Å
t
k
2
n−1

ã
, O���� F�

W 3,0,5 �� Y��Y	��� ��W�

λ ∈ H2n−1

Å
t
k
2
n−1

ã
�H2n−1

Å
t
k
2
n−1

ã
= H2n

Å
2t

k
2
n−1

ã
⊆ H2n(M).

N��� �� W Y����W��Y���� W� λ1 ≥ M + 1,
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�W�� ��W� χλw
n−1

�
P2n−1

�W� W ������ ������Y�X	� Y���������� ψ �� ������ 2w, F�� �� "�

λ ∈ H2n(M), C� λ1 = M * ���� L R
(
λ;λw

n−1, µ
)
�= 0* ��� ��
� µ ∈ H2n−1

(
twn−1 − 1

)
,

C����� H2n(M) = H2n−1

(
twn−1

)
�H2n−1

(
twn−1 − 1

)
* X� F�

W 3,0,5, O���� ��� ����Y����

��
������� �� µ* �� �W�� ��W� ����� ����� ����� ������Y� ������Y�X	� Y����������� θ1, θ2 W��
θ3 �� χ

µ
�
P2n−1

�� ������ 2w, Q������ 	��� �� �����W	��� �� YW� ��

��� ��W� ψ �= θ1* ���Y�

(ψ × θ1)
�P2n

�� W� ������Y�X	� Y���������� �� χλ
�
P2n

�� ������ 2k, N�������� λ ∈ Λk
2n ,

C� �����W� λ1 < M * X� F�

W 3,0,5 �� �W��

λ ∈ H2n(M − 1) = H2n−1

(
twn−1 − 1

)
�H2n−1

(
twn−1 − 1

)
.

B��Y� ����� ����� µ, ν ∈ H2n−1

(
twn−1 − 1

)
��Y� ��W� L R(λ;µ, ν) �= 0, <� ����Y���� �����

����� ����� ������Y� ������Y�X	� Y����������� θ1, θ2 W�� θ3 �� χµ
�
P2n−1

W�� ����� ������Y�

���� σ1, σ2 W�� σ3 �� χν
�
P2n−1

* W		 �� ���
 �� ������ 2w, Q������ 	��� �� �����W	���

�� YW� ��

��� ��W� θ1 /∈ { σ2, σ3 } W�� θ2 �= σ3, B��Y� (θ1 × σ2)
�P2n , (θ1 × σ3)

�P2n

W�� (θ2 × σ3)
�P2n

W�� ����� ������Y� ������Y�X	� Y����������� �� χλ
�
P2n

�� ������ 2k, C�


W���Y�	W�* λ ∈ Λk
2n ,

Q� Y	W�
 ���� ��W� Λk
2n ⊆ H2n(M), N� �� ����* ��

��� X� Y����W��Y���� ��W� ����� ������

λ ∈ Λk
2n � H2n(M) W�� ������� 	��� �� �����W	��� ��

��� W	�� ��W� λ1 ≥ M + 1, <� ��"������

����� ������ φ ∈ Irr(P2n) ��Y� ��W�

î
χλ

�
P2n

, φ
ó
�= 0 W�� φ(1) = 2k,

N� 
���� ��� Y	W�
 ����� W�� ����� YW��� �� Y�������

=W�� /, M�

��� "��� ��W� φ = X (ψ, α) ���� ψ ∈ Irr(P2n−1)* ψ(1) = 2
k
2
W�� α ∈ Lin(P2), B��Y�

����� ����� µ, ν ∈ H (2n−1) ��Y� ��W� L R(λ;µ, ν) �= 0 W�� ψ �� X��� W� ������Y�X	�

Y���������� �� χµ
�
P2n−1

W�� �� χν
�
P2n−1

, N�������� µ, ν ∈ Λ
k
2

2n−1 , <� ��� ����Y����

��
������� W�� X� N�����
 3,0,3* �� �W��

H2n−1

Å
t
k
2
n−1

ã
= Λ

k
2

2n−1 ⊆ Λ
k
2
−1

2n−1 = H2n−1

Å
t
k
2
−1

n−1

ã
.

C� 
W���Y�	W�* t
k
2
n−1 ≤ t

k
2
−1

n−1 W�� ���� �

	��� ��W�

2t
k
2
n−1 ≤ t

k
2
n−1 + t

k
2
−1

n−1 ≤ M.

N��� �����W	��� ����� ��W� H2n

Å
2t

k
2
n−1

ã
⊆ H2n(M), M��Y� µ, ν ∈ Λ

k
2

2n−1 = H2n−1

Å
t
k
2
n−1

ã
* ��

�W�� λ ∈ H2n−1

Å
t
k
2
n−1

ã
�H2n−1

Å
t
k
2
n−1

ã
, O���� F�

W 3,0,5 �� Y��Y	��� ��W�

λ ∈ H2n−1

Å
t
k
2
n−1

ã
�H2n−1

Å
t
k
2
n−1

ã
= H2n

Å
2t

k
2
n−1

ã
⊆ H2n(M).

N��� �� W Y����W��Y���� W� λ1 ≥ M + 1,



5. ��
���� �� ����� ��
������ ������������ ��� P = 2

=W�� 0, M�

��� ��� ��W� φ = (φ1 × φ2)
�P2n

* ����� φ1, φ2 ∈ Irr(P2n−1) W�� φ1 �= φ2, N���

����� ����� µ1, µ2 ∈ H (2n−1) ��Y� ��W� L R(λ;µ1, µ2) �= 0 W�� φ1 (���
�Y����	� φ2) �� W�

������Y�X	� Y���������� �� µ1

�
P2n−1

(���
�Y����	� µ2

�
P2n−1

), Q� ���� �� ����������� ���

YW���8 ��� "��� ��� ��	�� ���� φ1(1) = 2i W�� φ2(1) = 2j * ���� i, j ∈ [0, β2n−1 ]* i �= j W��
i+ j = k− 1, C� ���� YW�� µ1 ∈ Λi

2n−1 W�� µ2 ∈ Λj
2n−1 , B��Y�* X� ��� ����Y���� ��
�������*

F�

W 3,0,5 W�� ��� ��"������ �� M �� ��� ��W�

λ ∈ Λi
2n−1�Λj

2n−1 = H2n−1

(
tin−1

)
�H2n−1

Ä
tjn−1

ä
= H2n−1

Ä
tin−1 + tjn−1

ä
⊆ H2n(M).

N��� �� W Y����W��Y���� W� λ1 ≥ M + 1,

=W�� 1, @��W		� Y������� ���� φ1 �= φ2 X�� φ1(1) = φ2(1) = 2w, C� ���� ������� �� �W�� ��W�

µ1, µ2 ∈ Λw
2n−1 , <� ��� ����Y���� ��
������� Λw

2n−1 = H2n−1

(
twn−1

)
,

C� 
W���Y�	W�* (µ1)1, (µ2)1 ≤ twn−1, B��Y� �� �W��

2twn−1 ≤ M + 1 ≤ λ1 ≤ (µ1)1 + (µ2)2 ≤ 2twn−1, (3,0)

����� ��� "��� ��	W���� ��	�� X� ��"������ �� M * ��� ��Y��� ��� X� W���

���� W�� ���

����� ��� X� F�

W 0,0,6, N�������� (3,0) �� W Y�W�� �� ���W	����� W�� �� 
W���Y�	W�*

(µ1)1 = (µ2)1 = twn−1, B��Y� µ1 = µ2 = λw
n−1, N��� δwn−1 = 0 ���Y� X� W���

���� φ1 W��

φ2 W�� ��� ������Y� ������Y�X	� Y����������� �� λw
n−1

�
P2n−1

�� ������ 2w, <� ��"������*

M = max
¶
tin−1 + tjn−1, 2t

w
n−1

∣∣∣ i, j, w ∈ [0, β2n−1 ] , i+ j = k − 1 W�� i �= j
©
.

M��Y� (3,0) �� W Y�W�� �� ���W	����� �� ���M+1 = λ1 = 2twn−1 ≤ M * ���Y� �� W Y����W��Y����,

N��� 
����� ��� Y	W�
,

Q� YW� ��� 
���� ��� 
W�� ����	� �� ���� Y�W
���8

5�����
 !������ 4�� n ∈ N A�� k ∈ [0, βn]! ;���(

�"� ����� ������ T k
n ∈ [1, n] ��C� ��A� Λk

n = Hn(T
k
n ))

�#� �� k > 1� ��� ����� λ ∈ Hn(T
k
n − 1)� χλ

�
Pn

�A� ����� ������C� ������C�B	� C����������� ��

������ 2k!

8����! Q� 
��Y��� X� ����Y���� �� n8 �� n = 1 ���� k = 0 W�� ��� ��W��
��� �� �X�����, F��

n ≥ 2 W�� 	�� n =
∑r

i=1 2
ni

X� ��� X��W�� ��
W�����, <� N�����
 3,0,/.* ��� ����� i ∈ [1, r] W��

����� di ∈ [0, β2ni ] ����� ������ tdini
∈
[
2ni−1 + 1, 2ni

]
��Y� ��W� Λdi

2ni = H2ni

(
tdini

)
, >�"��

M := max
{
tj1n1

+ · · ·+ tjrnr

∣∣∣ ji ∈ [0, β2ni ] ��� ����� i ∈ [1, r] W�� j1 + · · ·+ jr = k
}
.

Q� �W�� �� 
���� ��W� Λk
n = Hn(M), F�� j1 ∈ [0, β2n1 ] , . . . , jr ∈ [0, β2nr ] X� ��Y� ��W� M =

tj1n1 + · · ·+ tjrnr , Q� �W��

Hn(M) = H2n1 (tj1n1
)� · · ·�H2nr (tjrnr

) = Λj1
2n1� · · ·�Λjr

2nr ⊆ Λk
n,

���� �� ��������
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����� ��� "��� ���W	��� ��	�� X� F�

W 3,0,5* ��� ��Y��� X� N�����
 3,0,/. W�� ��� ��Y	�����

X� F�

W 3,0,7,

N� 
���� 
W�� (/) �� ��� ������
 �� ��
W��� �� ���� ��W� Λk
n ⊆ Hn(M), F�� λ ∈ Λk

n,

N��� ����� ������ W� ������Y�X	� Y���������� φ �� χλ
�
Pn

�� ������ 2k, N�� ����Y���� �� Pn

���Y����� �� ��Y���� 0,1 �

	��� ��W� φ = φ1 × · · · × φr* ��� ��
� φi ∈ Irr(P2ni ) ��� �����

i ∈ [1, r] ��Y� ��W� φi(1) = 2ji W�� ��Y� ��W� j1 + · · ·+ jr = k, B��Y� ����� ������ µi ∈ H (2ni)
���� φi W� W� ������Y�X	� Y���������� �� ��� ������Y���� χµi

�
P2ni

��� ����� i ∈ [1, r]* ��Y� ��W�

L R(λ;µ1, . . . , µr) �= 0, C� 
W���Y�	W�* X� N�����
 3,0,/. ����� ������ tjini ∈
[
2ni−1 + 1, 2ni

]
��Y�

��W� µi ∈ Λji
2ni = H2ni (t

ji
ni), N�������� X� F�

W 3,0,5*

λ ∈ H2n1

(
tj1n1

)
� · · ·�H2nr

(
tjrnr

)
= Hn

(
tj1n1

+ · · ·+ tjrnr

)
⊆ Hn (M) ,

����� ��� 	W�� ��Y	����� ��		��� ���
 ��� ��"������ �� M ,

C� ����� �� 
���� ��W��
��� (0)* 	�� �� "� k > 1, @��
 ��� ���Y������ WX���* �� ���� ��W�

Λk
n = Hn(T

k
n )* ����� T k

n = tj1n1 + · · · + tjrnr ��� ����WX	� j1 ∈ [0, β2n1 ], . . . , jr ∈ [0, β2nr ] ��Y� ��W�

j1 + · · · + jr = k, M��Y� k > 1* �� YW� ��

��� ������� 	��� �� �����W	��� ��W� j1 > 1, F�� λ ∈
Hn(T

k
n − 1), <� F�

W 3,0,5* Hn(T

k
n − 1) = H2n1

Ä
tj1n1 − 1

ä
� · · ·�H2nr

Ä
tjrnr

ä
, B��Y� ����� �����

µ1 ∈ H2n1

Ä
tj1n1 − 1

ä
W�� µi ∈ H2ni

Ä
tjini

ä
��� ����� i ∈ [2, r] ��Y� ��W� L R(λ;µ1, µ2, . . . , µr) �= 0,

<� ��"������ ����� ������ W� ������Y�X	� Y���������� ψi �� χ
µi
�
P2ni

�� ������ 2ji ��� ����� i ∈ [2, r],

<� N�����
 3,0,/.* ����� ����� ����� ������Y� ������Y�X	� Y����������� φ1, φ2 W�� φ3 �� χ
µ1
�
P2n1

�� ������ 2j1 , N�������� φ1 × ψ2 × · · · × ψr* φ2 × ψ2 × · · · × ψr W�� φ3 × ψ2 × · · · × ψr W�� �����

������Y� ������Y�X	� Y����������� �� χλ
�
Pn

�� ������ 2k,
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����� ��� "��� ���W	��� ��	�� X� F�

W 3,0,5* ��� ��Y��� X� N�����
 3,0,/. W�� ��� ��Y	�����

X� F�

W 3,0,7,

N� 
���� 
W�� (/) �� ��� ������
 �� ��
W��� �� ���� ��W� Λk
n ⊆ Hn(M), F�� λ ∈ Λk

n,

N��� ����� ������ W� ������Y�X	� Y���������� φ �� χλ
�
Pn

�� ������ 2k, N�� ����Y���� �� Pn

���Y����� �� ��Y���� 0,1 �

	��� ��W� φ = φ1 × · · · × φr* ��� ��
� φi ∈ Irr(P2ni ) ��� �����

i ∈ [1, r] ��Y� ��W� φi(1) = 2ji W�� ��Y� ��W� j1 + · · ·+ jr = k, B��Y� ����� ������ µi ∈ H (2ni)
���� φi W� W� ������Y�X	� Y���������� �� ��� ������Y���� χµi

�
P2ni

��� ����� i ∈ [1, r]* ��Y� ��W�

L R(λ;µ1, . . . , µr) �= 0, C� 
W���Y�	W�* X� N�����
 3,0,/. ����� ������ tjini ∈
[
2ni−1 + 1, 2ni

]
��Y�

��W� µi ∈ Λji
2ni = H2ni (t

ji
ni), N�������� X� F�

W 3,0,5*

λ ∈ H2n1

(
tj1n1

)
� · · ·�H2nr

(
tjrnr

)
= Hn

(
tj1n1

+ · · ·+ tjrnr

)
⊆ Hn (M) ,

����� ��� 	W�� ��Y	����� ��		��� ���
 ��� ��"������ �� M ,

C� ����� �� 
���� ��W��
��� (0)* 	�� �� "� k > 1, @��
 ��� ���Y������ WX���* �� ���� ��W�

Λk
n = Hn(T

k
n )* ����� T k

n = tj1n1 + · · · + tjrnr ��� ����WX	� j1 ∈ [0, β2n1 ], . . . , jr ∈ [0, β2nr ] ��Y� ��W�

j1 + · · · + jr = k, M��Y� k > 1* �� YW� ��

��� ������� 	��� �� �����W	��� ��W� j1 > 1, F�� λ ∈
Hn(T

k
n − 1), <� F�

W 3,0,5* Hn(T

k
n − 1) = H2n1

Ä
tj1n1 − 1

ä
� · · ·�H2nr

Ä
tjrnr

ä
, B��Y� ����� �����

µ1 ∈ H2n1

Ä
tj1n1 − 1

ä
W�� µi ∈ H2ni

Ä
tjini

ä
��� ����� i ∈ [2, r] ��Y� ��W� L R(λ;µ1, µ2, . . . , µr) �= 0,

<� ��"������ ����� ������ W� ������Y�X	� Y���������� ψi �� χ
µi
�
P2ni

�� ������ 2ji ��� ����� i ∈ [2, r],

<� N�����
 3,0,/.* ����� ����� ����� ������Y� ������Y�X	� Y����������� φ1, φ2 W�� φ3 �� χ
µ1
�
P2n1

�� ������ 2j1 , N�������� φ1 × ψ2 × · · · × ψr* φ2 × ψ2 × · · · × ψr W�� φ3 × ψ2 × · · · × ψr W�� �����

������Y� ������Y�X	� Y����������� �� χλ
�
Pn

�� ������ 2k,



50 ��
���� �� ����� ��
������ ������������ ��� P = 2

Q� Y��Y	��� ���� Y�W
��� X� ��
	�Y��	� Y�

����� Tαn
n , <� ����� ����* �� 
W�W�� �� ��������

����� Y�W�WY���� χ ∈ IrrH (Sn) ��Y� ��W� χ
�
Pn

W�
��� ������Y�X	� Y����������� �� ����� 
����X	�

������,

*�������� !������ @�� n ∈ N* ��"�� τn ∈ [2n−1 + 1, 2n] X�

τ1 = 2, τ2 = 3, τ3 = 7, τ4 = 13, τ5 = 26, W��

τn = 2n−1 + 2n−2 + 2n−5 + 2n−6
��� n ≥ 6.

H���Y� ��W� τn = 2τn−1 ��� W�� n ≥ 7,

;� ���W	* �� ��W�� X� �������� ��� YW�� ����� n �� W 
���� �� 2,

2��
������� !������ /�� ����� n ∈ N� T β2n

2n = τn! 5�������� �� n ≥ 6 A�� λ ∈ Λβ2n

2n ���� �����

����� A� 	�A�� ����� ������C� ������C�B	� C����������� �� χλ
�
P2n

�� ������ 2β2n
!

8����! Q� 
��Y��� X� ����Y���� �� n, C� n ≤ 6 ���� ��� ��W��
��� ��	�� X� ����Y� Y�

��W����,

N�� YW��� n ∈ { 1, 2, 3 } �W� W	��W�� X��� Y�

���� �� ?�W

	� 3,0,/, C� n = 4* β24 = 5 W��

W� ������Y�X	� Y�W�WY��� �� ������ 25 �� �� ��� ���
 (γ × δ)
�P24

���� γ(1) = δ(1) = 22, B��Y�

λ ∈ Λ5
24 �� (χλ)

�
S8×S8

�W� W Y���������� µ1 × µ2 ��Y� ��W� µ1, µ2 ∈ Λ2
8 = H8(7), N��� X�

F���	�����+L�Y�W����� ��	�* �� YW� ��� ��W� ���� �W

��� �� λ1 ∈ [4, 13], N��� Λ8
16 = H16(13),

H���Y� ��W� (13, 13) �W� ��	� ��� ������Y� ������Y�X	� Y����������� �� ������ 25 �� ��� ������Y���� ��

P24 * �W� θ1 W�� θ2, Q� YW� W���� �� ��� �W
� �W� ��� ��� YW�� n = 5, H���Y� ��W� Λ11
25 = H25(26)*

X�� �� λ = (26, 16) ���� ��� ������Y���� �� ��� M�	�� ��X����
 P25 �W� W ������ ������Y�X	�

Y���������� �� 
W��
�
 ������ 211* WY������ X� ����Y���� θ1 × θ2 �� P25 , @��W		�* 	�� n = 6 W��
λ ∈ H (26), C� λ = (52, 112) ���� ����� �� χ(26,16) × χ(26,16)

�� ��� ������Y���� (χλ)
�
S25×S25

* X��

���� ��� ����� W� ������Y�X	� Y�W�WY��� �� ������ 2β
26

= 223, C�����* W� �� �W�� ���� �� ��� 
�������

YW��* (χ(26,16))
�
P25

�W� W ������ ������Y�X	� Y���������� �� ������ 211, B��Y�* Λ23
26 = H26(51) W��

51 = 25 + 24 + 21 + 20* W� �� �W����, H���Y� W	�� ��W� ���Y� (χµ)
�
P25

�W� W� 	�W�� ����� ������Y�

������Y�X	� Y���������� �� ������ 211 ��� µ ∈ Λ11
25 \

{
(26, 16), (7, 125)

}
* ���� ����� λ ∈ Λ23

26 �W� W�

	�W�� ����� ������Y� ������Y�X	� Y����������� �� ��� ������Y���� �� P26 ,

F�� ��� n ≥ 7, Q� �W�� �� ���� ��W� Λβ2n

2n = H2n(τn), A���� λ ∈ Λβ2n

2n * ����� ������ W�

������Y�X	� Y���������� φ �� χλ
�
Pn

�� ������ 2β2n
, ;� �� �W�� ���� �� ��� 
���� �� J��
�������

3,0,1* φ = (φ1 × φ2)
�P2n

���� φ1, φ2 ∈ Irr(P2n−1)* φ1 �= φ2 W�� φ1(1) = φ2(1) = 2β2n−1
, B��Y�*

����� ������ µ1, µ2 ∈ H (2n−1) ��Y� ��W� L R(λ;µ1, µ2) �= 0 W�� ��Y� ��W�

[
χµi

�
P2n−1

, φi

]
�= 0

��� W		 i ∈ {1, 2}, C� 
W���Y�	W�* µ1, µ2 ∈ Λ
β2n−1

2n−1 W�� X� ��� ����Y���� ��
������� �� ���� ��W�

Λ
β2n−1

2n−1 = H2n−1(τn−1), O���� ����� �X����W����� �������� ���� F�

W 3,0,5 �� Y��Y	��� ��W�

λ ∈ H2n−1(τn−1)�H2n−1(τn−1) = H2n(2τn−1) = H2n(τn).

C� ����� �� 
���� ��� ����� ��Y	�����* �� Y������� λ ∈ H2n(τn), @��
 F�

W 3,0,5 W�� ���

����Y���� ��
�������* �� ���� ��W�

H2n(τn) = H2n−1(τn−1)�H2n−1(τn−1) = Λ
β2n−1

2n−1 �Λ
β2n−1

2n−1 .
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N�������� ����� ����� µ, ν ∈ Λ
β2n−1

2n−1 ��Y� ��W� χµ × χν | (χλ)
�
S2n−1×S2n−1

, N�� ����Y����

��
������� �

	��� ��W� X��� χµ
�
P2n−1

W�� χν
�
P2n−1

W�
�� ����� ������Y� ������Y�X	� Y�����������

�� ������ 2β2n−1
, >����� X� φ1, φ2, φ3 ����� Y����������� �� χµ

�
P2n−1

W�� X� ψ1, ψ2, ψ3 �����

Y����������� �� χν
�
P2n−1

, C� ψj /∈ {φ1, φ2, φ3} ��� ��
� j ∈ [1, 3]* ���� (φ1×ψj)
�P2n , (φ2×ψj)

�P2n

W�� (φ3 × ψj)
�P2n

W�� ����� ������Y� ������Y�X	� Y����������� �� χλ
�
P2n

�� ������ 2β2n
, I� ���

����� �W��* �� ψj ∈ {φ1, φ2, φ3} ��� W		 j ∈ [1, 3]* ���� �� YW� W���
� ������� 	��� �� �����W	���

��W� φi = ψi ��� W		 i ∈ [1, 3], C� ���� YW�� �� �W�� ��W� (φ1 × ψ2)
�P2n , (φ2 × ψ3)

�P2n
W��

(φ3 × ψ1)
�P2n

W�� ����� ������Y� ������Y�X	� Y����������� �� χλ
�
P2n

�� ������ 2β2n
, G�������*

λ ∈ Λβ2n

2n W� �������,

2��
������� !���� � 1� n ∈ N A�� n =
∑r

i=1 2
ni

�� ��� B��A�� ��
A������ ���� T βn
n =

∑r
i=1 τni !

8����! ;������ ��WY�	� W� �� ��� 
���� �� N�����
 3,0,//* �� �W�� ��W�

T βn
n = max{T j1

n1
+ · · ·+ T jr

nr
| ji ∈ [0, β2ni ] ��� i ∈ [1, r], W��

r∑
i=1

ji = βn}.

M��Y� βn =
∑r

i=1 β2ni * �� ����Y� ��W� T
βn
n = T

β2n1
n1 + · · · + T β2nr

nr , N�� ��W��
��� ��� ��		���

���
 J��
������� 3,0,/1,

3�
8�� !����!� <� N�����
� 3,0,3 W�� 3,0,// �� ���� ��W� ��� ����� k ∈ [0, βn] �� �W��

Hn(T
βn
n ) = Λβn

n ⊆ Λk
n, @��
 J��
������� 3,0,/2 �� �X����� ��W� ��� 
W������ �� ��� �	�
���� ��

H (n) W�� Y���W���� �� Hn(T
βn
n ), N��� ����� ��W� ��� ������Y���� �� Pn �� 
��� �� ��� ������Y�X	�

Y�W�WY���� 	WX�		�� X� ���� 
W�������� W�
�� ������Y�X	� Y����������� �� ����� 
����X	� ������,
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N�������� ����� ����� µ, ν ∈ Λ
β2n−1

2n−1 ��Y� ��W� χµ × χν | (χλ)
�
S2n−1×S2n−1

, N�� ����Y����

��
������� �

	��� ��W� X��� χµ
�
P2n−1

W�� χν
�
P2n−1

W�
�� ����� ������Y� ������Y�X	� Y�����������

�� ������ 2β2n−1
, >����� X� φ1, φ2, φ3 ����� Y����������� �� χµ

�
P2n−1

W�� X� ψ1, ψ2, ψ3 �����

Y����������� �� χν
�
P2n−1

, C� ψj /∈ {φ1, φ2, φ3} ��� ��
� j ∈ [1, 3]* ���� (φ1×ψj)
�P2n , (φ2×ψj)

�P2n

W�� (φ3 × ψj)
�P2n

W�� ����� ������Y� ������Y�X	� Y����������� �� χλ
�
P2n

�� ������ 2β2n
, I� ���

����� �W��* �� ψj ∈ {φ1, φ2, φ3} ��� W		 j ∈ [1, 3]* ���� �� YW� W���
� ������� 	��� �� �����W	���

��W� φi = ψi ��� W		 i ∈ [1, 3], C� ���� YW�� �� �W�� ��W� (φ1 × ψ2)
�P2n , (φ2 × ψ3)

�P2n
W��

(φ3 × ψ1)
�P2n

W�� ����� ������Y� ������Y�X	� Y����������� �� χλ
�
P2n

�� ������ 2β2n
, G�������*

λ ∈ Λβ2n

2n W� �������,

2��
������� !���� � 1� n ∈ N A�� n =
∑r

i=1 2
ni

�� ��� B��A�� ��
A������ ���� T βn
n =

∑r
i=1 τni !

8����! ;������ ��WY�	� W� �� ��� 
���� �� N�����
 3,0,//* �� �W�� ��W�

T βn
n = max{T j1

n1
+ · · ·+ T jr

nr
| ji ∈ [0, β2ni ] ��� i ∈ [1, r], W��

r∑
i=1

ji = βn}.

M��Y� βn =
∑r

i=1 β2ni * �� ����Y� ��W� T
βn
n = T

β2n1
n1 + · · · + T β2nr

nr , N�� ��W��
��� ��� ��		���

���
 J��
������� 3,0,/1,

3�
8�� !����!� <� N�����
� 3,0,3 W�� 3,0,// �� ���� ��W� ��� ����� k ∈ [0, βn] �� �W��

Hn(T
βn
n ) = Λβn

n ⊆ Λk
n, @��
 J��
������� 3,0,/2 �� �X����� ��W� ��� 
W������ �� ��� �	�
���� ��

H (n) W�� Y���W���� �� Hn(T
βn
n ), N��� ����� ��W� ��� ������Y���� �� Pn �� 
��� �� ��� ������Y�X	�

Y�W�WY���� 	WX�		�� X� ���� 
W�������� W�
�� ������Y�X	� Y����������� �� ����� 
����X	� ������,
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����Y ����
 �� n �	�
����, F�� FSn X� ��� W���Y�W���

����
 W	��X�W, C� �� W� �
�� 
��X	�
 �� �����
��� ��� �����Y�� �� ��
� �

���W�� �W
�	��� ��

FSn+
���	��* ��� ����W�Y� ��� M
�Y�� 
���	��,

C� ���� Y�W
��� �� ���	� 	��� �� Y�		�Y� ��
� ����	�� �� ���� ��
�Y, H���Y� ��W� W 
�������

������ �� �����Y�� �� ��

	� 
���	�� �W� X��� 
W�� X� M, >W�� W�� <, E 	��W

�� �� U6V,

Q� ����YW�� ��� "��� ��Y���� �� ���� Y�W
��� �� ��� �����Y�� �� M
�Y�� 
���	��, @���� ��


������ W Y�W�WY�����W���� �� ��

	� M
�Y�� 
���	��8 N�����
 4,/,/ ��� p = 2 W�� N�����
 4,/,0

��� p ���, N��� �� Y�

	���	� ���Y��X� ��� �����Y�� �� ��

	� M
�Y�� 
���	�� �� N�����
� 4,/,1

W�� 4,/,2, N� �� ���� �� ��"�� 
W��� �� 
W�������� W�� ������ S���� 
���	��,

;���� ��W� �� ���� W Y�W�WY�����W���� �� ����Y�

��WX	� M
�Y�� 
���	� (N�����
 4,/,3),

C� ���� YW�� �� �� ��� �W�� W ������Y ���Y��
���� �� ��� �����Y��, B������ �� ���Y��X� W 	����

X���� �� N�����
 4,/,6 W�� �� ��
	�Y���	� Y�

��� ��� �
�Y�W	 YW���,

Q� ���� ���� �� M�Y���� 4,0 �� ���Y� �� Y�		�Y� ��� ����	�� WX��� �����Y�� �� ��

	� 
���	��

Dλ
, N���� W�� ��
� �
�Y�W	 YW��� ��� ���Y� ��� Y�

��W���� �W� X��� ����* �� 
W���Y�	W� ��� W

��

	� 
���	� 	WX�		�� X� W ���� 
W�������,

Q� ��Y	��� ��
� ����	�� Y��Y������ �����W	 ����Y� M
�Y�� 
���	�� �� ��� 	W�� ��Y����* �����

X����� ������� �� ��� ��"������ �� W MY��� 
���	�, @��W		� �� W�� WX	� �� �W� ��
������ WX���

��� ��Y�

������� �� W 
��
��W���� 
���	� Mλ
���� S���� 
���	��, C�����* ��	� ��� �� �����

����Y�

��WX	� ��

W�� �� ���
��
��Y �� W MY��� 
���	�, C� �� ��� ��� 
W�� ����	� �� ����

Y�W
��� �� �����
��� ���Y� ���, N��� �� N�����
 4,1,5,

L�YW		 ��W� FG ������� ��� �����W	 FG+
���	� ���� G �� W "���� ����
,

��� (�
��,�� �� &��,�� 	������

N�� "��� �W
�	� �� FSn+
���	�� ��W� �� Y������� W�� ��� M
�Y�� 
���	��, L�YW		 ��W� �� λ
�� W 
W������� �� n* Sλ

�� ��� W���Y�W��� M
�Y�� 
���	�,

N�� ����	���� ��W� �� �X�W�� WX��� ��� �����Y�� �� W M
�Y�� 
���	� �� ���
�� �� ��� 
���	�

�� ��

	�, N�������� �� �
	�� ���� ��Y���� ���� ��� 
W���8 ��� "��� ��� ��Y���� �� ��

	� M
�Y��


���	��* W�� ��� ��Y��� ��� �� ����Y�

��WX	� M
�Y�� 
���	��,
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F�� F X� W "�	� W�� 	�� Sn X� ��� ��
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����, F�� FSn X� ��� W���Y�W���

����
 W	��X�W, C� �� W� �
�� 
��X	�
 �� �����
��� ��� �����Y�� �� ��
� �

���W�� �W
�	��� ��

FSn+
���	��* ��� ����W�Y� ��� M
�Y�� 
���	��,

C� ���� Y�W
��� �� ���	� 	��� �� Y�		�Y� ��
� ����	�� �� ���� ��
�Y, H���Y� ��W� W 
�������

������ �� �����Y�� �� ��

	� 
���	�� �W� X��� 
W�� X� M, >W�� W�� <, E 	��W

�� �� U6V,

Q� ����YW�� ��� "��� ��Y���� �� ���� Y�W
��� �� ��� �����Y�� �� M
�Y�� 
���	��, @���� ��


������ W Y�W�WY�����W���� �� ��

	� M
�Y�� 
���	��8 N�����
 4,/,/ ��� p = 2 W�� N�����
 4,/,0

��� p ���, N��� �� Y�

	���	� ���Y��X� ��� �����Y�� �� ��

	� M
�Y�� 
���	�� �� N�����
� 4,/,1

W�� 4,/,2, N� �� ���� �� ��"�� 
W��� �� 
W�������� W�� ������ S���� 
���	��,

;���� ��W� �� ���� W Y�W�WY�����W���� �� ����Y�

��WX	� M
�Y�� 
���	� (N�����
 4,/,3),

C� ���� YW�� �� �� ��� �W�� W ������Y ���Y��
���� �� ��� �����Y��, B������ �� ���Y��X� W 	����

X���� �� N�����
 4,/,6 W�� �� ��
	�Y���	� Y�

��� ��� �
�Y�W	 YW���,

Q� ���� ���� �� M�Y���� 4,0 �� ���Y� �� Y�		�Y� ��� ����	�� WX��� �����Y�� �� ��

	� 
���	��

Dλ
, N���� W�� ��
� �
�Y�W	 YW��� ��� ���Y� ��� Y�

��W���� �W� X��� ����* �� 
W���Y�	W� ��� W

��

	� 
���	� 	WX�		�� X� W ���� 
W�������,

Q� ��Y	��� ��
� ����	�� Y��Y������ �����W	 ����Y� M
�Y�� 
���	�� �� ��� 	W�� ��Y����* �����

X����� ������� �� ��� ��"������ �� W MY��� 
���	�, @��W		� �� W�� WX	� �� �W� ��
������ WX���

��� ��Y�

������� �� W 
��
��W���� 
���	� Mλ
���� S���� 
���	��, C�����* ��	� ��� �� �����

����Y�

��WX	� ��

W�� �� ���
��
��Y �� W MY��� 
���	�, C� �� ��� ��� 
W�� ����	� �� ����

Y�W
��� �� �����
��� ���Y� ���, N��� �� N�����
 4,1,5,

L�YW		 ��W� FG ������� ��� �����W	 FG+
���	� ���� G �� W "���� ����
,

��� (�
��,�� �� &��,�� 	������

N�� "��� �W
�	� �� FSn+
���	�� ��W� �� Y������� W�� ��� M
�Y�� 
���	��, L�YW		 ��W� �� λ
�� W 
W������� �� n* Sλ

�� ��� W���Y�W��� M
�Y�� 
���	�,

N�� ����	���� ��W� �� �X�W�� WX��� ��� �����Y�� �� W M
�Y�� 
���	� �� ���
�� �� ��� 
���	�

�� ��

	�, N�������� �� �
	�� ���� ��Y���� ���� ��� 
W���8 ��� "��� ��� ��Y���� �� ��

	� M
�Y��


���	��* W�� ��� ��Y��� ��� �� ����Y�

��WX	� M
�Y�� 
���	��,
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C� M�Y���� 0,0,0 �� �W�� ���� ��W� �� F �W� Y�W�WY�������Y ����* {Sλ | λ ∈ P(n)} �� W ��� ��

��
������W����� ��� ��� ���
��
���
 Y	W���� �� ��

	� FSn+
���	��, B��Y� ���
 ��� ��* �� ��		

Y������� F �� X� W "�	� �� 
������� Y�W�WY�������Y p,

����� !�

	� !
�$�� 
���	��

; Y�W�WY�����W���� �� ��

	� M
�Y�� 
���	�� �� ��� YW�� p = 2 �� ����� X� A,>, DW
�� W��

;, GW��W� �� U24V,

5�����
 "����� ;�� :
�C�� 
���	� Sλ
�� ��

	� �� C�A�AC�������C 2 �� A�� ��	� ��

��� λi − λi+1 ≡ −1 mod 2m(λi+1−λi+2)
��� A		 i ≥ 1) ��

���� λ′
i − λ′

i+1 ≡ −1 mod 2m(λ′
i+1−λ′

i+2)
��� A		 i ≥ 1) ��

����� λ = (2, 2)!

B���* ��� W� ������� k* m(k) ������ ��� 	�W�� ���+���W���� ������� ��Y� ��W� k < 2m(k)
,

C� ��� �W
� 
W
��* ���� Y����Y����� W Y�W�WY�����W���� �� ��

	� M
�Y�� 
���	�� ��� p ≥ 3
��W� �W� ��X�������	� 
����� X� G, @W���� �� U/5V ����� W	�� ����	�� X� M, F�	� U30V,

5�����
 "����� 4�� p ≥ 3! ;��� Sλ
�� ��

	� �� A�� ��	� �� �� ��� ?���� ��A��A
 [λ] ����� A��

�� ����� (a, b)� (a, y) A�� (x, b) ��C� ��A�

νp(h(a,b)) > 0� A��

νp(h(x,b)) �= νp(h(a,b)) �= νp(h(a,y)).

B��� νp(h) ������� ��� ������� 
���� �� p �������� W �W���W	 ��
X�� h* ���	� h(a,b) �� ���
�����+	����� �� ��� ���� (a, b),

N�� 
W�������� 	WX�		��� ��� ��

	� M
�Y�� 
���	�� �� FSn W�� ���W		� YW		�� JM 
A��������,

Q� ������ X� JM(n)p ��� ��� �� ��� JM+
W�������� �� n* ����� p �� ��� Y�W�WY�������Y �� ��� XW��

"�	� F,

N�� �����Y�� �� ��

	� M
�Y�� 
���	�� �W�� X��� Y�

	���	� ���Y��X��* ���Y� ����� ��

	�

M
�Y�� 
���	� �� W ������ S���� 
���	�* X� U12V* W�� ����� �� W Y�

	��� Y�W�WY�����W���� ��

��� �����Y�� �� ��� ������ S���� 
���	�� �� U//V, N�� 	W���� W�� W �W���W	 �����W	��W���� �� ���

���W	 S���� 
���	� ��W� �� ��"��� �� M�Y���� 0,0,0, Q� ���Y��X� ���
 ����,

F�� P2(n) X� ��� ��� �� W		 
W��� (λ | µ) �� 
W�������� λ, µ ��Y� ��W� |λ| + |µ| = n, Q�

W		�� λ �� µ �� X� ��� �

�� 
W������� ∅, @�� (λ | µ) ∈ P2(n)* ��� ������ ?���� 
��
��A����

FSn 
���	� ��

M(λ | µ) :=
Ä
FSλ

� sgnSµ

ä�Sn

Sλ×Sµ
.

C� ��� YW�� ���� µ = ∅* �� �X�W�� ��� ���W	 S���� 
��
��W���� 
���	�* ��W� �� Mλ = M(λ |
∅),

F�� (λ | µ), (α | β) ∈ P2(n), Q� �W� ��W� (λ | µ) ��
��A��� (α | β) (W�� �� �����

(λ | µ)� (α | β)) �� ��� ����� k ≥ 1*

���� �������� �� ������ ��
���� 55

(�)

k∑
i=1

λi ≥
k∑

i=1

αi, W��

(��)

|λ|+
k∑

i=1

µi ≥ |α|+
k∑

i=1

βi.

N��� ����� W 
W���W	 ����� � �� P2(n)* ���Y� �� W	�� YW		�� ��� ��
��A�C� �����,

N�� ����Y�

��WX	� ������ ?���� 
���	�� �W�� X��� ��"��� �� U//V ����Y����	�8 ��� W��

(λ | pµ) ∈ P2(n)* M(λ | pµ) �W� W� ����Y�

��WX	� ����Y� ��

W�� Y (λ | pµ) W

�W���� ����


�	��
	�Y��� 1* W�� ��� ��
W����� ����Y�

��WX	� ��

W��� W�� ���
��
��Y �� ����Y�

��WX	�

��

W��� �� ����� ������ 
��
��W���� 
���	�� M(α | pβ) ��Y� ��W� (α | pβ)� (λ | pµ),
G��� �����W		�* ��� W� W�X���W�� (α | β) ∈ P2(n)* ��� ������ S���� 
��
��W���� 
���	�

M(α | β) �� ���
��
��Y �� W ����Y� ��
 �� ��
� ������ S���� FSn+
���	�� Y (λ | pµ) ��Y� ��W�

(λ | pµ)� (α | β), H���Y� ��W� �� µ = ∅* �� ��Y���� ��� ���W	 S���� 
���	� Y λ ∼= Y (λ | ∅),
F�� (λ | pµ) ∈ P2(n), O���� ��� ���W���� �� ��� p+W��Y ��
W����� ���
 (0,/)* ��� r =

max { rλ, rµ + 1 } W�� ��"�� ��� ��		����� Y�

������� �� n8

V(λ | pµ) :=
Ä
1|λ(0)|, p|λ(1)|+|µ(0)|, (p2)|λ(2)|+|µ(1)|, . . . , (pr)|λ(r)|+|µ(r−1)|

ä
.
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��AB	� ������ ?���� 
���	� Y (λ | pµ)! 5��������
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������ S���� 
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���	� Sλ
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��C �� Y (φ(λ))� ����� ��� 
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 φ : P(n) → P2(n) �� ������ B�

φ(λ) = (α | pβ) ,
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����� ����$�

��"#	� !
�$�� 
���	��

A,>, DW
��* �� U20* =���		W�� /1,/6V ������ ��W� W	
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5�����
 "���!� 4�� F B� A ��	� �� 
��
� C�A�AC�������C p A�� 	�� λ B� A 
A������� �� n!

1� p > 2� �� �� p = 2 A�� ��� 
A��� �� λ A�� ������C�� ���� Sλ
�� ����C�

��AB	�!

C� ��
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��� ���� p = 2 W�� ��� 
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C� U2/* ?�W
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�Y��
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(�)

k∑
i=1

λi ≥
k∑

i=1

αi, W��

(��)

|λ|+
k∑

i=1

µi ≥ |α|+
k∑

i=1

βi.
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���	� S(2m+1−r,1r)
�� X� ��Y�

��WX	� �� p = 2, B��Y� ��� ����� ��"����	� 
W�� M
�Y��


���	�� ��W� W�� ��Y�

��WX	�,

C� U/0V ��� W������ ���Y��X� W ��� �� 
W�������� ��W� 	WX�	 M
�Y�� 
���	�� ���Y� W�� ���
��+


��Y �� S���� 
���	��, M� ����� M
�Y�� 
���	�� W�� ����Y�

��WX	�* ��� ����� Y�W�WY�������Y,

M�
�	W� ��Y������� ���� ���� �� U/1V �� ���� ��Y�

�������� �� �����W	 ��
�� �� M
�Y�� 
���	��

�� Y�W�WY�������Y 2 W� ����Y� ��
� �� ����Y�

��WX	� 
���	��,

B������* �� �� ���		 W� �
�� �������� �� ����� W�� ����� ��Y�

��WX	� M
�Y�� 
���	�� ��� ��

X� ���Y������,

N�� �����Y�� �� ����Y�

��WX	� M
�Y�� 
���	�� �W�� ��	� X��� ����� �� W ��� �
�Y�W	 YW���,

B������* ����� �� W �����W	 	���� X����, G��� 
��Y���	� G, Q�	��� 
����� �� U5.V ��W�8

5�����
 "���"� 4�� λ B� A 
A������� �� n� 	�� t B� A λ �AB	�A� A�� ������ B� H(t) ��� ����
 ��

����� 
��
��A����� ���C� ��AB�	��� ��� ���� �� t A�� A	�� 
��
���� ��� C�	�
�� �� ���A	 	����� ��

t!1� ��� :
�C�� 
���	� Sλ
� ������ ���� A ��	� �� C�A�AC�������C p� �� ����C�

��AB	�� ���� �� �A�

A ������ C���A����� A ��B����
 ���
��
��C �� A :�	�� p ��B����
 �� H(t)!

)���		8�� "���#� 1� ��� :
�C�� 
���	� Sλ
� ������ ���� A ��	� �� C�A�AC�������C p� �� ����C�
 


��AB	�� ���� �� �A� A ������ C���A����� A :�	�� p ��B����
 �� Sλ1−λ2 !

C� U/7V* ?, A�W���		� �����W	���� W�� �

����� ��� 	���� X���� �� ��� �����Y�� ����� �� N��+

���
 4,/,48

5�����
 "���$� 4�� n B� A �A���A	 ��
B�� A�� 	�� F B� A ��	� �� 
��
� C�A�AC�������C p! 4�� λ B�

A 
A������� �� n A�� 	�� t B� A λ �AB	�A�! 1� ��� :
�C�� 
���	� Sλ
������ ���� F �� ����C�

��AB	��

���� �AC� �� ��� �����C�� C���A��� A ��B����
 C�����A�� �� A :�	�� p ��B����
 �� H(t) × H(t′)�
����� t′ ������� ��� ��A��
���� �AB	�A� �� t!

C� ��� YW�� �� ���� 
W�������� �� W �W���W	 ��
X�� n ��W� �� ��� ������X	� X� p* ���� ������

�� ������ �� ���Y��X� ��� �����Y�� �� ��� Y�����
������ M
�Y�� 
���	��,

F�� λ = (n − k, 1k)* p � n, N�� 	���� X���� �� ��� �����Y�� �� Sλ
�� W��W����, C� �WY�* ��

���� YW�� �� �W�� H(t) ×H(t′) ∼= Sk ×Sn−k−1* ���Y� X� U47V �� �W�� ��W� ��� ������ �� Sλ
��

Y�����W�� �� W M�	�� p+��X����
 �� Sk ×Sn−k−1,

C� U/7V* ?, A�W���		� W	�� �����
���� ��� �����Y�� �� W Y���W�� �W
�	� �� M
�Y�� 
���	��, L�YW		

��� ��"������� �� p+Y��� W�� p+������ �� W 
W������� ���
 M�Y���� 0,2,/,,

5�����
 "���%� 4�� n B� A �A���A	 ��
B�� A�� 	�� λ = (m,x1, x2, . . . , xk) B� A 
A������� �� n
��C� ��A� ��� 
A������� (x1, x2, . . . , xk) �� A p C��� 
A������� �� n − m! -����� B� ρ A�� ω ���

p C��� A�� ��� p ������ �� λ ���
�C����	�! ;��� ��� ������ �� Sλ
�� ���A	 �� ����C� ����
 �� ���

C�����
������ B	�C� B(ρ, ω)!
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��� ��� ��	��� 	������ �� FSn

N�� �����Y�� �� W ��

	� 
���	� Dλ
* λ W p+����	W� 
W������� �� n* �W�� X��� Y�

	���	�

�����
���� ��� n ≤ 14 �� U7V, ;	��* ��� �����Y�� �� W		 ��

	� FSn+
���	�� (n W�X���W��) ��

��
������ d ≤ 1000 �W�� X��� ���WX	����� �� U3V,

N���� �� �� �����W	 ���Y��
���� �� ��� �����Y�� �� ��� ��

	� FSn+
���	��* ��� ���� Y����Y+

���W		�, B������* ����� W�� ��
� ����	�� ��� �
�Y�W	 ����W�����* ���Y� W�� ��� ���	���,

5���
8�� 
8��������

M, >W�� �� U4V ���Y��X�� ��� �����Y�� ��D(n−m,m)
�� ��� YW�� ����� p > 2 W��m < p(p+1)

2 , N���

W�� ������ ����Y� ����
� �� ��� Y�����
������ X	�Y� �� M�	�� p+��X����
� �� ��� S���� ��X����

Sn−2m ×Sm ×Sm �� Sn, G�������* ��� YW� �W� 
��Y���	� ���� ��� ��Y��� W	����W���� �YY���,

N�� �W
� ����	� �� ���� ��� W�X���W�� ���+
W�� 
W�������� �������� p > 2 W�� n < 2p2, B������*
��� 
�Y� �� ����� WX��� ��� �����Y�� �� D(n−m,m)

�� ��� YW�� ���� p = 2,

)�

	���	� �
	���89	� 
���	��

Dλ
�� YW		�� C�

	���	� �
	���AB	� �� ��� ������Y���� �� Dλ

�� Sm �� ��
���

	� ��� m =
1, . . . , n− 1, ;, E	��Y��� �� U27V �W� ����� W Y�
X��W����W	 Y�W�WY�����W���� �� ��Y� 
���	��8 ���

��

	� FSn+
���	� Dλ
�� Y�

	���	� �
	���WX	� �� W�� ��	� �� λ1 − λk + k ≤ p, C� �W� ����� ��

U4V ��W� ��� �����Y�� �� ��� Y�

	���	� �
	���WX	� FSn+
���	�� W�� W	�W�� ����Y� ����
� �� ���

Y�����
������ X	�Y��, M�Y� ����Y� ����
� W�� �����, M�� J��
������� 0,2,5,

,��� 
8��������

C� λ = (n− r, 1r)* ��� ��
� r ∈ {0, . . . , p− 1}* ���� λ �� YW		�� W p ����	A� ���� 
A������� �� n,
F�� F X� W "�	� �� Y�W�WY�������Y p > 0* W�� 	�� n ∈ N, N�� �����Y�� �� ��� ��

	� FSn+
���	�

D(n−r,1r)
W�� �����, N���� ���W������ ���Y��
���� �� ��� �� ��� Y�		�Y���� ���� �� �����W	 W������8

G,B, J��	 �� U44V* G, Q�	��� �� U47V* D, G 		�� W�� L, T�

��
W�� �� U37V* W�� M, >W�� �� U2V

W�� U5V, Q� ��

W���� ����� ����	�� �� ��� ��		����� ������
8

5�����
 "����� 4�� F B� A ��	� �� C�A�AC�������C p > 0� A�� 	�� n ∈ N! 4�� ������� r ∈
{0, 1, . . . , p− 1}� A�� 	�� Q B� A ������ �� ��� ��

	� FSn 
���	� D(n−r,1r)

!

�A� 1� p � n ���� Q �� Sn C�����A�� �� A :�	�� p ��B����
 �� Sn−r−1 ×Sr!

�B� 1� p = 2� p | n A�� (n, r) �= (4, 1) ���� Q �� A :�	�� 2 ��B����
 �� Sn!

�C� 1� p = 2� n = 4 A�� r = 1 ���� Q �� ��� ������ :�	�� 2 ��B����
 �� A4!

��� 1� p > 2 A�� p | n ���� Q �� A :�	�� p ��B����
 �� Sn!
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 �� Sn−r−1 ×Sr!

�B� 1� p = 2� p | n A�� (n, r) �= (4, 1) ���� Q �� A :�	�� 2 ��B����
 �� Sn!

�C� 1� p = 2� n = 4 A�� r = 1 ���� Q �� ��� ������ :�	�� 2 ��B����
 �� A4!

��� 1� p > 2 A�� p | n ���� Q �� A :�	�� p ��B����
 �� Sn!



6. ��
���� �� �������� �� FSN ���
����

��� '
���*� ���
,� 	������

;� �� �W�� X���#� ���� �� M�Y���� 0,2* �� YW� �W� 
��� WX��� ��� �����Y�� �� p+
��
��W����

���	�* �,�, ��� FG+
���	�� ��W� �W�� �����W	 ����Y�,

Q� ���� ��W� ��

	� M
�Y�� 
���	�� �W�� �����W	 ����Y� X� N�����
 4,/,1, C� W�������* ��

W M
�Y�� 
���	� �� ���
��
��Y �� W S���� 
���	� �� W	�� �W� �����W	 ����Y�, N��� ��	�� X� ���

��"������ �� ��� S���� 
���	�� �� N�����
 0,0,0,

C� p ≥ 3 W�� n < 3p* ��� ������ �� W FSn+
���	� Y��	� X� ��� �����W	 ��X����
* Cp* ��

Cp × Cp, @��
 ��� ���Y������ �� ��� 
���� �� N�����
 / �� U47V* ����� YW��� YW� X� �����
����

X� Y���������� ��� p+������ �� ��� Y�����
������ 
W�������, @���� �� W		 W M
�Y�� 
���	� Y����+

�
������ �� W ������ ���� 
W������� �� 
����Y����* W�� ��������� �W� W �����W	 ������, C� W 
W�������

�W� ������ ��� ���� ��� 	WX�		�� M
�Y�� 
���	� �W� ������ Cp* W�� �� W 
W������� �W� ������ ���*

��� Y�����
������ M
�Y�� 
���	� �W� ������ Cp × Cp,

C� U13V ����� �� W Y�W�WY�����W���� �� ��� M
�Y�� 
���	�� �� �����W	 ����Y� Y�����
������ ��


W�������� �� ������ ���,

5�����
 "����� 4�� p > 3 A�� 	�� B B� A ������ ��� B	�C� �� Sn! 7���� ��� 
A�������� C���� 

�
������ �� :
�C�� 
���	�� �� ���� B	�C� B� ��� 	���C���A
��C ������ λ(p)�λ(p−1)� · · ·�λ(1)! ;��

:
�C�� 
���	�� �� ���� B	�C� ���� �����A	 ����C� A�� ��AC�	� ����� C�����
������ �� ��� 
A��������

{ λ(2k + 1) | k ≥ 0 }!

C� U25V* S, D�W�� Y�

	���	� Y	W���"�� ��� �����W	 ����Y� M
�Y�� 
���	�� 	WX�		�� X� ����


W��������, Q��� p > 2* �� W	�� Y	W���"�� ��� �����W	 ����Y� M
�Y�� 
���	�� 	WX�		�� X� ���+
W��


W��������, G�������* ��� p = 2 �� 
����� W Y����Y���� ��W��� �� U13V,

G��� 
��Y���	�* ��� ��		����� W�� ��� 
W�� ����	�� �� U25V8

5�����
 "���� (U25* N�����
 ;V)� 4�� n A�� r B� �������� ��C� ��A� 0 ≤ r < n! ;��� S(n−r,1r)

�� A �����A	 ����C� 
���	� �� A�� ��	� �� ��� 
A������� (n − r, 1r) �A		� ���� 
��C���	� ��� �� ���

��		����� CA���(

��� (n− r, 1r) ∈ JM(n)p)

���� p > 3� n = p� 0 < r < p− 1 A�� 2 | r)

����� p = 2� 2 � n� r > 1! r �= n − 2, n − 1 A�� n ≡ 2r + 1 ( mod 2L ) ����� ��� ������� L
�A������ 2L−1 ≤ r < 2L!

5�����
 "���� (U25* N�����
 <V)� 4�� p > 2 A�� n, r B� ������� ��C� ��A� n > 0 A�� 0 ≤ 2r ≤ n!

;��� S(n−r,r)
�� A �����A	 ����C� 
���	� �� A�� ��	� �� ��� 
A������� (n− r, r) ∈ JM(n)p!

5�����
 "��� (U25* N�����
 =V)� 4�� p = 2 A�� n B� A� ������� ��C� ��A� n ≥ 4! 4�� λ B�

A 
A������� �� n ���� 2 ������ ��� A�� k2(λ) B� ��� 2 C���! ;��� Sλ
�� A �����A	 ����C� 
���	� ��

A�� ��	� �� λ �A		� ���� ��AC�	� ��� �� ��� ��		����� CA���(

��� λ ∈ JM(n)2)

���� λ /∈ JM(n)2� S
λ ∼= Y µ

A�� µ = k2(λ) + (2, 2)!

���� �����
� ������ ��
���� 6/

�����  ���� �"
�	��� �� 
���	��

C� ���� Y�W
��� �� Y������� ��
� 
��� �W
�	��� �� �����W	 ����Y� FSn+
���	��, Q� W	��W��

�W	��� WX��� S���� 
���	�� �� M�Y���� 0,0,0* X�� ����� �� W������ �W
�	� ��W� �� ���	� 	��� ��

��"��8 ��� ��+YW		�� MY��� 
���	��,

F�� F X� W "�	� W�� G X� W "���� ����
, A���� W ��X����
 H �� G ����� ������ W ������

����Y�

��WX	� ��

W�� U �� ��� 
��
��W���� 
���	� FH

�G
��Y� ��W� ��� �����W	 FG+
���	�

�� W ��X
���	� �� U , N��� ��	�� X� @��X����� ��Y�
��Y��� ������
 0,/,5, Q� �W� ��W� U �� ���

:C��� 
���	� �� G W���Y�W��� �� H W�� �� ������ �� X� Sc(G,H),
N�� ��		����� ��

W����� ��� 
W�� 
��
������ �� MY��� 
���	�� (��� U1* N�����
� (0,/) W��

(1,0)V)8

5�����
 "���!� 4�� G B� A ����� ����
� H A ��B����
 �� G A�� P ∈ Sylp(H)! ;��� ��� :C���


���	� Sc(G,P ) �� ���
��
��C �� Sc(G,H) A�� �� ������	� �����
���� �
 �� ���
��
���
 A
���

��� ��

A��� �� FH

�G
B� ������ �� ��� ��		����� 
��
������(

��� FG �� ���
��
��C �� A ��B
���	� �� Sc(G,P ))

���� FG �� ���
��
��C �� A �������� �� Sc(G,P )!

5�������� Sc(G,P ) �A� ������ P !

H���Y� ��W�* X� ��"������* MY��� 
���	�� �W�� �����W	 ����Y�,

Q��� �� Y������� ��

����Y ����
�* ��� 
��� ����������� 
��
��W���� 
���	�� W�� ���

S���� 
��
��W���� 
���	�� Mλ ∼= FSλ

�Sn
* ��� λ W 
W������� �� n, B��Y� �� ����* X� ���


��
������ 	����� WX���* ��W� ��� �� ��� ����Y�

��WX	� ��

W�� �� Mλ
�� ��� MY��� 
���	�

Sc(Sn,Sλ), M��Y� ��� ����Y�

��WX	� ��

W��� �� W S���� 
��
��W���� 
���	� W�� ��� S����

���	�� (��� N�����
 0,0,0)* W �W���W	 �������� W�����8 ���Y� S���� 
���	� Y µ

* µ� λ* �� ���+

��
��Y �� ��� MY��� 
���	� Sc(Sn,Sλ): N��� S���� 
���	� Y µ

�W� �� W

�W� ���� 
�	��
	�Y���

���, N�� "��� �� ���� W� W����� �� ���� �W� D, A�WX
���� �� U10V, B��� �� ���� ��� W����� ��

���� ��������,

F�� λ X� W 
W������� �� n, Q� ������ X� Pλ W M�	�� p+��X����
 �� ��� S���� ��X����
 Sλ,

H���Y� ��W�* �� λ W�� µ W�� 
W�������� �� n ��Y� ��W� Pλ
∼= Pµ* ���� X� ��� N�����
 4,1,3 ��

�W��8

Sc(Sn,Sλ) ∼= Sc(Sn, Pλ) ∼= Sc(Sn, Pµ) ∼= Sc(Sn,Sµ).

N��������* ��� P W p+��X����
 �� Sn �� YW� ��"��

AP := { λ ∈ P(n) | Pλ
∼= P } .

N��� ��� ����� λ ∈ AP * Sc(Sn,Sλ) ∼= Sc(Sn, P ),
>����� X� λP ��� 
W������� �� n ��Y� ��W� Sc(Sn, P ) ∼= Y λP

,

<� ��� WX��� W���
���* �� ��Y���W��	� �W�� ��W� λP � λ ��� ����� λ ∈ AP * W�� Y λP
W

�W��

���� Y��$Y���� 1 �� ��� ��Y�

������� �� Mλ
��� ����� λ ∈ AP , H���Y� W	�� ��W� Y

λP
YW���� X�

��� �� ��� ����Y�

��WX	� ��

W�� �� Mλ
�� λ /∈ AP , @�� ����W�Y�* ��� ����� �W���W	 ��
X��

n* Sc(Sn, Pn) ∼= Y (n) ∼= FSn W�� Y (n)
�� W	�W�� W MY��� 
���	�,
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���	��

C� ���� Y�W
��� �� Y������� ��
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��� �W
�	��� �� �����W	 ����Y� FSn+
���	��, Q� W	��W��

�W	��� WX��� S���� 
���	�� �� M�Y���� 0,0,0* X�� ����� �� W������ �W
�	� ��W� �� ���	� 	��� ��

��"��8 ��� ��+YW		�� MY��� 
���	��,

F�� F X� W "�	� W�� G X� W "���� ����
, A���� W ��X����
 H �� G ����� ������ W ������

����Y�

��WX	� ��

W�� U �� ��� 
��
��W���� 
���	� FH

�G
��Y� ��W� ��� �����W	 FG+
���	�

�� W ��X
���	� �� U , N��� ��	�� X� @��X����� ��Y�
��Y��� ������
 0,/,5, Q� �W� ��W� U �� ���

:C��� 
���	� �� G W���Y�W��� �� H W�� �� ������ �� X� Sc(G,H),
N�� ��		����� ��

W����� ��� 
W�� 
��
������ �� MY��� 
���	�� (��� U1* N�����
� (0,/) W��

(1,0)V)8

5�����
 "���!� 4�� G B� A ����� ����
� H A ��B����
 �� G A�� P ∈ Sylp(H)! ;��� ��� :C���


���	� Sc(G,P ) �� ���
��
��C �� Sc(G,H) A�� �� ������	� �����
���� �
 �� ���
��
���
 A
���

��� ��

A��� �� FH

�G
B� ������ �� ��� ��		����� 
��
������(

��� FG �� ���
��
��C �� A ��B
���	� �� Sc(G,P ))

���� FG �� ���
��
��C �� A �������� �� Sc(G,P )!

5�������� Sc(G,P ) �A� ������ P !

H���Y� ��W�* X� ��"������* MY��� 
���	�� �W�� �����W	 ����Y�,

Q��� �� Y������� ��

����Y ����
�* ��� 
��� ����������� 
��
��W���� 
���	�� W�� ���

S���� 
��
��W���� 
���	�� Mλ ∼= FSλ

�Sn
* ��� λ W 
W������� �� n, B��Y� �� ����* X� ���


��
������ 	����� WX���* ��W� ��� �� ��� ����Y�

��WX	� ��

W�� �� Mλ
�� ��� MY��� 
���	�

Sc(Sn,Sλ), M��Y� ��� ����Y�

��WX	� ��

W��� �� W S���� 
��
��W���� 
���	� W�� ��� S����

���	�� (��� N�����
 0,0,0)* W �W���W	 �������� W�����8 ���Y� S���� 
���	� Y µ

* µ� λ* �� ���+

��
��Y �� ��� MY��� 
���	� Sc(Sn,Sλ): N��� S���� 
���	� Y µ

�W� �� W

�W� ���� 
�	��
	�Y���

���, N�� "��� �� ���� W� W����� �� ���� �W� D, A�WX
���� �� U10V, B��� �� ���� ��� W����� ��

���� ��������,

F�� λ X� W 
W������� �� n, Q� ������ X� Pλ W M�	�� p+��X����
 �� ��� S���� ��X����
 Sλ,

H���Y� ��W�* �� λ W�� µ W�� 
W�������� �� n ��Y� ��W� Pλ
∼= Pµ* ���� X� ��� N�����
 4,1,3 ��

�W��8

Sc(Sn,Sλ) ∼= Sc(Sn, Pλ) ∼= Sc(Sn, Pµ) ∼= Sc(Sn,Sµ).

N��������* ��� P W p+��X����
 �� Sn �� YW� ��"��

AP := { λ ∈ P(n) | Pλ
∼= P } .

N��� ��� ����� λ ∈ AP * Sc(Sn,Sλ) ∼= Sc(Sn, P ),
>����� X� λP ��� 
W������� �� n ��Y� ��W� Sc(Sn, P ) ∼= Y λP

,

<� ��� WX��� W���
���* �� ��Y���W��	� �W�� ��W� λP � λ ��� ����� λ ∈ AP * W�� Y λP
W

�W��

���� Y��$Y���� 1 �� ��� ��Y�

������� �� Mλ
��� ����� λ ∈ AP , H���Y� W	�� ��W� Y

λP
YW���� X�

��� �� ��� ����Y�

��WX	� ��

W�� �� Mλ
�� λ /∈ AP , @�� ����W�Y�* ��� ����� �W���W	 ��
X��

n* Sc(Sn, Pn) ∼= Y (n) ∼= FSn W�� Y (n)
�� W	�W�� W MY��� 
���	�,



60 ��
���� �� �������� �� FSN ���
����

Q� ���	� 	��� �� ��
W��* X����� ����� �� ���� ��� ���Y������* ��W� �� n < p ���� ��� �����

λ ∈ P(n) �� �W�� Pλ
∼= 1, B��Y�* A1 = P(n) W�� ��� 
W������� ��W� ��
��W��� W		 ��� ������

�� (n), N��� Sc(Sn,Sλ) ∼= Y (n) ∼= FSn * ��� ����� λ ∈ P(n)* �� ��� ��	� S���� 
���	� ��W� ��

���
��
��Y �� W �����W	 MY��� 
���	�,

M�

��� ��W� n =
∑r

i=0 bip
i
* ��� ��
� r ≥ 0 W�� W�X���W�� ���+���W���� �������� b0, . . . , br,

F�� P ∼= ×r
i=0(Ppi)

bi
, ; 
W������� λ � n X�	���� �� AP �� ��� ����� i ∈ [0, p− 1]* pi �YY�� �� ���

p+W��Y ��
W����� �� ��� 
W��� �� λ ��WY�	� bi ��
��,

*�������� "���"� F�� di X� ��� ������� �� bi 
���	� p − 1 W�� ��� ci =
bi − di
p− 1

, >�"�� λP X�

	������ pi �YY�� �� ��� p+W��Y ��
W����� �� ��� "��� ci 
W��� ���� ����� p − 1* W�� �� 
W�� ci + 1
���� ����� di, G��� ���
W		�* ��� j ≥ 1

(λP )j :=

r∑
i=0

αi,jp
i
���� αi,j =




p− 1, �� j ≤ ci

di, �� j = ci + 1

0, ���������.

N��� ��"������ ����� W 
W������� λP ∈ AP , C�����* ��� ����� j ≥ 1* P(λP )j
∼= ×r

i=0(Ppi)
αi,j

*

���Y� αi,j ≤ p − 1 X� ��"������, B��Y�* PλP
∼= P(λP )1 × P(λP )2 × · · · ∼= ×r

i=0(Ppi)
∑

j≥1 αi,j
*

���������� ��� �W����� �WY����, B������*

∑
j≥1 αi,j = ci(p− 1)+di = bi, N�������� PλP

∼= P W��

�� λP ∈ AP ,

5�����
 "���#� λP ��
��A��� ����� 
A������� �� AP ! 1� 
A���C�	A� Sc(Sn,Sµ) ∼= Y λP
A

�A��

���� 
�	��
	�C��� 1 �� ��� ��C�

������� �� Mµ
� ��� ����� µ ∈ Ap!

8����! F�� µ ∈ AP , Q� �W�� Pµ
∼= P ∼= ×r

i=0(Ppi)
bi
���� bi ∈ N W��

∑r
i=0 bip

i = n, B��Y�

µj =
∑r

i=0 βi,jp
i
��� ����� j ≥ 1* ��� ��
� 0 ≤ βi,j ≤ p − 1 ��Y� ��W�

∑
j≥1 βi,j = bi ��� �����

i ∈ [0, r],
H��* λP � µ �� W�� ��	� �� ��� ����� x ≥ 1*

x∑
j=0

(λP )j ≥
x∑

j=1

µj =

x∑
j=1

r∑
i=0

βi,jp
i =

r∑
i=0

Ñ
x∑

j=1

βi,j

é
pi.

B������ βi,j ≤ p− 1 ��� ����� 
����X	� Y���Y� �� i W�� j, B��Y�
∑x

j=1 ≤ x(p− 1), G�������*∑
j≥1 βi,j = bi ��� ����� i ∈ [0, r]* W��

∑x
j=1 βi,j ≤

∑
j≥1 βi,j = bi, N��������

∑x
j=1 µj ≤∑r

i=0min{bi, x(p− 1)}pi,
<� ��"������ �� αi,j * �� �W�� ��W�

∑x
j=1 αi,j = min{bi, x(p− 1)} ��� ����� i ∈ [0, r], C�����*

x∑
j=1

αi,j =




di = bi, �� ci = 0;

p− 1 + di = bi, �� ci = 1 (x ≥ 2);

2(p− 1) + di = bi, �� ci = 2 (x ≥ 3);

· · ·
x(p− 1), �� ci ≥ x.
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@��W		�8

x∑
j=1

µj ≤
r∑

i=0

Ñ
x∑

j=1

αi,j

é
pi =

x∑
j=1

r∑
i=0

αi,jp
i =

x∑
j=1

(λP )j .

+�8

	� "���$� =������� ��� YW�� n = p = 5, Q� �W��

(5)� (4, 1)� (3, 2)� (3, 1, 1)� (2, 2, 1)� (2, 1, 1, 1)� (1, 1, 1, 1, 1).

N��� Pλ
∼= P5* �� λ = (5)* W�� Pλ

∼= 1* ���������, B��Y� AP5 = {(5)} W�� A1 = P(5)\{(5)},
N�������� �� YW� �W�� ��	� ��� S���� 
���	�� ��W� W�� ���
��
��Y �� MY��� 
���	��8 Y (5) ∼=
Sc(S5, P5) W�� Y (4,1) ∼= Sc(S5, 1)* ���Y� (4, 1) ��
��W��� W		 
W�������� ��Y�
� (5),

N���� �����
W���� YW� ��	
 �� �� Y�

��� ��� ��Y�

������� �� W S���� 
��
��W���� 
���	�

Mλ
��� ��
� �
W		 YW���,

C� λ = (5)* �� W	��W�� ���� ��W� Mλ = Y (5) ∼= FS5 ,

C� λ = (4, 1)* X� N�����
 0,0,0 �� �W�� ��W� Mλ = cY (5) ⊕ Y (4,1)
��� ��
� c ≥ 0, B������*

X� ��� WX��� Y�

��W���� �� ���� ��W� X��� Y (5)
W�� Y (4,1)

W�� MY��� 
���	��, C� ���� X���

W

�W� ���� 
������� Y��$Y���� W� ��

W��� �� Mλ
* ���� �� ��		 �W�� ��� ����Y�

��WX	�

��

W�� ���� ��� �����W	 FS5+
���	� W� W ��X
���	�, <� ��� W���
��� W� ��� X�������� ��

���� ��Y����* ���� �� �

����X	�, B��Y� �� �W�� M (4,1) = Y (4,1)
,

C� λ = (3, 2)* ��� S���� 
��
��W���� 
���	� Mλ
�W� ��
������ 10, <��� ��� S���� 
���	��

Sc(S5, Pλ) ∼= Y (4,1)
W�� Y (3,2)

�W�� ��
������ W� 	�W�� 5* ���Y� M (4,1) = Y (4,1)
W�� ���Y� S(3,2)

(��W� �W� ��
������ 5) �� Y���W���� �� Y (3,2)
, N��� X��� �W�� �� W

�W� ��Y� �� ��� ��Y�

�������

�� Mλ
, B��Y� ��Y���W��	� Y (3,2)

�W� ��
������ ��WY�	� 5 W�� M (λ) = Y (4,1) ⊕ Y (3,2)
,

H���Y� ��W� ��� ����	���� �� ����� ��Y�

�������� ����� �� W	�� W XW��� ��� ��
� S����


���	��, M��Y� Mλ
�� �����W��� X� ��� λ+�WX	����* W XW��� ��� Y (4,1)

�� ���
�� X� ��� (4, 1)+
�WX	����, ;	��* ���Y� S(3,2) = Y (3,2)

* �� ���� ��W� �� �� �����W��� X� ��� ��W��W�� XW��� ��� ���

M
�Y�� 
���	� S(3,2)
,

Q� ���� ��W� X��� MY��� W�� S���� 
���	�� �W�� �����W	 ����Y�, G�������* ��� W 
W�������

µ �� n* ��� ������ �� Sc(Sn,Sµ) �� Pµ* ���	� ��� ������ �� Y µ
�� ����� X� Pρ(µ) ����� ρ(µ) ��

��"��� �� N�����
 0,0,0, C� µ ∈ AP �� �W�� ���� ���� ��W� Sc(Sn,Sµ) ∼= Sc(Sn, P ) ∼= Y λP
,

B��Y� �� �W�� Pµ
∼= P ∼= Pρ(λP )* �� ρ(λP ) ∈ AP ,

N�� ��		����� 	�

W� ���� ��W� ����� �� ��	� W 
����X	� Y���Y� ��� ρ(λP ) ∈ AP ,

.�

8 "���%� /�� ����� P ∼= ×r
i=0(Ppi)

bi
� ����� bi ≥ 0 A��

∑r
i=0 bip

i = n� ����� ������ A

������ ρ ∈ AP ����� 
A��� A�� 
����� �� p! ;��� �� ��� 	�A�� ��
��A�� 
A������� �� AP !

8����! C� µ ∈ AP * ���� µj =
∑r

i=0 βi,jp
i
��� ����� j ≥ 1* ���� βi,j ≤ p − 1 ��� ����� i, j W��∑

j≥1 βi,j = bi ��� ����� i ∈ [0, r], B��Y� ρ �W� �� X� ��� 
W������� �� n ��"��� X� ρj = pr−s

����� j ∈
î∑s−1

k=0 br−k + 1,
∑s

k=0 br−k

ó
* W�� ρj = pr �� j ≤ br,

F�� ��� x =
∑r

i=r−s bi + y ���� y ≤ br−s−1* s ∈ [0, r − 1], <� ��"������*

∑x
j=1 ρj =∑r

i=r−s bip
i+ypr−s−1

, H���Y� ��W� µj ≥ µj+1 ��� ����� j ≥ 1* ���Y� µ �� W 
W�������, C� 
W���Y�	W�*
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@��W		�8

x∑
j=1

µj ≤
r∑

i=0

Ñ
x∑

j=1

αi,j

é
pi =

x∑
j=1

r∑
i=0

αi,jp
i =

x∑
j=1

(λP )j .
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	� "���$� =������� ��� YW�� n = p = 5, Q� �W��

(5)� (4, 1)� (3, 2)� (3, 1, 1)� (2, 2, 1)� (2, 1, 1, 1)� (1, 1, 1, 1, 1).

N��� Pλ
∼= P5* �� λ = (5)* W�� Pλ

∼= 1* ���������, B��Y� AP5 = {(5)} W�� A1 = P(5)\{(5)},
N�������� �� YW� �W�� ��	� ��� S���� 
���	�� ��W� W�� ���
��
��Y �� MY��� 
���	��8 Y (5) ∼=
Sc(S5, P5) W�� Y (4,1) ∼= Sc(S5, 1)* ���Y� (4, 1) ��
��W��� W		 
W�������� ��Y�
� (5),

N���� �����
W���� YW� ��	
 �� �� Y�

��� ��� ��Y�

������� �� W S���� 
��
��W���� 
���	�

Mλ
��� ��
� �
W		 YW���,

C� λ = (5)* �� W	��W�� ���� ��W� Mλ = Y (5) ∼= FS5 ,

C� λ = (4, 1)* X� N�����
 0,0,0 �� �W�� ��W� Mλ = cY (5) ⊕ Y (4,1)
��� ��
� c ≥ 0, B������*

X� ��� WX��� Y�

��W���� �� ���� ��W� X��� Y (5)
W�� Y (4,1)

W�� MY��� 
���	��, C� ���� X���

W

�W� ���� 
������� Y��$Y���� W� ��

W��� �� Mλ
* ���� �� ��		 �W�� ��� ����Y�

��WX	�

��

W�� ���� ��� �����W	 FS5+
���	� W� W ��X
���	�, <� ��� W���
��� W� ��� X�������� ��

���� ��Y����* ���� �� �

����X	�, B��Y� �� �W�� M (4,1) = Y (4,1)
,

C� λ = (3, 2)* ��� S���� 
��
��W���� 
���	� Mλ
�W� ��
������ 10, <��� ��� S���� 
���	��

Sc(S5, Pλ) ∼= Y (4,1)
W�� Y (3,2)

�W�� ��
������ W� 	�W�� 5* ���Y� M (4,1) = Y (4,1)
W�� ���Y� S(3,2)

(��W� �W� ��
������ 5) �� Y���W���� �� Y (3,2)
, N��� X��� �W�� �� W

�W� ��Y� �� ��� ��Y�

�������

�� Mλ
, B��Y� ��Y���W��	� Y (3,2)

�W� ��
������ ��WY�	� 5 W�� M (λ) = Y (4,1) ⊕ Y (3,2)
,

H���Y� ��W� ��� ����	���� �� ����� ��Y�

�������� ����� �� W	�� W XW��� ��� ��
� S����


���	��, M��Y� Mλ
�� �����W��� X� ��� λ+�WX	����* W XW��� ��� Y (4,1)

�� ���
�� X� ��� (4, 1)+
�WX	����, ;	��* ���Y� S(3,2) = Y (3,2)

* �� ���� ��W� �� �� �����W��� X� ��� ��W��W�� XW��� ��� ���

M
�Y�� 
���	� S(3,2)
,

Q� ���� ��W� X��� MY��� W�� S���� 
���	�� �W�� �����W	 ����Y�, G�������* ��� W 
W�������

µ �� n* ��� ������ �� Sc(Sn,Sµ) �� Pµ* ���	� ��� ������ �� Y µ
�� ����� X� Pρ(µ) ����� ρ(µ) ��

��"��� �� N�����
 0,0,0, C� µ ∈ AP �� �W�� ���� ���� ��W� Sc(Sn,Sµ) ∼= Sc(Sn, P ) ∼= Y λP
,

B��Y� �� �W�� Pµ
∼= P ∼= Pρ(λP )* �� ρ(λP ) ∈ AP ,

N�� ��		����� 	�

W� ���� ��W� ����� �� ��	� W 
����X	� Y���Y� ��� ρ(λP ) ∈ AP ,

.�

8 "���%� /�� ����� P ∼= ×r
i=0(Ppi)

bi
� ����� bi ≥ 0 A��

∑r
i=0 bip

i = n� ����� ������ A

������ ρ ∈ AP ����� 
A��� A�� 
����� �� p! ;��� �� ��� 	�A�� ��
��A�� 
A������� �� AP !

8����! C� µ ∈ AP * ���� µj =
∑r

i=0 βi,jp
i
��� ����� j ≥ 1* ���� βi,j ≤ p − 1 ��� ����� i, j W��∑

j≥1 βi,j = bi ��� ����� i ∈ [0, r], B��Y� ρ �W� �� X� ��� 
W������� �� n ��"��� X� ρj = pr−s

����� j ∈
î∑s−1

k=0 br−k + 1,
∑s

k=0 br−k

ó
* W�� ρj = pr �� j ≤ br,

F�� ��� x =
∑r

i=r−s bi + y ���� y ≤ br−s−1* s ∈ [0, r − 1], <� ��"������*

∑x
j=1 ρj =∑r

i=r−s bip
i+ypr−s−1

, H���Y� ��W� µj ≥ µj+1 ��� ����� j ≥ 1* ���Y� µ �� W 
W�������, C� 
W���Y�	W�*
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βr,1 ≥ βr,2 ≥ · · · W��
∑

j≥1 βr,j = br, N��� ��Y���W��	� βr,1 ≥ 1* W�� �� βr,j = 0 ���� βr,j+1 = 0,

N��������*

∑br
j=1 µj ≥ brp

r
, N� ��W	��� br−1p

r−1
�� ���� W� 
��� ����� br−1 &
��������&* ��∑br+br−1

j=1 µj ≥ brp
r + br−1p

r−1
, ;�� �� ��8

∑x
j=1 µj ≥

∑r
i=r−s bip

i + ypr−s−1 =
∑x

j=1 ρj ,
N�������� W ������Y 
W������� µ ∈ AP ��
��W��� ρ,

.�

8 "������ 4�� ρ ∈ AP A� �� ��� 
������� 	�

A! ;��� ρ = ρ(λP )!

8����! Q� ���� �� ���� ��W� ��� ��"������ �� ρ �� ��� 
������� 	�

W W�� ��� ��"������ ��

ρ(λP ) �� N�����
 0,0,0 Y���Y���,

L�YW		 ��W� (λP )j =
∑r

i=0 αi,jp
i
��� ����� j ≥ 1, >�"�� λ(i)j = αi,j ��� ����� 
����X	� Y���Y�

�� i, j, N��� λ(i) = (αi,1, αi,2, αi,3, . . . ) = ((p − 1)ci , di) ��� ����� i ∈ [0, r], Q� Y	W�
 ��W�

λP =
∑r

i=0 λ(i)p
i
�� ��� p+W��Y ��
W����� �� λ, C� ���� �� ����* �� �W�� |λ(i)| = ci(p−1)+di = bi*

X� ��"������ �� αi,j , B��Y� ρ(λP ) �� ��WY�	� ρ,
N� 
���� ��� Y	W�
 �� ���� �� Y��Y� ��W� λP =

∑r
i=0 λ(i)p

i
* X�� ���� �� ����, B��Y� �� ��
W���

��	� �� Y��Y� ��W� ��� ����� i ∈ [0, r]* λ(i) �� p+������Y���, H���Y� ��W� λ(i)′ = ((ci+1)di , cp−1−di
i ),

<� W���

����* 0 ≤ di < p − 1* ���Y� p − 1 − di ≤ p − 1 < p, N�������� λ(i)′ �� p+����	W�* W��
λ(i) �� p+������Y���,

F�� �� ��YW
 ��W� �� �W�� ����� �� �W�8 "� W ��� �� 
W�������� AP W�� ����� ��� �	�
����

���� ��� ��
��W�Y� �����, N�� 
W��
W	 
W������� λP �� ��� ��� ��Y� ��W� ��� Y�����
������

S���� 
���	� Y λP
�� W MY��� 
���	�* W�� ��� 
���
W	 
W������� ρ(λP ) �� ��� ��� ��W� ���Y��X��

��� ������ �� ���� 
���	�* ��W� �� P ∼= Pρ(λP ), Q� ����� �� ?�W

	� 4,1,/0 ��� W� ��
	W�W����

Y�

��W����,

Q� Y��Y	��� 
������� ��� ��W� ����� S���� 
���	� 	WX�		�� X� W 
W������� �� AP �W� ������

P (��� ��	� ��� ��� ��W� �� ���
��
��Y �� W MY��� 
���	�),

2��
������� "������ /�� ����� µ ∈ AP � Y µ
�A� ������ P !

8����! F�� µ ∈ AP * ���� µj =
∑r

i=0 βi,jp
i
���� βi,j ≤ p− 1 W��

∑
j≥1 βi,j = bi ��� ����� 
����X	�

Y���Y� �� i, j, F�� µ(i)j = βi,j ��� ����� i, j, N��� µ =
∑

i=0 µ(i)p
i
�� ��� p+W��Y ��
W����� �� µ,

C�����8 ��� i ∈ [0, r]* l(µ(i)) = k, N��� µ(i) = (βi,1, . . . , βi,k), C� k1 = max{j ≥ 1 | βi,j > βi,k}
W�� kh = max{j ≥ 1 | βi,j > βi,kh−1

} ��� ����� h* ���� µ(i)′ = (kβi,k , k
βi,k1

−βi,k

1 , k
βi,k2

−βi,k1
2 , . . . ),

B������ 1 ≤ βi,j ≤ p− 1 ��� ����� i, j* W�� βi,1 ≥ · · · ≥ βi,k ��� ����� i* �

	� ��W� βi,j − βi,j′ ≤
(p− 1)− 1 = p− 2 �� j′ > j, N�W� 
�W�� ��W� µ(i)′ �� p+����	W�* W�� µ(i) �� p+������Y���,

H��* 	�� ρ(µ) X� ��� 
W������� �� n ���Y� �W� |µ(i)| 
W��� ���W	 �� pi, M��Y� |µ(i)| =∑
j≥1 βi,j = bi ��� ����� i ∈ [0, r]* �� �W�� ��W� ρ(µ) Y���Y��� ���� ρ(λP ), B��Y� Y µ

�W�

������ Pρ(µ)
∼= Pρ(λP )

∼= P ,

+�8

	� "������ F�� p = 3 W�� n = 9, Q� 
W������� ��� ��� P(9) ���� "�� ����8 AP9 *

AC3×C3×C3 * AC3×C3 * AC3 W�� A1,

F�� �� ��Y�� ��� ����W�Y� �� C3, Q� �W��

AC3 = {(5, 2, 2), (5, 2, 12), (5, 14), (4, 2, 2, 1), (4, 2, 13), (4, 15), (3, 2, 2, 2),
(3, 2, 2, 12), (3, 2, 14), (3, 16)}.

?���� 
W������� �� ���� ��� 	WX�	� W S���� 
���	� ��W� �W� ������ C3* X� J��
������� 4,1,//,

���� �����
� ������ ��
���� 63

N�� 
W������� ��W� ��
��W��� W		 ��� ������ �� AC3 �� (5, 2, 2)* ��������� λC3 = (5, 2, 2),
C����� �� ��� ���W���� �� >�"������ 4,1,4* C3

∼= (Pp0)
6 × Pp1 ����� 6 = b0 W�� 1 = b1, B��Y�*

c0 = 3* d0 = 0 W�� c1 = 0* d1 = 1, N��� �� YW� Y�

��� ��� 
W��� �� λC3 8

�� j = 1 * α0,1 = 2 W�� α1,1 = 1* �� (λC3)1 = 59

�� j = 2 * α0,2 = 2 W�� α1,2 = 0* �� (λC3)2 = 29

�� j = 3 * α0,3 = 2 W�� α1,3 = 0* �� (λC3)3 = 2 W�� ��� ����� 
W��� W�� ����,

N��� �� �W�� ��W� Y (5,2,2)
�� W MY��� 
���	�,

;� �� �W�� �� F�

W 4,1,7* ����� �� W ������ 
W������� �� AC3 ����� 
W��� W�� 
���� �� 3
W�� �� �� ��
��W��� X� ����� ����� 
W������� �� ��� �W
� ���8 ρ = (3, 16),
C� ��� 
���� �� ���� 	�

W �� ���Y��X�� W �W� �� ����Y� ρ8 W� �� ��� WX��� Y�

��W����* r = 1
W�� b0 = 6* b1 = 1, B��Y� ρ1 = 3 W�� ρj = 1 ��� j ∈ [2, 7]* W� �� ��
�Y���,
N��� Y������Y���� Y���Y��� ���� ��� ��� �� ρ(λC3) ��W� �� �W�� �� N�����
 0,0,0* ������ ���

3+W��Y ��
W����� �� (5, 2, 2) �� (1) · 31 + (2, 2, 2) · 30* W�� (1) ∈ P(1)* (2, 2, 2) ∈ P(6),
N�� ������ �� (5, 2, 2) YW� X� ��Y������ W	�� X� ρ((5, 2, 2)) = (3, 16)* X�YW��� �� �� ���
��
��Y ��
W M�	�� 3+��X����
 �� S(3,16)

∼= S3* ���Y� �� P3 = C3,

N���� W�� ��WY�	� "�� S���� 
���	�� ��W� W�� MY��� 
���	�� ���� p = 3 W�� n = 9* W��
����� W�� ��� ���� 	WX�		�� X� λP9 = (9)* λC3×C3×C3 = (6, 3)* λC3×C3 = (8, 1)* λC3 = (5, 2, 2) W��
λ1 = (2, 2, 2, 2, 1),

H���Y� ��W� AP9 = {(9)}* ���Y� λP9 = ρ(λP9) = (9) W�� ��� ��	� S���� 
���	� ���� ������

P9 �� ��� �����W	 ���, N��� �W

��� �������� n �� W 
���� �� p,
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N�� 
W������� ��W� ��
��W��� W		 ��� ������ �� AC3 �� (5, 2, 2)* ��������� λC3 = (5, 2, 2),
C����� �� ��� ���W���� �� >�"������ 4,1,4* C3

∼= (Pp0)
6 × Pp1 ����� 6 = b0 W�� 1 = b1, B��Y�*

c0 = 3* d0 = 0 W�� c1 = 0* d1 = 1, N��� �� YW� Y�

��� ��� 
W��� �� λC3 8

�� j = 1 * α0,1 = 2 W�� α1,1 = 1* �� (λC3)1 = 59

�� j = 2 * α0,2 = 2 W�� α1,2 = 0* �� (λC3)2 = 29

�� j = 3 * α0,3 = 2 W�� α1,3 = 0* �� (λC3)3 = 2 W�� ��� ����� 
W��� W�� ����,

N��� �� �W�� ��W� Y (5,2,2)
�� W MY��� 
���	�,

;� �� �W�� �� F�

W 4,1,7* ����� �� W ������ 
W������� �� AC3 ����� 
W��� W�� 
���� �� 3
W�� �� �� ��
��W��� X� ����� ����� 
W������� �� ��� �W
� ���8 ρ = (3, 16),
C� ��� 
���� �� ���� 	�

W �� ���Y��X�� W �W� �� ����Y� ρ8 W� �� ��� WX��� Y�

��W����* r = 1
W�� b0 = 6* b1 = 1, B��Y� ρ1 = 3 W�� ρj = 1 ��� j ∈ [2, 7]* W� �� ��
�Y���,
N��� Y������Y���� Y���Y��� ���� ��� ��� �� ρ(λC3) ��W� �� �W�� �� N�����
 0,0,0* ������ ���

3+W��Y ��
W����� �� (5, 2, 2) �� (1) · 31 + (2, 2, 2) · 30* W�� (1) ∈ P(1)* (2, 2, 2) ∈ P(6),
N�� ������ �� (5, 2, 2) YW� X� ��Y������ W	�� X� ρ((5, 2, 2)) = (3, 16)* X�YW��� �� �� ���
��
��Y ��
W M�	�� 3+��X����
 �� S(3,16)

∼= S3* ���Y� �� P3 = C3,

N���� W�� ��WY�	� "�� S���� 
���	�� ��W� W�� MY��� 
���	�� ���� p = 3 W�� n = 9* W��
����� W�� ��� ���� 	WX�		�� X� λP9 = (9)* λC3×C3×C3 = (6, 3)* λC3×C3 = (8, 1)* λC3 = (5, 2, 2) W��
λ1 = (2, 2, 2, 2, 1),

H���Y� ��W� AP9 = {(9)}* ���Y� λP9 = ρ(λP9) = (9) W�� ��� ��	� S���� 
���	� ���� ������

P9 �� ��� �����W	 ���, N��� �W

��� �������� n �� W 
���� �� p,
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