
Funzioni regolari di pih variabili quaternioniche (*). 

Do~ATo P~T~C~ 

Summary .  - In  this paper we study regular (or holomo~Thic ) /unctions o/ several guaternionic 
variables. We ffive a~ integral representation/ormula o/Bochner-Martinelli type, and prove, 
among others, analogs o/ a theorem o/ Hartogs and the Plemelj /ormulas. 

O. - In troduz ione .  

II presente lavoro eontiene una  10arte dei risultati  originMi ot tenut i  durante  la 
preparazione della tesi di dottorato,  sulla teoria delle funzioni regolari di pifl varia- 
bili quaternioniehe. 

La  definizione qui ado t t a t a  di funzione regolare (o o]omorfa) sul eorpo H dei 
quaternioni  6 quella di 1~. FUETER ([5], [6]), il qua]e ehiamb funzioni regolari della 
variabile quaternionica, le soluzioni di una equazione formMmente anMoga Ml'equa- 
zione di Cauchy-Riemann. ~FUETER ed i suoi allievi studiarono intensamente  tMi 
funzioni, riuscendo in particolare a p rora te  per le funzioni regolari una  formula di 
rappresentazione integrMe del tipo di Cauchy. Una esposizione dei r isultati  t rovat i  
si ha  ad esempio in [7] e [2]. 

In  seguito le formule integrMi stabilite da Fueter  sono state dimostrate,  in modo 
molto 10ifl sempliee e in Mgebre pifl generali, anche da G. B. RlZZA (err. ad esem- 
pio [13] e [14]). I%gli ult imi anni  la teoria ha avuto nuovi sviluppi sia analitici che 
geometriei. 

Per un'esposizione completa di t u t t a  la problematiea r imandiamo,  comunque, al 
lavoro di tesi, l imitandoci qui a segnMare i contributi  reeenti pi~ signifieativi, che a 
nostro a w i s o  sono contenuti  nei lavori [15], [16], [18], [1] e [17]. 

I r isultat i  o t tenut i  in questo ]avoro riguardano Meuni aspett i  anMitiei della 
teoria delle funzioni regolari di pifl variabili  quaternioniehe. Dopo un paragrafo 
di prelilninari, nei paragrafi 2 e 3 viene dimostrata  una formula di rappresentazione 
di tipo Bochner-Martinelli  e un teorema di estensione tipo Hartogs.  I1 10aragrafo 4 
contiene nna dimostrazione delle formule di Pleme]j, e il paragrafo 5 il teorema di 
estensione per le funzioni anMitiehe reMi definite su ipersuperfieie analitiche di H 

(*) Entrat~ in Redazione il 18 aprfle 1987. 
Indirizzo dell'A. : Is~ituto Matematico (~ U. Dini ~>, UniversitY, Vialo Morgagni 67/A, 50134 

Firenze, Italia. 
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(teor. 8), ed il teorem~ di estensione per funzioni /:  ~D-+H,  D c_H '~, verificsnti 
ipotesi opportune (r 9). 

Colgo qui l'occ~sione per r ingmzisre G. T o ~ s s ~ ,  per i suggerimenti fornit imi 
dursn te  1s prepsrszione di questo l~voro. 

1 .  - Preliminari. 

1) Preme%iumo Mcuni veloci richi~mi. 

Un quuternione q si pub r~ppresentare nell~ form~ 

q = Xo § xli § xsj § x84, 

dove xo, xl,  x~, xa~ R e 1, i, j, k costituiscono unu base delPMgebru dei quater- 
nioni H. Lu stru%ura moltiplicsr di H ~ ds ta  dM1e seguenti relazioni: 

i s= is= ds= _ l  , i i = - i i = 4 ,  i 4 = - 4 i = i ,  4 i = - i 4 = i .  

Ponismo:  

l~e q -~ xo , Im  q = x l i  § x~j § x84 , 

Re q, Lm q, ~, Iq] si dicono rispeCtivsmente ]u parte reale, 1~ parte immaginaria, 
il eoniugato e il modulo del qusternione q. 

H costituisce un corpo non commuts~ivo e se q r 0 si ha 

q-~= F~l lqP . 

Si verifies poi che ~-~---- ~f~, Vq, q'~ H. 

2) Sis A un sperto di H ~  R a e sis ]: A --> H uns  upplicszione differenzisbile. 

Si dice c h e f  ~ regolare a sinistra in A se 

Posto 

~-~=~o +ivx ,  J~x~ k ~  

/ ~ Mlor~ regol~re ~ sinis~r~ se ~ / / ~  = O. 
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] si dirg invece regolare a destra se 

f~ ~f ~f -4- ~J " ~] k = O  in A 
a~ - a~o + ~ i Dx-~ ~ + ~x-~ 

L'oper~tore  ~/D~ verrg ~nche de t to  operatore di trueter. Infin% posto 

J si dir~ antiregolare a sinistra se ~J/~q - -  0 in A~ e antiregolare a destra se ]O/~q = O. 
Nel seguito svilupperemo la teoria delle funzioni regolari a sinistra e chiameremo 

queste ul t ime semplieemente ]unzioni regolari. In  mode  comple tamente  analogo si 
pub na tu ra lmente  sviluppare la teoria  delle funzioni regolari  a destra.  

Posto  io = 1, i~ = i~ i~ = J~ ia = k, l 'operatore  di Fue te r  assume allor~ 1~ forma 

seguente:  

~ ~=o ~x~ 

3) Si pub Iaci lmente prov~re che ogni funzione regolare ] 6 necessariamente 
di cl~sse C ~ e che per  essu vale I~ seguente r~ppresent~zione integrale di C~uchy- 

Fue te r  (cfr. [1717 [18]): 

1 f (q-- qo)-~l)q.](q) (0) l(qo) = ~ lq -  qol ~ ' 
8D 

dove qo 6 un  punto  dell%perto l imitato D di H,  ] e C~(D) e / ) q  6 la 3-forma definita 

pifi avant i .  
Quindi ogni funzione regolare possiede le der ivate  di ogni ordine. Inol t re  poich~: 

8 3 ~ ~ 

dove A 6 Fordinurio laplaciano di R ~ = H~ si deduce che ogni funzione regolare 

necessuri~mente unu funzione armonica.  
A p~rt i re  dulla formula di Cuuchy-Fueter ,  come per la v~ri~bile compless% si 

possono dimostrnre il principio del massimo modulo ed il teorema di Lio~ville. 

Poni~mo ora 

dq = -  dxo-+- i dx~ q- ~ dx~ + k dx~ , 

dq = dxo -  i dx~-  ~ d x z -  k dx~ ; 

dq~ dq sono 1-forme ~ v~lori in H.  
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Siuno inol tre  

Dff ~ dxlA dx2A dx3 -- i dxoA dx2A dxs ~ } dxoA dxiA dxs-- k dxoA dx~A dx~ , 

.Dq ~- dxlA dx~A dxa ~ i dxoA dx~/k dxa-- ~ dxoA dx~A dxa-J- k dxoA dx~A dx~ . 

Dq, Dq sono 3-forme ~ v~lori in H.  

Indichiamo con 0 : dxoAdx~/\dx~Adxa la form~ volume c~nonic~ di H e con . il 
suo oger~$ore di Hodge.  Si verificano f~cihnente le ugu~glianze seguenr 

(~) a~AD~ = -- .l)~Aa~ = 40, 

3 3 

(2) DqA ~ x~ dx~ = -- ~ x, dx,A1)q -~ -- qO, 
4,=0 i=O 

(3/ -~d~lAdqAd/---- -- + �9 ell, 

= a i ,  

(3)" D Aai = - o ,  

essendo ] un~ funzione di clusse C 1. 
Pe r  (3) e (3)" / b regolare r �89 dqAdqAd] : * d] <::=> DqAd] -~ O. 
Du (3)' si deduce inveee che ] ~ ~ntiregolare s e e  solo se 

�89 dqAdqAd] = - �9 d]. 

Se ] ~ regolure in A e se S ~ u n u  ipersuperficie orientabile contenuta  in A, 
~ven~e iV come ve t to re  norm~le unit~rio ed to come form~ volume c~nonic% d~ll~ 
(3) si deduce che: 

(4) ~-ivco. 

Invec% se ] ~ untiregol~re in A,  dulls (3)' si r icava:  

(4)' 

Dulls (4) e dall~ (4)' si deduce che se ] 6 un~ funzione regolare o ~ntiregol~re sul 
dominio A~ null~ idenr su una ipersuperficie un~litic~ S di A~ ess~ ~ identi- 
c~mente nulls  su t u t t o  A. 
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In fa t t i  ] ~ una funzione armonica nulla su S con la der ivata  normale ~]/~N; 
l 'afferm~zione segue allora dal teorema di Cauchy-Kowa]ewski.  

4) L 'opera tore  di Fue t e r  verifica le uguaglianze scguenti:  

( ~/ ~g (5) ] + g) = 3-~, 

3]  ~ . .  ~g 
(6) ~-- (/g) = ~ g + 2.  ~ y ~ - -  �9 

Quindi se ] 6 una  funzione reale si h a :  

~ ~g (6)' ~-~ (]g) -~ g + ] ~-~. 

Ino l t re  s e a  E H si ha :  

3g 
(6)" 

Da (5) e (6)" si deduce che le funzioni rego]ari costituiscono uno spazio ve t to-  
riale destro su H.  

2. - La formula di Bochner-Martlnelli per funzioni regolari di pih variabili. 

1) Sia A un  aper to  di H n ( n > l ) ,  e sia ]: A -->H una  funzione di classe C 1. 
Diremo che ] 6 rego~are (a sinistra) in A se lo ~ rispetr a ciascuna ~ariabil% cio~ se 

in A, per  h = 1, ..., n, essendo ] = ](ql, ..., q.), 

3 

.~=0 

Useremo tal i  notazioni  anche in seguito. 
Sia qoe H ~ e sia Y2qo(q) la ( d n -  1)-forma (rispetto alla q) definita in H " -  {qo} da: 

(2n -- i) 1 - -o 

Q~.(q)-- 2 ~  ' " ~  (q~-q~) 0 �9 "0 "D "0 " "0 
~=1 [~-- qo~ ~' ' / \ ' " / \  ~_x/\ q~/\ ~+~/\.../\ . ,  
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dove:  

q = (q~, . . . ,  q , ) ,  q o =  (qo, . . . ,  qO), 

0 i d.m(J) A ~m(~) A ~'/m(i) A dm(~) 

~Rl'}a h = rim(h) A ~m(h) A dm (h) __ ,; ~ ( h )  ^ ,7~(h) A ~m (h) - L  
~ 1  / \ ~ 2  / \ ~ 3  v w,x, 0 / \ t w 9  2 / " ~ 3  / 

/Ix(h) A iln~(h) A d~(h)  - ~ ~7~(h) A 21~(h) A ~ ( h )  - 1 - 4  

Si verifiea ehe /2~~ ~ d-ehiusa in H " - -  {go}. 
Di conseguenza se D ~ un aper to  lira\taro a f ront \era  differenziabile di H ' e  se 

~/o~ H " - - D  si ha, per il teorema di Stokes 

(7) f t2r = o .  
0D 

Se inoltre % ~ D e 8D 5 una  iloersuperfieie di Jo rdan  di elasse C t (ciog se 8D 6 
C~-diffeomorfa alla sfera S 4~-~) si ha:  

(8) f Q~o = 1 , 
OD 

(considerando su 8D l 'orientazione indo~ta da R4 ~=  H~). 
Xnfatti esiste e > 0 ta le  ehe: 

( 2 . -  1)! fQo,= f Qo,(q)-~g~=, f (~,-~50,A...AD~,A...AO. o 

o~ Iq-~ol=~ t~-qol=~ 

l~a per il teorema di Stokes quest 'ul t imo integrale 6 uguale a 

2 z ~ . e ~  ~ ._ 01A...Adq~ADq~A...AO. , 
~-  Iq-qol=~ 

e dunque,  per  la (1), a 

(2n -- 1) T 

2) Consideriamo ora una funzione f regolare in nn aper~o A di H ~, a valor\  
in H.  Sia q0 un  qualsiasi pun~o di H% ~Qqo.] ~ una  forma d-chinsa in A -  {%}. 

In fa t t i  f2r176 b d-chiusa e DqoAd] = O, per la (3)", essendo ] regolare. Pereib se D 
un aloerto a f ront iera  differenziabile, re la t ivamente  coml0a~to in A -  {%} si ha, 
ancora per  il t eorema di Stokes:  

(9) f Q~o'I = o .  
0D 
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Consideriamo or~ un  aper to  l imitato D ~ f ront iera  differenziabile tale e h e / )  c A 
ed un pun to  qo~D. Sia s > 0 tale che {Iq--qol<~s} c-D. Applieando Fuguaglianza 

(9) al l 'aperto D- -{ [q- -qoI<~s}  si o t t iene :  

(lO) f &(q)l(q). 

I1 pr imo membro  della (10) 6 indipendente  da e. I1 secondo membro,  in virtfi  
della (8), t ende  a ](qo), quando s t ende  a zero. 

Si r icava quindi la ]ormula di Boehner-Martinelli per le funzioni rego]ari: 

(11) ](qo) = f 9r 
OD 

Tale formula ~ analoga alla ben nora formula integrale di Bochner-Martinell i  
per  la variabile  complessa (err. [10]). 

Osserviamo che per n ----- 1 essa si r iduce alla formula  integrale di Cauchy-Fueter .  
Osserviamo inoltre che, in virtfi  dell~ formula di Bochner-Martinelli ,  ogni funzione 

regolare possiede t u t t e  le der ivate  di ogni ordine. 
Inol t re  poich6 il Lapl~eiano A 6 esprimibile nel modo seguente:  

si ha che ogni funzione regolare 6 armonica.  

3) Sia ora n > 1; indiehiamo con (3tgqo/~])(q) , (h = 1, ..., q~), la (4n --  l ) - forma 
a valori  in H,  definita in H " -  {go}, o t t enu ta  derivando i coefiicienti di Y2~o(q) ri- 
spet to  ~ ~a ~ 

Consideriamo~ per  h = 1, ..., n, la (4n -- 2)-forma in H ' - -  {q0} definita da: 

~ , ( q )  - ( 2 n - - 1 ) ) ~  , (~,~-- T:-:-/.~)O,A...AOhA...ADq~A...AO, 
2-~ '-'~"/\ ,~r I~ -  qol"" 

Si verifica senza difficoltb che 

(12) ~ --  ~f2q~ d ~ o - -  ~ o ,  Vqo~H '~. 

Consideriamo la funzione f regolare su un  aper to  A di H ~ e verifiehiamo ehe 

~oAd] b una ( 4 n -  1)-forma esa t ta  su A -  {qo}, Vq0e H ~. 
Per  la precisione si proverb  che: 

(13) ~~ = ~( (2n--i)!2~. 1 
Dq~A ~ - 4 ( 2 n _ l ) l q _  qol '~-~ "" 

�9 O,A...A~A...A~Adq~A...AO~A ~ af ~ '~'\ ,ooZe,t, ). 
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Per semplicit~ fissiumo h ----- 1. 

2 ~ .  ~ . . . .  " (q~-- q~) O~A...A/)q~A...A 

k ~ = O  u ' t " i  

((- -o ) o 3 ,  - 
q ~ -  q~) ( ~ -  ~ )  ~l 

A i m  I q -  qopDq~ A...A0.A ~.~ ~ ~ _ .~  DqiA 0 ~ A . . . A 0 . - -  , 

tenendo conto della (3)". 
I1 terzo termine 6 hullo, essendo ] regolare rispetto a q~. lqel primo termine il 

fa t tore  

8 3] . )  

commuta col fa t tore  l~e (...). Compare allora, in evidenza, tenendo ancora conto 
della (3)", il fa t tore  8]/3~t 1. Questo ult imo 6 nullo, poich~ ] ~ regolare rispetto a ql. 

Dunque anche il primo termine ~ hullo. Percib si ha:  

( 2 n - - ) .  I q = ,e=2 

Posto 

o _  y(o a) q,~- + iy~) + iv(~) + kv(~ ~) 

si ha invece: 

d -- Dq~A ~2= 4(2n -- 1)1 q -- qol '--20~A...Adq~Adq~A...AO.A ~=o.~ 8x(~)~ dx~ ) = 

" ( x j  - -  y } " )  dx~ A 

A dq~Ad@ A...A0~A i 8j 1 
~=o ~x(pdxT+2(2n-Xl{q - qoP"-~ " 

n 8 

�9 r D~AO~A'"Ad@Adq~*-2 /\ ~ "~ ~8 [!~18] ~dx~)Adx~)A...AO ~ . 

Si ~,ede immedia tamente  che il primo termine uguaglia il secondo membro 
della (14). 

l~est~ solo da prov~re che il secondo termine ~ identic~mente hullo. 
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Poich~ ] ~ regolure r ispet to  & q~, lo 5 anche ~]/~X~ 1). 
Quindi, tenendo conto della (3) e scumbi~ndo l 'ordine di deriv~zion% il secondo 

te rmine  risult~ uguMe 

La4 ke4" ' ]  

Poieh6 ] 6 regolare r i spet to  ~ q~, anehe ~]/~x~ z) lo ~. 
Per  la (3)" si deduce Mlor~ che il secondo termine  si annullu identicumente.  

dunque 9rova tu  l 'uguugli~nzu (13). 
Se eonsideriumo or~ unu ipersuperficie S di A -  {qo} avremo ch% se ] ~ regol~re 

in A 

(15) ~~ ) ~ un~ form~ esutt~ su S ,  Vqor S, h : 1, ..., n .  

4) Siu S una  ipersuperficie di classe C 1 di H% e siu ]: S -> H un~ funzione 
di cl~sse C 1. Diremo che ] soddisfa le condizioni di Cauchy-l~iemann-Fueter in ]orma 
integrale se 

(16) o:~~ ~ una forma esat ta  su S ,  Vqor h = l ,  . . . , ~ .  

Pe r  ]u (15) le trucce di funzioni regoluri soddisfuno 1~ condizione (16). 
Se S 6 orientabile, eomputtu e connessu lu (16) ~ equivMente MI~ 

(16)' f ~~ = 0 ,  
S 

Vqo6 S, h = 1, ..., n . 

Per  la (12), la condizione (16)' eqnivMe 

(16)" .1 = o ,  
S 

Vqor S, h ~ 1, ..., n ,  

(essendo, come in precedenzu, S orientabile, computta ,  connessa). 
Lu (16)" ~ un~ condizione integrale in ]orma debole: essa pub essere d~tu anche 

per  funzioni ] sol~mente continue. 
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3. - La formula di Green, l 'equazione Og/O~j = fj, ed il  teorema di Hartogs. 

1) Dimostr iamo anz i tu t to  una  formula di t ipo Green per le funzioni di una  
variabile  quaternionica.  

Poniamo 

G g il nucleo di Cauehy-Fueter ;  G g una  funzione regolare a sinistra e a destra 
in H - -  {0} (cfr. [18]). 

Consideriamo un aper to  l imitato D di H a f ront iera  differenziabil% e due fun- 

zioni J, g ~ C1(/)). 
Si pub p r o r a t e  faci lmente  ehe ([18]) 

(17) d(gDflJ) = g~ .J -t- g O, 

quindi si ha, per il t eorema di Stokes 

(18) 

~D 1) 

T ~ o ~ A  1 (G~,E~ I). - Sia D u n  dominio limitato a ]rontiera diJJerenziabile di H 
e sia ] ~ CI(D). Allora se qoe D si ha 

J(qo) = 2~ f G(q-- qo) DqJ(q) -- 2~ f G(q-- qo) ~-~/~ (q) �9 
OD 1) 

D ~ O S ~ R A Z I O ~ . -  Siano qoED ed e > 0  tali  che {Iq--qol<e}C_D. 

= D -  { l q -  qol<~). 
Poichg G ( q -  qo) b, regolare a destra in D, si ha per la (18) 

NIa 

r 
! e ( q -  qo) Dq l (q ) -  I G ( q -  qo) ~qi(q) = la(q- o" 
. 2  I l l  . 2  

OD Iq-qo l  =~ De 

Da D 

lira ~ Cr(q-- qo) DfJ(q) = 2Jr~J(qo) . 
e.-~O d Iq-qo[ =~ 

Sia D, = 

I1 teorema tes ta  cosi provato.  
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In  segnito avremo bisogno di una formula di Green scrit~a in mode diverse d~ 
quella era t rovata .  

k tale scope premet t iamo il 

LElVl~ 1. -- Siano A un aperto di H e g ~ C~(A). Sia poi D un dominie a ]rontiera 
di/]erenziabile, relativamente compatto in A,  tale ehe 0 ~ ~D. Allora 

~g f [i a(q) Dq g ( q ) -  i~.g(q)] , f i, ~(q) ~ (q) - f ~ ( G(q) i~ g(q) ) = DqG(q) 
D ol) 2 =  0 , 1 , 2 7 3 .  

D]~OSTRAZIO~E. - Sia, ud esempio 7 2 = 0 7 cio~ i~---- 1. 
Si ha per la (17) 

\ q ~ 

Quindi se 0 ~D,  l 'enunciato del Lemma segue dal teorema di Stokes. 
Sia allora 0 e D. Sia e >  0 tale che {IqI<e}c_D. Applicando ancora il teorema 

di Stokes al dominie D - - { I q l < e }  si ot t iene:  

1)-{[q]~<5} ~D 

[G(q) Dffg(q) -- DqG(q)g(q)] + 

~ [G(q) Dqg(q) Dq(~(q)g(q)] . 
B ]  

l~l = 5  

Quando e - +  0, il primo membro converge a 

!. q 
D 

Per provare il lemma resta solo da dimostrare che 

5-~olim f [G D q g -  DqGg] = 0 .  
[< =5 

Si ha 

G D q g -  DqGg = ( i G g -  Gig) dxoAdx2Adxa ~ (-- jGg -q- Gig) dxoAdx~Adx3 q- 

(kGg - Gkg) dXoA dXlA dx~ �9 

Per ragioni di simmetria ~ sufficiente provare che 

f ( i G g -  Gig) dXoAdX2Adx3 = 0 . lira 
8--->0 J lql =~ 
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Posto  

si ha 

3 

g = ~ i~g~ 
A = 0  

i G g -  Gig : 
2 

= ~[ ( - - x3g2@ x2g3) + i(x~g~-~ x3gs) + i(x~go-- x~gJ + k(-- xsg~-- X~go)], 

e quindi 

i~J_=~ (iSg -- Gig) gxoA dx~A dxa = 21~i=~ f [ ( -  xsgs(eq) ~- x~ga(sq)) ~- i(x~g~(sq) ~c x~gs(e~)) + 

Quando e - >  0, il seeondo membro  converge a 

2 f [(-- xag~(O) s wags(O)) + i(x~g~(O) + xag3(O)) d- 

I~1=~ + j (xago(0)-  x~g~(O)) s k(-- x3g~(O)- x~go(O))] dxoAdx~Adx3 . 

Quest 'u l t ima quant i t~ 6 nulla;  infa t t i  la forma in tegranda g d-chiusa in {[ql<l},  

e quindi per il teorema di Stokes 6 hullo il suo integrale su {Iql = 1}. 
I1 lemma g dunque prova to  per  2 = 0. 
I casi 2 = 1, 2, 3 si t r a t t an o  in modo anMogo. 
Possiamo ora provare  il seguente 

TEOBE~{A 2 (GBEEN II).  - Sia D u n  dominio limitato a ]rontiera di/ferenziabile 
di H e sia J ~ CI(D). Allora se qoe D si ha 

1- r ~ 'G( 

~1) D 

DI~0STBAZIONE. -- Per  il teorema 1 si ha 

1(%) = ~ G(q-- qo) DqJ(q) -- G(q -- qo')~q(q) g] -= 

3g (7)] 
D" 

ore  si ~ posto ~ : q -  qo, gO;) = f(qo ~- ~); quest 'u l t ima quant i t~ per il Lemma 1 
uguale a 

27~ ~ 

oD /)  
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2) Consideriamo oru n funzioni ]~, ..., J. definite su un  spe r to  di H ~ s vMori 
in H.  QuMi condizioni dovranno  soddisfare le f~ affinch~ il s is tema 

3g 
~ h ,  h 1 , . . . , n ,  

sbb i s  soluzione? 

I1 ~eorems che segue risl0onde s ta le  d o m s n d a  nel easo par t ico ls re  in eui le ]~ 
sisno s SU?loorto eom?atr  

TEOt~EM~. 3. -- ~i(tfbO ft, *.., fn~ r �9 

a) S e n  =-1, k>~l~ l'eguazione ~g/3~-~/~ ha sempre una soluzione g e  C~(H). 

b) Se n > l ,  1~>~2, il sistema {~g/~t~= J~ h = 1~ ..., n} possiede una soluzione 
g e r s e e  solo se: 

(19) f 8 

tI t t  

per h -= 1, ...~ n, V(ql, q~, ...~ q~) ~ tI". 

DIM0ST~AZZ0NE. -- Sis, d~pprims~ n = 1. La  funzione g definita d s  

g(qo) - 2 ~  f G(q--  qo) fl(q) , 
t l  

di classe C ~ su H e soddisfu l 'equa.zione 8 g / ~  = J~. 
Infa t r  

~o(qo)- ~ f ~ (~(v)fl(qo+ v)) 2~ ~ ~ 
H 

Per  ls  regolar i ts  di G, ques~ 'ul t ims quan~it~ 

H H 
=/~(qo), 

essendo 11 a suppor to  com pa t to  ( t eorems  2); cib p r o v s  a). 

Sis ors  n > 1. Supl0oniamo che il s is tema ~g/3~l~ = / h  abbia  una  soluzione g e 
e r 

P rov i am o  ls  condizione integrMe (19). Pe r  h = 1 esss ~ bsnMe. Siu dunque  
1 < h<~n, (q~, ..., q~)~ H ~. Tenuto  conto che G ~ una  lunzione regolare si ~ede fa- 
c i lmente  che 

(20) ~Eoi~G(~) , (q l+  ~, q~, ..., q,~) = ~ E o ~ ( e ( n ) ~  ~ " ( v ) ) ,  
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ore si ~ 1)osto 

Si ha anche 

~g 
7~ q~, ..., q~) �9 

(2:) 

Per il Lemma 1, essen4o le m~ ) a SUl~l~orto compatto~ si ha 

i~o(T) -Q-  (7) = ~=o ~ (o(~)r ~ , (~)) .  
H H 

Dalle uguaglianze (20) e (21) segue 1~ condizione (19). 
Viceversa supponiamo che valga la (19) e sia g G C~(H ~) definita da 

g(q:, q~, ..., q,) - ~ f G(q--  ql)f:(q, q~, ..., q,) = 
H 

Si ha, per h =  1, ..., n, 

: 

2 ~  2 
H 

7 ,  q~ ,  " " ,  q n )  �9 

3g 1 f 3  ~--~ (q:, "", q.) --  ~ ~ (G(vlil(q~ + 
H 

7, q~, ..., q.))  = 

1 3 . ~/: 

.~;/~ d ~ , = O  ~ .  
H 

V, q~, ..., q,,) �9 

Per ]a (19) quest'ultimo integrale ~ uguale a 

1 f ~ o  ~h i~G(7) - -  (q, + q.) = 

" - -  ~ , f ~ ( a ( q - q l ) h ( q ,  
H 

(per il teorema 2). 
Si ha dunque 

~_s 
~ h ,  h = 1 ,  . . . ,  n . 

q~, . . . ,  q .))  = l~(q~, . . . ,  q . ) ,  

Inoltre g ~ a supporto compatto su H". 
Sia infatti 

- -  < R } .  
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Scegliamo q~, .. . ,q~ in modo che 

~ R .  

~3 chi~ro che g(ql, q2, ..., q ~ ) =  0, Vq~eH. 

Dunque  g ~ ident icamente  nulls  su un  alaerto ilHmitato di H ". Poich~ le ]~ sono 
supporto compat to ,  g ~ regolare nel complementure  C di un  disco eompat to  di H ~. 
Essendo g ivi armonic~, per il principio di identitY, g ~ ident ic~mente nulla su C. 
~3 dunque  10rov~t~ 1~ b). 

Con ragionament i  nella sostanza identici  u quelli che si fanno per le funzioni 
olomorfe di un~ variabile  complessu (si veda in loroposito [9]), si pub dimostrare  
un  teorema di t ipo l%unge per  le funzioni regolari di un~ vari~bile quaternionicu;  
medi~nte  questo ed il t eorema 3 a), si prov~ un  teoremu di esistenza di soluzioni g 
dell 'equazione 

~g 
t ,  

essendo ] di classe C k su un  ~perto A di H. Pifl precisumente, si 10ossono f~eilmente 
prov~re i teoremi  seguenti:  

TE0~E~{A 4 (I%u~GE). -- Sia Y) un aperto di H e K un compatto di f). Se Y 2 -  K 
non ha componenti connesse, relativamente compatte in f), ogni ]unzione regolare in  
un intorno di K ~ apl)rossimabile uni]ormemente su K,  con ]unzioni regolari in f2. 

TE0~EMA 5. -- Sia A un aperto di H e sia ] ~ C~(A), k>~l. Esiste allora g ~ Ck(A) 
tale the 

su A .  

3) In  quest ' t t l t ima p~rte del 1)~ragrafo dimostreremo un teorema di t ipo l ia r -  
togs per le funzioni regolari  di pifi v~ri~bili quaternioniche.  

La nostra  dimostr~zione si ispirers a quells classica per le Iunzioni olomorfe di 
pifl vuriabili  eomplesse ([9]). 

Si tengn presente  unehe il t eorema di Ehrenpreis ,  per sistemi di equuzioni diffe- 
renziali  ~ eoeffieienti eostunti  ([3]). 

TEO~E~A 6 (HA~TOGS). -- Sia A q~n aperto connesso di H ~, n ~ 1. Sia K un 
compatto di A tale che A -  K sia connesso. Allora ogni ]unzione regolare in A -  K 
restrizione di una ]unzione regolare su A.  

DIM0ST~AZIO~E. - S i a ]  regolare in A -  K.  Come si ~ visto, ] ~ ~rmonica in 
A - - K .  
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Siano poi ~ e C~(A) ,  a valori  reali, tale che 9 = 1 in un intorno di K e / o =  
= (1 - -  ~)]. ]o~ Cr176 ed ~ regolare in A -- {supp 9}. Pofiiamo poi 

hj ~ .  in A 
---- ~ = l ~ . . . ~ n .  

0 in H ~ ' - - A ,  

h j~  C~(H'O, essendo hj ident icamente  nulla su 

H . -  {supr 

Provi~mo ehe le funzioni hi, ..., h.  verificano le condizioni di eompatibil i t~ (19)i 
cio~ ehe le funzioni 

- 8(ql, " " ,  q n )  = /A ( )LVxT VX-- 'J + V' ' " '  2<S<  
H 

sono iden*ieamenr nulle. 
Proviamo dappr ima che ogni funzione M, ~ ~rmonic~ in H ~ e per ques*o, fissar 

q~, ..., ff~ e H,  poniamo 

A(q2, ..., q~) = {q ~ H:  (q, q2, ..., q~) e A } ,  

B(q2, ..., q~) = {q ~ H:  (q, q~, ..., q.) e SUl0p ~ ) .  

O w i a m e n t e  B(q~., ..., q~) s A(q2, ..., q~). 
Sia D(q~ ..., q~) un aloerr l imitato di H,  a f ront iera  differenziabile tale che: 

B(q~, ..., q~) C D(q2, ..., q~), 

D(q~, ..., q~) c A(q2, ..., q~) . 

Indichi~mo poi con Dq~(q~, ..., q,) l ' insieme seguen*e 

�9 D~*(q~, ..., q.~) = {~ e H :  ~ + q~eD(q~, ..., q~)}. 

Si ha:  

Ms(q1, ..., q~) = [ 
, r  

D(q~,... ,qn) 
2 = 0  

Dqa(q2 . . . . .  qn) 

~, ..., q~) �9 
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Poich~ ~)er ~ ~ D~(q~, ..., q~) si ha 

h s ( m §  V, ..., q~,) = ~ ( q ~ §  

si verific~ che 

~,  . . . ,  q , )  , 

per ~ e D~(~,  ..., ~ ) .  
Inol t re  

~h~ ~ ~f0 ) 

Tenendo l~resente, ol~re ulle uguagli~nze (22) e~ (23), ~nche il Leram~ 1~ si de- 
duce che 

O/)r 

0D~(q~ . . . . .  q~) 

0Dq~(q~,...,q,) 

l~oich~ / ~ / o  su ~D~'(q~, ..., q~), ed ] ~ regolare. 
Za  dipendenz~ di M~ d~ (q~,...gq~) tr~mite 1~ w r i e t ~  di integmzione 

~D~'(q2, ..., q.) , 

solo a~)t)arenLe. 
Infa t t i  D(q2, ... ,q~) .pub essere un qu~]siasi aperto ] imitato a frontier~ difleren- 

zi~bile contenente  B(q:, ..., q~) e tale  ct~e D(q~, ..., q,) siu contenuto in A(q~, ..., q~). 
facile dedurre ~llora che 

f ~ D a AMs(q , ,  ..., qn) ~- - -  i~G(~) ~ (zJl)(q, + V, ..., q~) = O, 
r162 

al)q~(q~ . . . . .  q , )  

essendo / nrmonic~. 
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Dunque M~ 5 armonics in H ~. Poich~ le hj sono nulle su H"--  {supp ~}, M, 
nulla su un aperto non vuoto di H% Quindi Ms ~ identicamente nulla su H% 

Per il teorema 3 b), esiste allora g e Co(H ~) tale che 

@ =  hi,  j = ] , . . . , n .  

Dunque g ~ regolsre su H ~ -  {supp q}. Poieh~ g ~ a supporto compa~to, dal 
prineipio di iden~it~ segue ehe g ~ idenNcamente nulls sulla componente connessa 
illimitata C di H ~ -  {supp q). 

Posto 

si ha ehe ] ~ regolsre in A, e the ] coincide con ] su 0 C~ A. 
Poichb A -- K b connesso, ancora per il principio di identitY, si ha che f coin- 

cide con ] su A -  K. f ~ dunque l'estensione cercata di ]. 

4 .  - L e  f o r m u l e  d i  P l e m e l j .  

1) In questo parsgrafo proveremo la vMidit~, per le funzioni regolari di piil 
vsrisbili quaternioniche, delle formule integrali di tipo Plemelj ([8]). 

L]~M~WA 2. - Sia SJqo) una semisfera di H ~, centrata in qo, di raggio e > O. Si ha 

DI~0STI~AZI051E. - Si pub supporre qo = 0. Poniamo 

= Qo, S~= S~(0). 

Sia z l'iperpiano reMe su cui giace ~S~ e sia 

{Iql< } n 

f 
$8 

Sis Vs l'al0erto di H" svcnte S~u z~ come bordo. 
Si ha, per il teorema di Stokes, e per la (1) 

( 2 n -  1) 

$8 
_ ( 2 n  - -  1 ) t  

�9 4~b. v o l  (V~) - ~r-~2n ~4n 

1 
2 

(2~-- i)! f ~ I 2 7 ~ . e ~  qiO1A...ADqiA...AO,, = 

- 2 ~ e  ~ J ~--1 ~hO~A...ADq~A...AO~ �9 
~ s  
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I1 L e m m a  sar~ d imos t ra to  quando av remo  9 rova to  che 

f ~ [ti01A...ADqiA...AO~ = 0 . 
i = l  

Tenendo conto che z g u n  iperpiano reale passan te  per  l 'origine e prendendo,  
come coordinate  su esso, ( 4 n - - 1 )  coordinate  di H n indipendent i  su ~, si osserva 

ehe tale  integrale  g esprimibile come eombinazione l ineare di integral i  del t ipo 

f x(h) 9 
u 

essendo le x~ a) le coordinate  di H ~ indiloendenti su ~, ed U la !0arte in te rna  di un  
ellissoide di R ~-1, cen t ra to  nell 'origine. Questi  ul t imi  integrali  sono ev iden temente  
t u t t i  nulli, e dunque ~ hullo anche  

g s  

2) Consideriamo ora un 4ominio l imi ta to  D di H a, aven te  come bordo una  
ipersuperfieie di J o r d a n  di elasse C 1. 

Sia J: ~D - + H  una  funzione di classe C 1 e q0e 3D. Pos to  

Bdqo ) = { q e H " :  [q--  qol<e}, 

definiamo il valore principale secondo Cauchy degli integral i  

nel modo seguente:  

V.P.  

V.P. 

f Dqo(q)l(q) e f [2qo(q), 
~D OD 

f T2~~ = l im f ~2,.(q)l(q), 
e.-.->O 

~D aD-- OD n Bs(qo) 

f Qq~ = lim f 12q~ 
~D ~D-- 8D n Bdqo) 

se tal l  l imit i  esistono. 
Per  il t eo rema  di Stokes si ha  

f t2~o(q)- f t2,o(q)--o, 
a D -  ~D n Bdqo) D n ~Bdqo ) 

essen4o Qq, una  fo rma  d-chiusa in H ' ~ -  {qo}. 
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Quando s - >  0, per  il L e m m a  2, 

f 9of(q) -+ �89 
.O n OBdao) 

dunque  

(2~) 

Poniamo or~ per ~ q~ OD 

Si~no looi 

v.P. fx2~~ 1.  
O/) 

F(~) = f 9~(q) l(q). 
0/) 

F + =  FIb, /~-=/~'[~._i .  

Si ha, per 1~ (7) e la (8): 

~+(~) = fg~(q)[t(q)- ](qo)] + 1(~o), 
OD 

F-($) = f ~9~(q)[/(q) - /(qo)] .  
OJ9 

Poich6 J 6 di classe C ~, esiste finito 

fg~,(q)[/(q)- ](qo)], qoe ~9 ,  
OD 

e dunque,  se qoe ~D, si l~rova facilmenCe che si ha 

OD 

lira 2v-(~) = fQqo(q)[J(q)-  J(qo)] �9 
~-->qo 

Per la (24) si ha a n c h e  

lim~.._,qo 2~+(~) = J(qo)/2 + V.P. f f2~o(q)J(q) , 
0D 

lira ~-(~) = -/(qo)/2 + u ff)o~ �9 
~e:--uqo 

OD 
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In  part icolare /~+ ed 2~- si possono estendere per cont inui t$  su ~D, e 

~+- l z -= / .  

Le formule t rova te  prendono il nome di ]ormu~e di _Plemelj. Esse valgono anche 
in ambito  pifi generale. In fa t t i  sia U un  aperto di H ~ e sia M unu ipersuperficie di 
clusse C 1, orient~t% contenuta  in U ta le  che U - -  M ubbia due component i  con- 

nesse U + e U-  di cui M si~ bordo. 
Si~ U + 1~ componente  connessu verso cui ~ r ivolto il versore normale di M. Sia 

poi f ~ C~(M) ~ valori  in H e siano 

F+(~) = ~D~(q)J(q) per ~ ~ U + 
M 

F-(~) = f ~ ( q ) / ( q )  per @ U - .  
2r 

TEOICE~A 7. - ~ +  ed F -  possono estendersi per continuitd sq~ U + U M e su U-  U M 
rispettivamente. .Se loro estensioni (indicate ancora con ~+ ed F - )  verificano sq~ M re 
uguaglianze seguenti 

(25) F+(qo) =/(qo)/2 + V.P. ;9r =/(qo)  + ;Q~o(q)[/(q) /(q0)], 
M M 

](qo)12 ~- V.P. ~TJr -~ ~ . ( q ) [ / ( q )  -- /(qo)],  Vq0e M .  (25)' ~-(qo) l 

M .~r 

L~ dimostrazione si f~ eonsider~ndo, in ]uogo di M~ una qualsi~si ipersuperfieie 
di Jo rdan  M ehe contiene il supporto d i / ,  es tendendo ] con 0 su M -  {supp ]} ed 
applicando le formule di Pleme]j r icavate  per le ipersuperficie di Jordan.  

Osserviumo che, s e n  ---- 1, F§  ed ~ -  sono Iunzioni regolari in U + ed U- rispet- 
t iv~mente.  

Con metodo sostanzialmente unalogo ~ que]lo us~to da HAI~V]~Y e ~AWS0:N per  
dimostrure il corr ispondente teorem~ per  ]~ vuriubi]e complessa ([8]), anche se con 
qu~lehe piccol~ difficolt~ tecnicu supplementare,  si pub dimostrare  il seguente 

L ] ~ _ ~  3. - Siano U, M~ U +, U- come nella premessa al teorema 7. Sia ] ~ CO(M) 
a valori in H e siano 

E+(~) -~ fT2~(q)/(q) per ~ ~ U + , 
M 

= per ~ ~ U - .  
M 

Se P -  pu5 estendersi per eontinuit~ su U - U  M~ anche F + ha q~na estensione con- 
tinua su U + u  M, e su M si ha ~+- -  ~ - =  /. 
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5. - Tracce  di funz ion i  regolari .  

1) Nel w 2 abbiamo visto che le t racce di funzioni regolari  di loi/t variabili  
quaternioniche soddisfano condizioni in forma integrale che abbiamo chiamato con- 
dizioni di Cauchy-t~iemann-Fueter.  In t rodur rcmo ora al t re  condizioni neccssarie, 
esprimibili in fo rms  differenziale. 

Preme%iamo alcuni richiumi di na tura  ulgebricg. 
Consideri~mo un sottosl0azio reale m-dimensiongle V di H ~. 
Indichiamo con IV, JV, KV  l ' immagine di V mediante  la moltip]icazione sini- 

stra per  i, j, k r is l)et t ivamente,  e con VI, VJ, VK l ' immagine di V median te  la 
moltiplicazione destra per  le t re  unit~ immaginarie  di H. 

Poniamo 

V ~ :  V N I V  (~ J V  ~ K V  , 

V~= Vc~ V I n  V J n  VK.  

V~(V~) ~ il t0ifl grande sottospazio vet tor ia le  sinistro (risl). destro) di H ~, con- 
t enu to  in V. 

Si vede faci lmente  the  

(26) max  (0, m -- 3n) ~< dimH V~,  dimH V~< m 
4 "  

I n  part icolare s e m - ~  4 n -  1 si deduce che 

(26)' dimu V~ ~ d i m .  V~ --  n -- 1 .  

Consideriamo ora una sot tovariet~ reale di classe C ~ m-dimensionale S di H ' .  
Sia p u n  punto  di S. Lo spazio t angen te  T~(S) ~ un sottospazio reale m-dimensionale 
di H n. 

[T~(S)]~ si chiama il Ctt_F-spazio tangente sinistro ad S in p, e verr~ indicato 
con IT~(~).  

Analogamente  [T~(S)]~----~Z~(S) si chiama il C_R~-spazio tangente destro ad S 

in p. (Ct~F sta per Cauchy-l~iemann-Fuetcr.)  
Si dice poi che S ~ una C_Rl~-sottovariet~ sinistra (destra) di H n se la dimensione 

su H di zT~(S) (risp. "T~(S)) ~ costante  al var iare  di T in ~. 
Tale dimensione si chiama la C2~F-dimensione sinistra (risp. destra) di S. 
Per  la (26) si ha the  la Cl~F-dimensione di S g semi)re compress fra max  (0, 

m - -  3n) ed m/4. 
Inoltr% per  la (26) r, ogni ipersuperficie di H ~ ~ una CRF-sot tovar ie ts  destra e 

sinistra di H n avente  Cl~F-dimensione uguule ~d q~-  1. 



DONkTO PEI[TICI: Funzioni regolari di pi~ variabili quaternioniche 61 

:ESElVl:PI0 1. - Siuno ]1, ...,/4 . . . .  funzioni  di clusse C ~ u  vMori reMi definite 

su un  uper to  di H ~ =  R 4~. 
Pos to  S = {]1 . . . . .  ]4 . . . .  = 0}7 supponiumo ehe d]lA...Ad]4 ..... siu diverso da 

zero su S. 
S 6 Mlor~ unu sot tov~r ie ts  reale di H ~ di dimensione m. Si verificu eh% per ogni 

pun to  p di S, si ha  

~T~(S) : {(ul, . . . , u ~ ) e H ' ~ :  i ~ ~]~' } h = ~ j a ~ ( p ) . u h  = 0, j = ~, ...7 4 n - -  m , 

D'ora  in poi, se ~ e H ~  indieheremo con I~ (~I) il ve t to re  di H ~ o t t cnu to  molt i-  
pl ieando ~ a sinistra (risp. a destra)  I0er i. Analogo signifieato avr~nno le espres- 

sioni J ~  ~ej, K~, ~K. 
Consideriamo or~ una  Cl~F-sot tovariet~ dest ra  N di H ~ di CI~l~-dimensione r. 

Siano ~1, ..., ~ eamt)i vet tor iMi definiti su un  aper to  U di N~ ehe in ogni Imnto  di U 
gcnerano il Ct~F-spazio t angen te  destro ad S, come sot~ospazio vet tor iMe des~ro 

di H ~. Pon iamo 

Un~ iunzione ]: U --> H si dice un~ C~-]unzione sinistra su U se ~ ] / ~  = O~ 
h = l ~  ...j r. 

f~eile verificure che la definizione ~ ben  10ost% cio~ indil0endente dM campi  $~. 
Un~ iunzione ]: S -+ H si dice una  C~-]unzione sinistra su S~ se lo ~ in un  

in torno di ogni pun to  di S. I n  tM easo diremo anche che ] soddisfa le condizioni di 
Ca~why-l~iemann-~ueter in ]orma di]ferenziale. 

I n  modo anMogo si definiscono le Cl~F-funzioni destre su]le C l ~ - s o t t o v a r i e t ~  

sinistre di H ~. 
Si prov~ fac i lmente  c h e s e  F ~ una  funzione regolure su a n  ~perto U di H ~ e se S 

un~ CR~-so t tov~r ie t~  des~ra contenut~ in U, Mlor~ ~l~ ~ un~ Cl~F-iunzione si- 

n i s t ra  su S. 

E s ~ , ~ I o  2. - Siu S il grufico di unu funzione differenziabile ~ di 4 n - -  1 var ia -  

bill reMi. Cio~ 

= v(x % 4 %  .. . ,  ~ xi'))}  �9 

Si verifica che J: S -> H g una  CRF-funzione sinistra su S s e e  solo se 

per  h ---- i ,  ..., n -  1. 
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2) S e n  ~ 1, perdono di significato sia le condizioni di Cauchy-]~iemann- 
Fue te r  in forma differenziale sia quelle in forma integrale. Vale allora il seguente 

TEOnE~A 8. - Sia S una ipersuper]ieie analitica di H e sia f: S --> H, analitiea. 
Esiste una uniea ]unzione regolare ~ de]inita in un intorno di S tale che ~lz ~ f. 

DI~OST~AZI0~E. -- Si pub supporre S orientabile. Poich~ ogni funzione regolare 
armonica~ da]la (4) e dal teorema di Cauehy-Kowalewski si deduce l 'unicit~ del- 
res tens ione  regolare. 

Sia ora F la funzione armonica definita in torno ad S, che coincide con ] su S 
e la cui der iva ta  normale su S verifica l 'uguaglianza (4) ( teorema di Cauchy- 
KowMewski). 

Poich~/~ verific~ la (4) su S, per  la (3) si deduce che ~ (~ /v /~ ) ]  ~ 0, essendo _~ 
il versore normale  ad S. Di eonseguenza ( ~ F / ~ ) ] z =  0. 

Poich~ ~ ~ armonica,  3 F ] ~  ~ una  funzione antiregolare (a sinistra), nulla su S. 
Per  la (4)' e per il teorema di Cauchy-KowMewski si deduce allora ehe 

- -  O. q.e.d. 

Consideriamo ora una  funzione ] regolare su un  aperto A di H, ed un dominio D 
front iera  differenziabile, re la t ivamente  compat to  in A. 

Pe r  la (18) si ha 

(27) f g  )al = o, 
0D 

quMunque si~ g regolare a destra in un in torno di D. 
In  [18] S m ~ E ~ u  ha in t rodot to  dei polinomi omogenei ~ regol~ri a sinistr~ ed 

destr~ in H, i quMi nella teoria delle funzioni regolari su H, hanno il ruolo dei poli- 
nomi z ~ della teoria  delle funzioni olomorfe su C. 

Poich~ tali  polinomi sono regolari  a destr% per  la (27) si deduce che 

(27)' f .P~ Dq] ~ 0 ,  Vv , 

dove ] 6 un~ funzione regolare su un aperto A di H,  e D 6 un dominio a f ront iera  
differenziabile re la t ivamente  compat to  in A. 

I polinomi Pv sono cosi definiti:  

s e m  5 un intero > 0, indiehi~mo con am l ' insieme delle terne  di interi  ma.ggiori o 
uguMi a zero v ----- [ml, ms, m~], t~li che m1-4- ms + ma = m. 
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Per  ogni v -~ Imp, m~, ma] e ~ ,  defini~mo laoi 

1 
t'~(q) = ~ ~ (Xoi~-  x~) ... ( X o i ~ -  xa~) , 

3 

dove q ~ ~x;.i~., e dove lu s o m m s  b estes~ ~ t u t t e  le m-ple (~1, ...~ ~ )  tuli che 

1<2~ ,  ..., 2.~<3 e t~li che il numero  dei 2~ ugu~Ii ud h si~ es~t tumente  ma (h ~ 1~ 2, 3). 

:Posto, 

---- Imp, ms,  ms] ~ (~ 

dove G 5 il nucleo di Cauchy-Fueter ,  Sv])]3EgY ha  p rova to  in [18] che se [q[ < [Pl 

si h~ 
+ c o  

e 1~ serie converge un i fo rmemente  nella regione {q: [q] <~r[p]}, dove r ~ un qua]siasi 

numero  reule minore  di 1. 

3) 1)ossiumo or~ dimostrure  un teorem~ di tr~cciu~ simil% ne]la f o r m ~  ~ ben  
noti  t eo remi  di An~lisi Comloless~. 

(A questo proposi to  si ved~ [4] per  i1 caso n ---- I ,  e [11] per  il c~so n > 1). 

TEOI~E/W_A 9. -- Sia D un aperto limitato di H ~ avente come bordo una ipersuper]itie 
di Jordan di classe C 1. Sia ]: 3D --> H continua, veri]itante le ipotesi seguenti: 

f P~(q) Dq](q) = 0 ,  Vv e (~,~, Vm>~O, se n ---- 1 ; 

8Z) 

f 8~9~~ �9 .t = o ,  Vh = 1,  . . . ,  ~,~, V, I . r  ~ Z ) ,  

8D 

s e n ~ l ;  

(condizione integrale di Cauchy-t~iemann-~eter in ]orma debole). 

a) Esiste allora E: D -+ H~ regolare in D~ continua in D e tale the ~IsD ~ f. 
Se qo~ D si ha 

F(qo) = ~oo(q)/(q) .  
&O 
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b) Se~ inoltre, ~D ~ una il~ersul~er]icie analitiea eel ] ~ una ]unzione analitiea, 
la ]unzione ~ ~ estendibile, come [unzione regolare~ in un intorno di D. 

DI~OS~AZlON~,. - Poniamo,  per qo~ ~D, 

~D 

Siano poi F + =  _~]~, F - =  s 
Sia n = 1. Allora /~+ ed s sono funzioni regolari. Proviamo che L~- ~ identi- 

camente  nulla. 
Sia r > 0 tale the  D _c (~/e H :  [q[ < r}. 
Sia poi ~ H ~  [~] > r. Per  la (28) si ha 

1~-(~) = G ( q -  ~) Dqt(q) -~ 27~ 

2~z2 ~ ~ G,(~) j t~(q) DqJ(q) = O, 
~ = 0  VEGm 

OD 

in virtfi  dell ' ipotesi 4el teorema.  
Dunque  ~ -  6 ident icamente  nulla su {~ e H :  ]~l > r}. 
Pe r  il principio di identi t~ _~- g ident icamente  nulla su H ~ - / ) .  Pe r  il Lemma 3, 

si deduce allora che 2 ~+ ha  una  esCensione cont inua  su D e che ~+[o~ = [. 

Sia ora n > l .  Si ha 

~_F3q~ = f ~[f)q. ] = 0 , per  ipotes i .  

~ D  

Dunque  F + ed ~ -  sono funzioni regolari. 
Per  il r  di Hartogs~ ~ -  6 estendibile ~d una  funzione regolare su t u t t o  

H n, che verr~ indicata ancora con F - .  
Per  il IJemma 3, ~+ & estendibile per continuit~ su D e si ha 

Proviamo ora t h e / ~ -  5 idenr nul]a su H ~. F - ,  essendo regolare~ ~ an the  

armonica.  Si ha inoltre 

(29) l im/~- (qo)  ---- 0 .  
qo---> oo 

Infa~ti  se un punto  qo di H ~ ha distanza > M da ~D si ha 

C 
]F-(q0)] < ~td~_ ~ , 
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e d u n q u e  va le  la (29). Pe r  il t eo remu  di Liouvi l le  si deduce  quindi  che / F - =  0 su 

H ~. Perc i6  L~+I~D ~ f. ]~ p r o v ~ t a  ~llor~ 1~ a). 

Se ~D ed f sono ua~li t iche,  in virgil di uii IIoto t eorem~ sulle fuiizioni urmoiii-  

che ([12]), si hu  che /~ ~ esteiidibile iii*oriio ~ D,  come fuiizioiie ~rmoiiicu. 

Poich~ F ~ regol~re in D, l 'estei is ione ~ regolure  iii~oI'iio n D.  Cib conc lude  1~ 
dimos~r~zione del  *eoremu. 
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