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✺✳✻ ■♠♣❧❡♠❡♥-❛-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ♠❡-❤♦❞) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺

✺✳✼ ◆✉♠❡+✐❝❛❧ -❡)-) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼

❈♦♥❝❧✉&✐♦♥& ✶✵✶

❇✐❜❧✐♦❣-❛♣❤② ✶✵✸



■♥"#♦❞✉❝"✐♦♥

❚❤❡ ♥✉♠❡&✐❝❛❧ +♦❧✉-✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥+❡&✈❛-✐✈❡ ♣&♦❜❧❡♠+ ✐+ ❛ &❡❧❡✈❛♥- ✐++✉❡ ♦❢ &❡+❡❛&❝❤ +✐♥❝❡ ♠❛♥② ②❡❛&+✳ ■♥

❢❛❝-✱ ❛ ♥✉♠❡&✐❝❛❧ ♠❡-❤♦❞ ✐♥-&♦❞✉❝❡+ ❛ +♠❛❧❧ ♣❡&-✉&❜❛-✐♦♥ ✐♥ -❤❡ ♦&✐❣✐♥❛❧ +②+-❡♠ ✇❤✐❝❤✱ ✐♥ ❣❡♥❡&❛❧✱

❞❡+-&♦②+ +♦♠❡ ♦❢ ✐-+ ❢✉♥❞❛♠❡♥-❛❧ ♣&♦♣❡&-✐❡+✳ ■- ✐+ -❤❡♥ ♦❢ ✐♥-❡&❡+- -♦ ❜❡ ❛❜❧❡ -♦ &❡♣&♦❞✉❝❡ +✉❝❤

♣&♦♣❡&-✐❡+ ✐♥ -❤❡ ❞✐+❝&❡-❡ ✈❡❝-♦& ✜❡❧❞ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❛ ♥✉♠❡&✐❝❛❧ ♠❡-❤♦❞✳ ❚❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ✐♥✈❡+-✐❣❛-✐♦♥

❤❛✈✐♥❣ -❤❡ ✜♥❛❧ ❣♦❛❧ -♦ &❡♣&♦❞✉❝❡✱ ✐♥ -❤❡ ❞✐+❝&❡-❡ +❡--✐♥❣✱ ❛ ♥✉♠❜❡& ♦❢ ❣❡♦♠❡-&✐❝ ♣&♦♣❡&-✐❡+ +❤❛&❡❞

❜② -❤❡ ♦&✐❣✐♥❛❧ ❝♦♥-✐♥✉♦✉+ ♣&♦❜❧❡♠✱ ✐+ ❦♥♦✇♥ ❛+ ❣❡♦♠❡$%✐❝ ✐♥$❡❣%❛$✐♦♥✳ ❚❤❡ ✈❡&② ✜&+- ❛--❡♠♣- -♦

♣❡&❢♦&♠ ❣❡♦♠❡-&✐❝❛❧ ✐♥-❡❣&❛-✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❧❡❞ ❜❛❝❦ -♦ -❤❡ ❡❛&❧② ✇♦&❦ ♦❢ ●✳ ❉❛❧=✉✐+-✱ ✇❤❡&❡ ✐- ✐+ &❡=✉✐&❡❞

-❤❛- -❤❡ ♥✉♠❡&✐❝❛❧ ♠❡-❤♦❞+ ❛&❡ ❛❜❧❡ -♦ &❡♣&♦❞✉❝❡ -❤❡ ❛+②♠♣-♦-✐❝ +-❛❜✐❧✐-② ♦❢ ❡=✉✐❧✐❜&✐❛✳

❚❤❡ ♠♦+- ❢❛♠♦✉+ ❝❧❛++ ♦❢ ♣&♦❜❧❡♠+ ❞❡❛❧- ✇✐-❤✐♥ ❣❡♦♠❡-&✐❝❛❧ ✐♥-❡❣&❛-✐♦♥ ✐+ ❣✐✈❡♥ ❜② ❍❛♠✐❧$♦♥✐❛♥

♣%♦❜❧❡♠. ♦❢ ♦&❞✐♥❛&② ❞✐✛❡&❡♥-✐❛❧ ❡=✉❛-✐♦♥+ ✭❖❉❊+✮ ✇❤✐❝❤ ❛&❡ ❡♥❝♦✉♥-❡&❡❞ ✐♥ ♠❛♥② &❡❛❧✲❧✐❢❡ ❛♣♣❧✐❝❛✲

-✐♦♥+✱ &❛♥❣✐♥❣ ❢&♦♠ -❤❡ ♥❛♥♦✲+❝❛❧❡ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛& ❞②♥❛♠✐❝+ -♦ -❤❡ ♠❛❝&♦✲+❝❛❧❡ ♦❢ ❝❡❧❡+-✐❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝+✳

❍❛♠✐❧-♦♥✐❛♥ ♣&♦❜❧❡♠+ +❛-✐+❢② -✇♦ ❢✉♥❞❛♠❡♥-❛❧ ❢❡❛-✉&❡+✿ -❤❡ +②♠♣❧❡❝-✐❝✐-② ♦❢ -❤❡ ✢♦✇ ✐♥ -❤❡ ♣❤❛+❡

+♣❛❝❡ ❛♥❞ -❤❡ ❝♦♥+❡&✈❛-✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥✉♠❜❡& ♦❢ ✜&+- ✐♥-❡❣&❛❧+✱ ❛♠♦♥❣ ✇❤✐❝❤ -❤❡ ♠♦+- ✐♠♣♦&-❛♥- ✐+ -❤❡

❍❛♠✐❧-♦♥✐❛♥ ❢✉♥❝-✐♦♥ ✐-+❡❧❢ ✇❤✐❝❤ ✐+ ❛❧+♦ &❡❢❡&&❡❞ -♦ ❛+ -❤❡ ❡♥❡%❣②✱ +✐♥❝❡ ❢♦& ✐+♦❧❛-❡❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧

+②+-❡♠+ ✐- ❤❛+ -❤❡ ♣❤②+✐❝❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ -♦-❛❧ ❡♥❡&❣②✳

❆❧-❤♦✉❣❤ ❛ ✇✐❞❡ ❧✐-❡&❛-✉&❡ ❡①✐+-+ ❛❜♦✉- -❤❡ ❛♥❛❧②-✐❝ -&❡❛-♠❡♥- ♦❢ ❍❛♠✐❧-♦♥✐❛♥ +②+-❡♠+✱ -❤❡✐&

+-✉❞② ❢&♦♠ ❛ ♥✉♠❡&✐❝❛❧ ♣♦✐♥- ♦❢ ✈✐❡✇ ✐+ &❡❧❛-✐✈❡❧② &❡❝❡♥- ❞✉❡ -♦ -❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❛♣♣&♦♣&✐❛-❡ ♠❡❛♥+ ♦❢

✐♥✈❡+-✐❣❛-✐♦♥ ❛♥❞ -♦ -❤❡ ❞✐✣❝✉❧-✐❡+ ✐♥ ❞❡-❡&♠✐♥✐♥❣ ♠❡-❤♦❞+ ❛❜❧❡ -♦ &❡♣&♦❞✉❝❡ ♦♥ ❛ ❝♦♠♣✉-❡& -❤❡

❝♦&&❡❝- ❜❡❤❛✈✐♦✉& ♦❢ -❤❡✐& +♦❧✉-✐♦♥✳

❚❤✐+ ❞✐✣❝✉❧-② ✐+ ❞✉❡ -♦ -❤❡ ❢❛❝- -❤❛- ❍❛♠✐❧-♦♥✐❛♥ +②+-❡♠+ ❛&❡ ♥♦- +-&✉❝-✉&❛❧❧② +-❛❜❧❡ ❛❣❛✐♥+-

♥♦♥✲❍❛♠✐❧-♦♥✐❛♥ ♣❡&-✉&❜❛-✐♦♥+✳ ❚❤❡&❡❢♦&❡✱ -❤❡ ✉+❡ ♦❢ ❛♥ ♦&❞✐♥❛&② ♥✉♠❡&✐❝❛❧ ♠❡-❤♦❞ ✐♥-&♦❞✉❝❡+ ❛

♣❡&-✉&❜❛-✐♦♥ ✇❤✐❝❤✱ ✐♥ ❣❡♥❡&❛❧✱ ❞❡+-&♦②+ -❤❡ =✉❛❧✐-❛-✐✈❡ ♣&♦♣❡&-✐❡+ ♦❢ -❤❡ ♦&✐❣✐♥❛❧ +♦❧✉-✐♦♥✱ +✉❝❤ ❛+✱

✐♥ ♣❛&-✐❝✉❧❛&✱ -❤❡ +②♠♣❧❡❝-✐❝✐-② ♦❢ -❤❡ ✢♦✇ ❛♥❞ -❤❡ ❝♦♥+❡&✈❛-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ✜&+- ✐♥-❡❣&❛❧+✳ ▼♦&❡♦✈❡&✱ ✐-

❤❛+ ❜❡❡♥ ♣&♦✈❡❞ -❤❛- ✐- ✐+ ✐♠♣♦++✐❜❧❡ -♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ♥✉♠❡&✐❝❛❧ ♠❡-❤♦❞ +❛-✐+❢②✐♥❣✱ ✐♥ ❣❡♥❡&❛❧✱ ❜♦-❤ ♦❢

-❤❡+❡ -✇♦ &❡❧❡✈❛♥- ♣&♦♣❡&-✐❡+✳

❆+ ❛ ❝♦♥+❡=✉❡♥❝❡✱ ❝♦♥❝❡&♥✐♥❣ -❤❡ ♥✉♠❡&✐❝❛❧ ✐♥-❡❣&❛-✐♦♥ ♦❢ ❍❛♠✐❧-♦♥✐❛♥ ♣&♦❜❧❡♠+✱ -✇♦ ♠❛✐♥ ❧✐♥❡+

♦❢ ✐♥✈❡+-✐❣❛-✐♦♥ ❤❛✈❡ ❧❡❞ -♦ -❤❡ ❞❡✜♥✐-✐♦♥ ♦❢ .②♠♣❧❡❝$✐❝ ♠❡-❤♦❞+ ❛♥❞ ❡♥❡%❣②✲❝♦♥.❡%✈✐♥❣ ♠❡-❤♦❞+✱

&❡+♣❡❝-✐✈❡❧②✳

❆- -❤❡ -✐♠❡ ✇❤❡♥ -❤❡ &❡+❡❛&❝❤ ♦♥ -❤✐+ -♦♣✐❝ ✇❛+ +-❛&-❡❞✱ -❤❡&❡ ✇❡&❡ ♥♦ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♥✉♠❡&✐❝❛❧

♠❡-❤♦❞+ ♣♦++❡++✐♥❣ +✉❝❤ ❝♦♥+❡&✈❛-✐♦♥ ❢❡❛-✉&❡+✱ ✇❤❡&❡❛+ -❤❡ +-✉❞② ♦❢ -❤❡✐& +②♠♣❧❡❝-✐❝✐-② ♣&♦♣❡&-✐❡+

+❡❡♠❡❞ ❝❡&-❛✐♥❧② ♠♦&❡ ♠❛♥❛❣❡❛❜❧❡ -♦ ❤❛♥❞❧❡✳ ❚❤✐+ ♣❛&-❧② ❡①♣❧❛✐♥+ -❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥- ♦❢ ❛ ♥✉♠❜❡& ♦❢

+②♠♣❧❡❝-✐❝ ♠❡-❤♦❞+✳

❙②♠♣❧❡❝-✐❝ ♠❡-❤♦❞+ ❛&❡ ♦❜-❛✐♥❡❞ ❜② ✐♠♣♦+✐♥❣ -❤❛- -❤❡ ❞✐+❝&❡-❡ ♠❛♣✱ ❛++♦❝✐❛-❡❞ ✇✐-❤ ❛ ❣✐✈❡♥

♥✉♠❡&✐❝❛❧ ♠❡-❤♦❞✱ ✐+ +②♠♣❧❡❝-✐❝ ❛+ ✐+ -❤❡ ❝♦♥-✐♥✉♦✉+ ♦♥❡✳ ❆❧-❤♦✉❣❤ ❢♦& -❤❡ ❝♦♥-✐♥✉♦✉+ ♠❛♣ +②♠✲

♣❧❡❝-✐❝✐-② ✐♠♣❧✐❡+ ❡♥❡&❣②✲❝♦♥+❡&✈❛-✐♦♥✱ -❤✐+ ✐+ ♥♦ ♠♦&❡ -&✉❡ ❢♦& -❤❡ ❞✐+❝&❡-❡ ♠❛♣✳ ■♥ ♣❛&-✐❝✉❧❛&✱ ❡✈❡♥

-❤♦✉❣❤ -❤❡ ♥✉♠❡&✐❝❛❧ +♦❧✉-✐♦♥ ❣❡♥❡&❛-❡❞ ❜② ❛ +②♠♣❧❡❝-✐❝ ♠❡-❤♦❞ +❤♦✇+ ✐♥-❡&❡+-✐♥❣ ❧♦♥❣✲-✐♠❡ ❜❡✲

❤❛✈✐♦✉& ❬✸✱ ✹✾❪✱ ✐- ✇❛+ ♦❜+❡&✈❡❞ -❤❛- +②♠♣❧❡❝-✐❝✐-② ❝❛♥ ❛++✉&❡✱ ❛- ♠♦+-✱ -❤❡ ❝♦♥+❡&✈❛-✐♦♥ ♦❢ ♦♥❧②

=✉❛❞&❛-✐❝ ❍❛♠✐❧-♦♥✐❛♥ ❢✉♥❝-✐♦♥+✳ ■♥ -❤❡ ❣❡♥❡&❛❧ ❝❛+❡ ❝♦♥+❡&✈❛-✐♦♥ ❝❛♥♥♦- ❜❡ ❛++✉&❡❞ ❛♥❞✱ ❝♦♥+❡✲

✶



✷ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆

 ✉❡♥$❧②✱ ✐$ ♠❛❦❡, ,❡♥,❡ $♦ ❧♦♦❦ ❢♦/ ❡♥❡/❣②✲❝♦♥,❡/✈✐♥❣ ♠❡$❤♦❞, ❛❜❧❡ $♦ ❡①❛❝$❧② ,❛$✐,❢② $❤❡ ❝♦♥,❡/✈❛$✐♦♥

♣/♦♣❡/$② ♦❢ $❤❡ ❍❛♠✐❧$♦♥✐❛♥ ❛❧♦♥❣ $❤❡ ♥✉♠❡/✐❝❛❧ $/❛❥❡❝$♦/②✳

❚❤❡ ✈❡/② ✜/,$ ❛$$❡♠♣$, $♦ ❢❛❝❡ $❤✐, ♣/♦❜❧❡♠ ✇❡/❡ ❜❛,❡❞ ♦♥ ♣/♦❥❡❝$✐♦♥ $❡❝❤♥✐ ✉❡, ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐$❤

,$❛♥❞❛/❞ ♥♦♥ ❝♦♥,❡/✈❛$✐✈❡ ♥✉♠❡/✐❝❛❧ ♠❡$❤♦❞,✳ ❍♦✇❡✈❡/✱ ✐$ ✐, ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ $❤❛$ $❤✐, ❛♣♣/♦❛❝❤ ,✉✛❡/,

❢/♦♠ ♠❛♥② ❞/❛✇❜❛❝❦,✱ ✐♥ $❤❛$ $❤✐, ✐, ✉,✉❛❧❧② ♥♦$ ❡♥♦✉❣❤ $♦ ❝♦//❡❝$❧② /❡♣/♦❞✉❝❡ $❤❡ ❞②♥❛♠✐❝, ✭,❡❡✱

❡✳❣✳ ❬✹✾✱ ♣✳ ✶✶✶❪ ✮✳

❆ ❞✐✛❡/❡♥$ ❛♣♣/♦❛❝❤ ✐, /❡♣/❡,❡♥$❡❞ ❜② ❞✐"❝$❡&❡ ❣$❛❞✐❡♥& ♠❡&❤♦❞" ✐♥$/♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞ ,$✉❞✐❡❞ ✐♥ $❤❡

♣✐♦♥❡❡/✐♥❣ ✇♦/❦ ❬✹✻❪ ❛♥❞ ❧❛$❡/ ✐♥ ❬✻✹❪✳ ❚❤❡,❡ ♠❡$❤♦❞, ❛/❡ ❜❛,❡❞ ✉♣♦♥ $❤❡ ❞❡✜♥✐$✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞✐,❝/❡$❡

❝♦✉♥$❡/♣❛/$ ♦❢ $❤❡ ❣/❛❞✐❡♥$ ♦♣❡/❛$♦/✱ ❛♥❞ ❛/❡ ❛❜❧❡ $♦ ❛,,✉/❡ ❡♥❡/❣② ❝♦♥,❡/✈❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ♥✉♠❡/✐❝❛❧

,♦❧✉$✐♦♥ ❛$ ❡❛❝❤ ,$❡♣ ❛♥❞ ❢♦/ ❛♥② ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ $❤❡ ✐♥$❡❣/❛$✐♦♥ ,$❡♣,✐③❡✳

❆ ❢✉/$❤❡/ ❛♣♣/♦❛❝❤ ✐, ❜❛,❡❞ ♦♥ $❤❡ ❝♦♥❝❡♣$ ♦❢ &✐♠❡ ✜♥✐&❡ ❡❧❡♠❡♥& ♠❡&❤♦❞" ❬✺✹❪✱ ✇❤❡/❡ ♦♥❡ ✜♥❞,

❧♦❝❛❧ ●❛❧❡/❦✐♥ ❛♣♣/♦①✐♠❛$✐♦♥, ♦♥ ❡❛❝❤ ,✉❜✐♥$❡/✈❛❧ ♦❢ ❛ ✜①❡❞ ♠❡,❤ ❢♦/ $❤❡ ❣✐✈❡♥ ❡ ✉❛$✐♦♥✳ ❚❤✐,✱ ✐♥

$✉/♥✱ ❤❛, ❧❡❞ $♦ $❤❡ ❞❡✜♥✐$✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡/❣②✲❝♦♥,❡/✈✐♥❣ ❘✉♥❣❡✲❑✉$$❛ ♠❡$❤♦❞, ❬✹✱ ✺✱ ✼✸✱ ✼✹❪✳

❆ ♣❛/$✐❛❧❧② /❡❧❛$❡❞ ❛♣♣/♦❛❝❤ ✐, ❣✐✈❡♥ ❜② ❞✐"❝$❡&❡ ❧✐♥❡ ✐♥&❡❣$❛❧ ♠❡&❤♦❞" ❬✺✺✱ ✺✻✱ ✺✼❪✱ ✇❤❡/❡ $❤❡ ❦❡②

✐❞❡❛ ✐, $♦ ❡①♣❧♦✐$ $❤❡ /❡❧❛$✐♦♥ ❜❡$✇❡❡♥ $❤❡ ♠❡$❤♦❞ ✐$,❡❧❢ ❛♥❞ $❤❡ ❞✐"❝$❡&❡ ❧✐♥❡ ✐♥&❡❣$❛❧✱ ✐✳❡✳ $❤❡ ❞✐,❝/❡$❡

❝♦✉♥$❡/♣❛/$ ♦❢ $❤❡ ❧✐♥❡ ✐♥$❡❣/❛❧ ✐♥ ❝♦♥,❡/✈❛$✐✈❡ ✈❡❝$♦/ ✜❡❧❞,✳ ❚❤✐, $♦♦❧ ②✐❡❧❞, ❡①❛❝$ ❝♦♥,❡/✈❛$✐♦♥ ❢♦/

♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❍❛♠✐❧$♦♥✐❛♥, ♦❢ ❛/❜✐$/❛/✐❧② ❤✐❣❤✲❞❡❣/❡❡✱ ❛♥❞ /❡,✉❧$, ✐♥ $❤❡ ❝❧❛,, ♦❢ ♠❡$❤♦❞, ❧❛$❡/ ♥❛♠❡❞

❍❛♠✐❧&♦♥✐❛♥ ❇♦✉♥❞❛$② ❱❛❧✉❡ ▼❡&❤♦❞" ✭❍❇❱▼"✮✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❛ ,❡/✐❡, ♦❢ ♣❛♣❡/,

❬✶✶✱ ✶✽✱ ✶✾✱ ✷✵✱ ✷✶✱ ✷✷✱ ✷✹✱ ✷✺✱ ✷✻❪✳

❆♥♦$❤❡/ ❛♣♣/♦❛❝❤✱ ,$/✐❝$❧② /❡❧❛$❡❞ $♦ $❤❡ ❧❛$$❡/ ♦♥❡✱ ✐, ❣✐✈❡♥ ❜② $❤❡ ❆✈❡$❛❣❡❞ ❱❡❝&♦$ ❋✐❡❧❞♠❡$❤♦❞

❬✸✻✱ ✻✼❪ ❛♥❞ ✐$, ❣❡♥❡/❛❧✐③❛$✐♦♥, ❬✹✽❪✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❧,♦ ❛♥❛❧②,❡❞ ✐♥ $❤❡ ❢/❛♠❡✇♦/❦ ♦❢ ❇✲,❡/✐❡,

❬✸✼✱ ✺✶❪ ✭✐✳❡✳✱ ♠❡$❤♦❞, ❛❞♠✐$$✐♥❣ ❛ ❚❛②❧♦/ ❡①♣❛♥,✐♦♥ ✇✐$❤ /❡,♣❡❝$ $♦ $❤❡ ,$❡♣,✐③❡✮✳

■♥ $❤❡ ❧❛,$ ❞❡❝❛❞❡, $❤❡/❡ ❤❛, ❜❡❡♥ ❛❧,♦ ❛ ❣/♦✇✐♥❣ ✐♥$❡/❡,$ ✐♥ $❤❡ ♥✉♠❡/✐❝❛❧ $/❡❛$♠❡♥$ ♦❢ ❍❛♠✐❧✲

$♦♥✐❛♥ ♣❛/$✐❛❧ ❞❡/✐✈❛$✐✈❡ ❡ ✉❛$✐♦♥, ✭U❉❊,✮ ❛/✐,✐♥❣ ✐♥ ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛$✐♦♥ ✜❡❧❞,✱ ,✉❝❤ ❛, ♠❡$❡♦/♦❧♦❣②

❛♥❞ ✇❡❛$❤❡/ ♣/❡❞✐❝$✐♦♥✱  ✉❛♥$✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝, ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛/ ♦♣$✐❝, ❬✽❪✳ ❆, ❛ ❞✐/❡❝$ ❡①$❡♥,✐♦♥✱ $❤❡

✐❞❡❛, ❛♥❞ $♦♦❧, /❡❧❛$❡❞ $♦ ❣❡♦♠❡$/✐❝ ✐♥$❡❣/❛$✐♦♥ ♦❢ ❖❉❊, ❤❛, ❧❡❞ $♦ $❤❡ ❞❡✜♥✐$✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥❛❧②,✐, ♦❢

✈❛/✐♦✉, ,$/✉❝$✉/❡ ♣/❡,❡/✈✐♥❣ ❛❧❣♦/✐$❤♠, ❢♦/ U❉❊,✳ ❚✇♦ ♠❛✐♥ ❧✐♥❡, ♦❢ ✐♥✈❡,$✐❣❛$✐♦♥ ❛/❡ ❜❛,❡❞ ♦♥ ❛

♠✉❧$✐,②♠♣❧❡❝$✐❝ /❡❢♦/♠✉❧❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❡ ✉❛$✐♦♥, ❛♥❞ $❤❡✐/ ,❡♠✐✲❞✐,❝/❡$✐③❛$✐♦♥ ❜② ♠❡❛♥, ♦❢ $❤❡ ♠❡$❤♦❞

♦❢ ❧✐♥❡, ✭▼❖▲✮✱ /❡,♣❡❝$✐✈❡❧②✳

▼✉❧$✐,②♠♣❧❡❝$✐❝ ,$/✉❝$✉/❡, ❣❡♥❡/❛❧✐③❡ $❤❡ ❝❧❛,,✐❝❛❧ ❍❛♠✐❧$♦♥✐❛♥ ,$/✉❝$✉/❡ ♦❢ ❛ ❍❛♠✐❧$♦♥✐❛♥ ❖❉❊

❜② ❛,,✐❣♥✐♥❣ ❛ ❞✐,$✐♥❝$ ,②♠♣❧❡❝$✐❝ ♦♣❡/❛$♦/ ❢♦/ ❡❛❝❤ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ,♣❛❝❡ ❞✐/❡❝$✐♦♥ ❛♥❞ $✐♠❡ ❬✼❪✳ ❆

❝❧❡❛/ ❛❞✈❛♥$❛❣❡ ♦❢ $❤✐, ❛♣♣/♦❛❝❤ ✐, $❤❛$ ✐$ ❛❧❧♦✇, ❢♦/ ❛♥ ❡❛,② ❣❡♥❡/❛❧✐③❛$✐♦♥ ❢/♦♠ ,②♠♣❧❡❝$✐❝ $♦

♠✉❧$✐,②♠♣❧❡❝$✐❝ ✐♥$❡❣/❛$✐♦♥✳ ▼✉❧$✐,②♠♣❧❡❝$✐❝ ✐♥$❡❣/❛$♦/, ❛/❡ ♥✉♠❡/✐❝❛❧ ♠❡$❤♦❞, ✇❤✐❝❤ ♣/❡❝✐,❡❧②

❝♦♥,❡/✈❡ ❛ ❞✐,❝/❡$❡ ,♣❛❝❡✲$✐♠❡ ,②♠♣❧❡❝$✐❝ ,$/✉❝$✉/❡ ♦❢ ❍❛♠✐❧$♦♥✐❛♥ U❉❊, ❬✽✱ ✹✸✱ ✹✹✱ ✺✾✱ ✻✸❪ ✭❛

❜❛❝❦✇❛/❞ ❡//♦/ ❛♥❛❧②,✐, ♦❢ ,✉❝❤ ,❝❤❡♠❡, ♠❛② ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✻✵✱ ✻✶✱ ✻✻❪✮✳

❲❤❡♥ $❤❡ ♠❡$❤♦❞ ♦❢ ❧✐♥❡, ❛♣♣/♦❛❝❤ ✐, ✉,❡❞✱ $❤❡ ,♣❛$✐❛❧ ❞❡/✐✈❛$✐✈❡, ❛/❡ ✉,✉❛❧❧② ❛♣♣/♦①✐♠❛$❡❞ ❜②

✜♥✐$❡ ❞✐✛❡/❡♥❝❡, ❬✶✷✱ ✶✸✱ ✸✹❪ ♦/ ❜② ❞✐,❝/❡$❡ ❋♦✉/✐❡/ $/❛♥,❢♦/♠, ❬✻✱ ✶✷✱ ✶✹✱ ✸✺✱ ✹✷✱ ✻✺✱ ✼✵✱ ✼✶✱ ✼✺❪ ❛♥❞

$❤❡ /❡,✉❧$✐♥❣ ,②,$❡♠ ✐, $❤❡♥ ✐♥$❡❣/❛$❡❞ ✐♥ $✐♠❡ ❜② ,♦♠❡ ,$❛♥❞❛/❞ ✐♥$❡❣/❛$♦/✱ ✉,✉❛❧❧② ,②♠♣❧❡❝$✐❝ ♦/

❡♥❡/❣②✲❝♦♥,❡/✈✐♥❣✳

❲✐$❤ $❤❡,❡ ♣/❡♠✐,❡,✱ $❤❡ $❤❡,✐, ✐, ♦/❣❛♥✐③❡❞ ❛, ❢♦❧❧♦✇,✳ ■♥ ❈❤❛♣$❡/ ✶ ✇❡ ❞✐,❝✉,, $❤❡ ❜❛,✐❝ ✐,,✉❡,

❛❜♦✉$ ❣❡♦♠❡$/✐❝ ✐♥$❡❣/❛$✐♦♥✱ ✐♥ ♣❛/$✐❝✉❧❛/ ♦❢ ,②♠♣❧❡❝$✐❝ ♠❡$❤♦❞,✱ ❛♥❞ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ ❝♦♥❝/❡$❡ ♠♦$✐✈❛$✐♦♥

$♦ ❧♦♦❦ ❢♦/ ❡♥❡/❣②✲❝♦♥,❡/✈✐♥❣ ♠❡$❤♦❞, ❢♦/ $❤❡ ♥✉♠❡/✐❝❛❧ ,♦❧✉$✐♦♥ ♦❢ ❍❛♠✐❧$♦♥✐❛♥ ♣/♦❜❧❡♠,✳ ■♥

♣❛/$✐❝✉❧❛/✱ ✇❡ ❢♦❝✉, ♦♥ $❤❡ ,♦✲❝❛❧❧❡❞ ❞✐"❝$❡&❡ ❧✐♥❡ ✐♥&❡❣$❛❧ ♠❡&❤♦❞" $❤❛$ ❛/❡ $❤❡ ❜❛,✐, ✇❤✐❝❤ ❧❡❞ $♦

$❤❡ ❞❡✜♥✐$✐♦♥ ❛♥❞ $❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥$ ♦❢ ❍❇❱▼,✳

❈❤❛♣$❡/ ✷ ✐, ❞❡✈♦$❡❞ $♦ ❛ ❢❡✇ ♣/❡❧✐♠✐♥❛/② /❡,✉❧$, ❝♦♥❝❡/♥✐♥❣ ▲❡❣❡♥❞/❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧, ❛♥❞ ♣❡/$✉/✲

❜❛$✐♦♥ /❡,✉❧$, ❢♦/ ❞✐✛❡/❡♥$✐❛❧ ❡ ✉❛$✐♦♥,✳

■♥ ❈❤❛♣$❡/ ✸ ❍❇❱▼, ♠❡$❤♦❞, ❛/❡ ✐♥$/♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞ ❛❧❧ $❤❡✐/ ♠❛✐♥ ❢❡❛$✉/❡, ❛/❡ ✐♥✈❡,$✐❣❛$❡❞✳ ■♥

♣❛/$✐❝✉❧❛/ ✇❡ ,❤♦✇ $❤❛$ ❍❇❱▼, ❛/❡ A✲,$❛❜❧❡✱ ,②♠♠❡$/✐❝ ❛♥❞ ❡♥❡/❣② ❝♦♥,❡/✈✐♥❣ ✐♥ $❤❡ ❝❛,❡ ♦❢ ♣♦❧②✲



✸

♥♦♠✐❛❧ ❍❛♠✐❧'♦♥✐❛♥(✳ ❚❤✐( ❧❛''❡- ♣-♦♣❡-'② -❡(✉❧'( ❛❧(♦ ✐♥ ❛ ♣!❛❝$✐❝❛❧ ♥✉♠❡-✐❝❛❧ ❡♥❡-❣② ❝♦♥(❡-✈❛'✐♦♥

❢♦- ❛♥② ♣-♦❜❧❡♠ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ (✉✐'❛❜❧② -❡❣✉❧❛- ❍❛♠✐❧'♦♥✐❛♥✳

■♥ ❈❤❛♣'❡- ✹ ✇❡ ✐♥'-♦❞✉❝❡ '✇♦ ❞✐✛❡-❡♥' ♣-♦❝❡❞✉-❡( ❢♦- '❤❡ ❡✣❝✐❡♥' ✐♠♣❧❡♠❡♥'❛'✐♦♥ ♦❢ ❍❇❱▼(✿

'❤❡ ✜-(' ♦♥❡ ✐( ❜❛(❡❞ ♦♥ ❛ ❜❧❡♥❞❡❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥$❛$✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ♠❡'❤♦❞(✱ '❤❡ ❧❛''❡-✱ ✇❤✐❝❤ ✐( ♦♥❡ ♦❢ '❤❡

'✇♦ ♠❛✐♥ -❡(✉❧'( ♦❢ '❤❡ -❡(❡❛-❝❤ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ '❤✐( '❤❡(✐(✱ ✐( ❜❛(❡❞ ♦♥ ❛ ♣❛-'✐❝✉❧❛- (♣❧✐''✐♥❣ ♦❢ '❤❡

❇✉'❝❤❡- ♠❛'-✐① ❞❡✜♥✐♥❣ '❤❡ ♠❡'❤♦❞(✳ ❲❡ ❛❧(♦ ♣-♦✈✐❞❡ ❛ ❧✐♥❡❛- ❛♥❛❧②(✐( ♦❢ ❝♦♥✈❡-❣❡♥❝❡ ❢♦- '❤❡(❡

'✇♦ ♣-♦❝❡❞✉-❡( ❛♥❞ ❛ ❢❡✇ ♥✉♠❡-✐❝❛❧ '❡('( ✐♥ ♦-❞❡- '♦ ♠❛❦❡ ❛ ❝♦♠♣❛-✐(♦♥ ❜❡'✇❡❡♥ ❞✐✛❡-❡♥' '②♣❡( ♦❢

✐♠♣❧❡♠❡♥'❛'✐♦♥✳

❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ -❡(❡❛-❝❤ ❛❞❞-❡((❡( ❛♥♦'❤❡- ♠❛✐♥ '♦♣✐❝ ✇❤✐❝❤ ✐( ❞✐(❝✉((❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣'❡- ✺✱ ✇❤❡-❡ ✇❡

♠♦✈❡ '♦ '❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ G❉❊(✳ ■♥ ♣❛-'✐❝✉❧❛-✱ ✇❡ ❝♦♥(✐❞❡- ❛ ♣-♦❜❧❡♠ ❢♦- '❤❡ (❡♠✐❧✐♥❡❛- ✇❛✈❡ ❡J✉❛'✐♦♥

❛♥❞ ✇❡ ✉(❡ ❛ ♠❡'❤♦❞ ♦❢ ❧✐♥❡( ❛♣♣-♦❛❝❤✱ ❝♦♥(✐('✐♥❣ ♦❢ ❛ (♣❛'✐❛❧ ❞✐(❝-❡'✐③❛'✐♦♥ ♦❜'❛✐♥❡❞ ❜② ♠❡❛♥( ♦❢ ❛

✜♥✐'❡ ❞✐✛❡-❡♥❝❡ ❛♣♣-♦①✐♠❛'✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❢✉❧❧ ❞✐(❝-❡'✐③❛'✐♦♥ ✐♥ '✐♠❡ ❛❝❝♦♠♣❧✐(❤❡❞ ❜② ♠❡❛♥( ♦❢ ❛ ♠❡'❤♦❞

✐♥ '❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ '❤❡ ❍❇❱▼(✳ ❲❡ ❝♦♥(✐❞❡- '❤❡ ❞✐✛❡-❡♥' ❝❛(❡( ✇❤❡♥ '❤❡ ❞✐✛❡-❡♥'✐❛❧ ♣-♦❜❧❡♠ ♣-❡(❡♥'(

♣❡-✐♦❞✐❝✱ ❉✐-✐❝❤❧❡' ♦- ◆❡✉♠❛♥♥ ❜♦✉♥❞❛-② ❝♦♥❞✐'✐♦♥( ❛♥❞ ✇❡ ❢♦❝✉( ♦✉- ❛''❡♥'✐♦♥ ♦♥ '❤❡ ❢❛❝' '❤❛'

'❤❡ ♣-♦♣♦(❡❞ ♠❡'❤♦❞( ❛-❡ ❛❜❧❡ '♦ ♥✉♠❡-✐❝❛❧❧② -❡♣-♦❞✉❝❡ '❤❡ ✈❛-✐❛'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ❡♥❡-❣② ❞❡♥(✐'② ✇❤✐❝❤✱

✐♥'❡❣-❛'❡❞ ♦✈❡- ❛♥ ✐♥'❡-✈❛❧✱ ❞❡♣❡♥❞( ♦♥❧② ♦♥ '❤❡ ♥❡' ✢✉① '❤-♦✉❣❤ ✐'( ❡♥❞♣♦✐♥'(✳ ■♥ '❤❡ ♣❛-'✐❝✉❧❛-

❝❛(❡ ♦❢ ♣❡-✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛-② ❝♦♥❞✐'✐♦♥(✱ ✇❡ ('✉❞② ❛❧(♦ ❛ ❞✐✛❡-❡♥' ('-❛'❡❣② ❢♦- '❤❡ (♣❛'✐❛❧ ❞✐(❝-❡'✐③❛'✐♦♥✱

♦❜'❛✐♥❡❞ ❜② ♠❡❛♥( ♦❢ ❛ (♣❡❝'-❛❧ ♠❡'❤♦❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ '❤❡ ❡✛❡❝'✐✈❡♥❡(( ♦❢ '❤❡ ♣-♦♣♦(❡❞

♠❡'❤♦❞( ❜② (❤♦✇✐♥❣ (✐❣♥✐✜❝❛♥' ♥✉♠❡-✐❝❛❧ '❡('( ✇❤❡-❡ ❛ ♥♦' ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❡--♦- ✐♥ '❤❡ -❡♣-♦❞✉❝'✐♦♥ ♦❢

'❤❡ ❡♥❡-❣② ✈❛-✐❛'✐♦♥ ✭✇❤✐❝❤ ✐( ♥✉❧❧ ✐♥ '❤❡ ♣❛-'✐❝✉❧❛- ❝❛(❡ ♦❢ ♣❡-✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛-② ❝♦♥❞✐'✐♦♥(✮✱ ❞✉❡ '♦

'❤❡ ✉(❡ ♦❢ ♥♦♥ ❡♥❡-❣②✲❝♦♥(❡-✈✐♥❣ ♠❡'❤♦❞( ✐♥ '✐♠❡✱ -❡(✉❧'( ✐♥ ❛ ✇-♦♥❣ ❞②♥❛♠✐❝( ❢♦- '❤❡ ♦❜'❛✐♥❡❞

❛♣♣-♦①✐♠❛'✐♦♥✱ ✇❤❡-❡❛( '❤❡ ✉(❡ ♦❢ ❡♥❡-❣②✲❝♦♥(❡-✈✐♥❣ ♠❡'❤♦❞( ✐♥ '✐♠❡ ♠❛❦❡( ✐' ♣♦((✐❜❧❡ '♦ ♦❜'❛✐♥

'❤❡ ❝♦--❡❝' ♣♦-'-❛✐' ♦❢ '❤❡ (♦❧✉'✐♦♥✳
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●❡♦♠❡$%✐❝ ■♥$❡❣%❛$✐♦♥

●❡♦♠❡$%✐❝ ✐♥$❡❣%❛$✐♦♥ ✐+ ❛ %❡❝❡♥$ ❜%❛♥❝❤ ♦❢ ♥✉♠❡%✐❝❛❧ ❛♥❛❧②+✐+ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉$❛$✐♦♥❛❧ ♠❛$❤❡♠❛$✐❝+✳

❚❤❡ ♣❤✐❧♦+♦♣❤② ♦❢ ❣❡♦♠❡$%✐❝ ✐♥$❡❣%❛$✐♦♥ ✐+ $❤❛$ ♥✉♠❡%✐❝❛❧ ♠❡$❤♦❞+ +❤♦✉❧❞ ♣%❡+❡%✈❡ %❡❧❡✈❛♥$

7✉❛❧✐$❛$✐✈❡ ❛$$%✐❜✉$❡+ ♦❢ $❤❡ ♦%✐❣✐♥❛❧ ♣%♦❜❧❡♠ ✭✐♥ ♣❛%$✐❝✉❧❛% ✐$+ ❣❡♦♠❡$%✐❝ ♣%♦♣❡%$✐❡+✮ $♦ $❤❡ ❡①$❡♥$

✐$ ✐+ ♣♦++✐❜❧❡✳

❚❤❡ ♠♦$✐✈❛$✐♦♥ ❢♦% ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ +$%✉❝$✉%❡✲♣%❡+❡%✈✐♥❣ ❛❧❣♦%✐$❤♠+ ❛%✐+❡+ ✐♥ ❞✐✛❡%❡♥$ ❛%❡❛+ ♦❢ %❡+❡❛%❝❤

+✉❝❤ ❛+ ❝❡❧❡+$✐❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝+✱ ♠♦❧❡❝✉❧❛% ❞②♥❛♠✐❝+✱ ❝♦♥$%♦❧ $❤❡♦%② ❛♥❞ ♣❛%$✐❝❧❡ ❛❝❝❡❧❡%❛$♦%+ ♣❤②+✐❝+✳

❚❤❡ 7✉❛❧✐$❛$✐✈❡ ♥❛$✉%❡ ♦❢ $❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ +$✉❞✐❡❞ ✐♥ ❛❧❧ $❤❡+❡ ❛%❡❛+ +$%♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞+ ♦♥ $❤❡

❝♦♥+❡%✈❛$✐♦♥ ♦❢ +♦♠❡ ❣❡♦♠❡$%✐❝ +$%✉❝$✉%❡ ♦❢ $❤❡ ✉♥❞❡%❧②✐♥❣ +②+$❡♠✳ ❇② ✐♥$%♦❞✉❝✐♥❣ $❤❡+❡ ♣%♦♣❡%$✐❡+

✐♥$♦ $❤❡ ♥✉♠❡%✐❝❛❧ ♠❡$❤♦❞✱ ❣❡♦♠❡$%✐❝ ✐♥$❡❣%❛$✐♦♥ ❛❧❧♦✇+ ❢♦% ❛♥ ✐♠♣%♦✈❡❞ 7✉❛❧✐$❛$✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉% ♦❢

$❤❡ ♠❡$❤♦❞✳

■♥ $❤❡ ✜%+$ ♣❛%$ ♦❢ $❤✐+ $❤❡+✐+✱ ✇❡ +❤❛❧❧ ❞❡❛❧✱ ✐♥ ♣❛%$✐❝✉❧❛%✱ ✇✐$❤ ❍❛♠✐❧$♦♥✐❛♥ ♣%♦❜❧❡♠+ ♦❢ ❖❉❊+

❤❛✈✐♥❣ $❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❣❡♥❡%❛❧ ❢♦%♠✱

y′ = J∇H(y), y(0) = y0 ∈ R
2m, ✭✶✳✶✮

✇❤❡%❡ J⊤ = −J = J−1 ✐+ ❛ ❝♦♥+$❛♥$✱ ♦%$❤♦❣♦♥❛❧ ❛♥❞ +❦❡✇✲+②♠♠❡$%✐❝ ♠❛$%✐①✳ H%♦❜❧❡♠ ✭✶✳✶✮ ✐+ ✐♥

❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢♦'♠ ✐❢

J =

(
0 I
−I 0

)

, ✭✶✳✷✮

✇❤❡%❡ I ✐+ $❤❡ ✐❞❡♥$✐$② ♠❛$%✐① ♦❢ ❞✐♠❡♥+✐♦♥ m✳ ❚❤❡ +❝❛❧❛% ❢✉♥❝$✐♦♥ H(y) ✐+ $❤❡ ❍❛♠✐❧*♦♥✐❛♥ ♦% $❤❡

❡♥❡'❣② ♦❢ $❤❡ ♣%♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ✐$+ ✈❛❧✉❡ ✐+ ❝♦♥+$❛♥$ ❞✉%✐♥❣ $❤❡ ♠♦$✐♦♥✱ ♥❛♠❡❧②

H(y(t)) ≡ H(y0), ∀t ≥ 0,

❢♦% $❤❡ +♦❧✉$✐♦♥ ♦❢ ✭✶✳✶✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♦♥❡ ❤❛+✿

d

dt
H(y(t)) = ∇H(y(t))⊤y′(t) = ∇H(y(t))⊤J∇H(y(t)) = 0 ∀t ≥ 0, ✭✶✳✸✮

❞✉❡ $♦ $❤❡ ❢❛❝$ $❤❛$ J⊤ = −J ✳ ❋♦% ✐+♦❧❛$❡❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ +②+$❡♠+ $❤❡ ❍❛♠✐❧$♦♥✐❛♥ H ❤❛+ $❤❡ ♣❤②+✐❝❛❧

♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ $♦$❛❧ ❡♥❡%❣② ❛♥❞✱ ❢♦% $❤✐+ %❡❛+♦♥✱ ✐$+ ❝♦♥+❡%✈❛$✐♦♥ ✐+ ❞❡❡♣❧② ✐♠♣♦%$❛♥$ ✐♥ $❤❡ +✐♠✉❧❛$✐♦♥

♦❢ $❤❡+❡ ♣%♦❜❧❡♠+✳

❆ ❞✐✛❡%❡♥$ ✇❛② $♦ ✇%✐$❡ ♣%♦❜❧❡♠ ✭✶✳✶✮ ✐+ ♦❜$❛✐♥❡❞ ❜② +♣❧✐$$✐♥❣ $❤❡ +$❛$❡ ✈❡❝$♦% ♦❢ $❤❡ ❍❛♠✐❧$♦♥✐❛♥

+②+$❡♠ ✐♥ $✇♦ m✲❧❡♥❣$❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥$+

y =

(
q
p

)

,

✺
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✇❤❡#❡ q ❛♥❞ p ❛#❡ '❤❡ ✈❡❝'♦#+ ♦❢ ❣❡♥❡#❛❧✐③❡❞ ♣♦+✐'✐♦♥+ ❛♥❞ ❝♦♥❥✉❣❛'❡ ♠♦♠❡♥'❛✱ #❡+♣❡❝'✐✈❡❧②✳ ❈♦♥+❡✲
:✉❡♥'❧②✱ ✭✶✳✶✮✕✭✶✳✷✮ ❜❡❝♦♠❡+

q′ = ∇pH(q, p), p′ = −∇qH(q, p).

❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ '❤❡ ❝❛+❡✱ ✇❡ +❤❛❧❧ ✉+❡ ❡✐'❤❡# ♦♥❡ ♦# '❤❡ ♦'❤❡# ♥♦'❛'✐♦♥✳

✶✳✶ ❙②♠♣❧❡❝)✐❝ ✈, ❡♥❡.❣②✲❝♦♥,❡.✈✐♥❣ ♠❡)❤♦❞,

■♥ ♦#❞❡# '♦ ✐♥'#♦❞✉❝❡ ❛♥♦'❤❡# ✐♠♣♦#'❛♥' ❢❡❛'✉#❡ ♦❢ ❍❛♠✐❧'♦♥✐❛♥ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ +②+'❡♠ ✇❡ ♥❡❡❞ ❛ ❝♦✉♣❧❡

♦❢ ✐♥❣#❡❞✐❡♥'+✿

✲ ❚❤❡ ✢♦✇ ♦❢ $❤❡ '②'$❡♠✿ ✐' ✐+ '❤❡ ♠❛♣ ❛❝'✐♥❣ ♦♥ '❤❡ ♣❤❛+❡ +♣❛❝❡ R
2m

❛+

φt : y0 ∈ R
2m → y(t) ∈ R

2m,

✇❤❡#❡ y(t) ✐+ '❤❡ +♦❧✉'✐♦♥ ❛' '✐♠❡ t ♦❢ ✭✶✳✶✮ ♦#✐❣✐♥❛'✐♥❣ ❢#♦♠ '❤❡ ✐♥✐'✐❛❧ ❝♦♥❞✐'✐♦♥ y0✳ ❉✐✛❡#❡♥✲
'✐❛'✐♥❣ ❜♦'❤ +✐❞❡+ ♦❢ ✭✶✳✶✮ ✇✐'❤ #❡+♣❡❝' '♦ y0✱ ❛♥❞ ♦❜+❡#✈✐♥❣ '❤❛'

∂y(t)

∂y0
=
∂φt(y0)

∂y0
≡ φ′t(y0),

✇❡ +❡❡ '❤❛' '❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛'#✐① ♦❢ '❤❡ ✢♦✇ φt ✐+ '❤❡ +♦❧✉'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ✈❛#✐❛'✐♦♥❛❧ ❡:✉❛'✐♦♥
❛++♦❝✐❛'❡❞ ✇✐'❤ ✭✶✳✶✮✱ ♥❛♠❡❧②

d

dt
A(t) = J∇2H(y(t))A(t), A(0) = I, ✭✶✳✹✮

✇❤❡#❡ ∇2H(y) ✐+ '❤❡ ❍❡++✐❛♥ ♠❛'#✐① ♦❢ H(y)✳

✲ ❚❤❡ ❞❡✜♥✐'✐♦♥ ♦❢ ❛ '②♠♣❧❡❝$✐❝ $.❛♥'❢♦.♠❛$✐♦♥✿ ❛ ♠❛♣ u : (q, p) ∈ R
2m 7→ u(q, p) ∈ R

2m
✱ ✐+ +❛✐❞

'♦ ❜❡ '②♠♣❧❡❝$✐❝ ✐❢ ✐'+ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛'#✐① u′(q, p) ∈ R
2m×2m

✐+ ❛ +②♠♣❧❡❝'✐❝ ♠❛'#✐①✱ '❤❛' ✐+

u′(q, p)⊤Ju′(q, p) = J, ∀q, p ∈ R
m.

❲✐'❤ '❤❡+❡ ♥♦'✐♦♥+ ✐' ✐+ ♥♦' ❞✐✣❝✉❧' ♥♦✇ '♦ ♣#♦✈❡ '❤❛'✱ ✉♥❞❡# #❡❣✉❧❛#✐'② ❛++✉♠♣'✐♦♥+ ♦♥ H(q, p)✱
'❤❡ ✢♦✇ ❛++♦❝✐❛'❡❞ '♦ ❛ ❍❛♠✐❧'♦♥✐❛♥ +②+'❡♠ ✐+ +②♠♣❧❡❝'✐❝✳ ■♥❞❡❡❞✱ +❡''✐♥❣

A(t) =
∂φt
∂y0

,

❛♥❞ ❝♦♥+✐❞❡#✐♥❣ ✭✶✳✹✮✱ ♦♥❡ ❤❛+ '❤❛'

d

dt
(A(t)⊤JA(t)) =

(
d

dt
A(t)

)⊤

JA(t) +A(t)⊤J

(
d

dt
A(t)

)

= A(t)⊤∇2H(y(t)) J⊤J
︸︷︷︸

=I

A(t) +A(t)⊤ JJ
︸︷︷︸

=−I

∇2H(y(t))A(t) = 0.

❚❤❡#❡❢♦#❡

A(t)⊤JA(t) ≡ A(0)⊤JA(0) = J.

❚❤❡ ❝♦♥✈❡#+❡ ♦❢ '❤✐+ ♣#♦♣❡#'② ✐+ ❛❧+♦ '#✉❡✱ ♥❛♠❡❧②✱ ✐❢ '❤❡ ✢♦✇ ❛++♦❝✐❛'❡❞ ✇✐'❤ ❛ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ +②+'❡♠

ẏ = f(y) ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ R
2m

✐+ +②♠♣❧❡❝'✐❝✱ '❤❡♥ ♥❡❝❡++❛#✐❧② '❤❡#❡ ❡①✐+'+ ❛ +❝❛❧❛# ❢✉♥❝'✐♦♥ H(y) +✉❝❤
'❤❛' f(y) = J∇H(y)✳ ❇❡❝❛✉+❡ ♦❢ ✭✶✳✸✮ ♦♥❡ ❛❧+♦ ❤❛+ '❤❛' H(y) ✐+ ❝♦♥+❡#✈❡❞ ❞✉#✐♥❣ '❤❡ ♠♦'✐♦♥✳

❆♠♦♥❣ '❤❡ ♠♦+' ✐♠♣♦#'❛♥' ✐♠♣❧✐❝❛'✐♦♥+ ♦❢ +②♠♣❧❡❝'✐❝✐'② ♦♥ '❤❡ ❞②♥❛♠✐❝+ ♦❢ ❍❛♠✐❧'♦♥✐❛♥ +②+'❡♠+

'❤❡#❡ ❛#❡✿



✶✳✶ ❙②♠♣❧❡❝)✐❝ ✈, ❡♥❡.❣②✲❝♦♥,❡.✈✐♥❣ ♠❡)❤♦❞, ✼

✭✐✮ ❈❛♥♦♥✐❝❛❧ '(❛♥)❢♦(♠❛'✐♦♥)✳ ❆ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛-✐❛❜❧❡ z = ψ(y) ✐0 ❝❛♥♦♥✐❝❛❧✱ ♥❛♠❡❧② ✐4 ♣-❡0❡-✈❡0

4❤❡ 04-✉❝4✉-❡ ♦❢ ✭✶✳✶✮✱ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐4 ✐0 0②♠♣❧❡❝4✐❝✳ ❈❛♥♦♥✐❝❛❧ 4-❛♥0❢♦-♠❛4✐♦♥0 ✇❡-❡ ❦♥♦✇♥

❢-♦♠ ❏❛❝♦❜✐ ❛♥❞ ✉0❡❞ 4♦ -❡❝❛04 ✭✶✳✶✮ ✐♥ 0✐♠♣❧❡- ❢♦-♠✳

✭✐✐✮ ❱♦❧✉♠❡ ♣(❡)❡(✈❛'✐♦♥✳ ❚❤❡ ✢♦✇ φt ♦❢ ❛ ❍❛♠✐❧4♦♥✐❛♥ 0②04❡♠ ✐0 ✈♦❧✉♠❡ ♣-❡0❡-✈✐♥❣ ✐♥ 4❤❡ ♣❤❛0❡

0♣❛❝❡✳ ❘❡❝❛❧❧ 4❤❛4 ✐❢ V ✐0 ❛ ✭0✉✐4❛❜❧❡✮ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ R
2m

✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

vol(V ) =

∫

V

dy ⇒ vol(φt(V )) =

∫

φt(V )
dy =

∫

V

∣
∣
∣
∣
det

∂φt(y)

∂y

∣
∣
∣
∣
dy.

❙✐♥❝❡ ∂φt(y)/∂y ≡ A(t) ✐0 ❛ 0②♠♣❧❡❝4✐❝ ♠❛4-✐①✱ ❢-♦♠A(t)⊤JA(t) = J ✐4 ❢♦❧❧♦✇0 4❤❛4 det(A(t))2 =
1 ❢♦- ❛♥② t ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ vol(φt(V )) = vol(V ).

▼♦-❡ ✐♥ ❣❡♥❡-❛❧✱ 4❤❡ ▲✐♦✉✈✐❧❧❡ 4❤❡♦-❡♠ 04❛4❡0 4❤❛4 4❤❡ ✢♦✇ φt ❛00♦❝✐❛4❡❞ ✇✐4❤ ❛ ❞✐✈❡-❣❡♥❝❡✲❢-❡❡

✈❡❝4♦- ✜❡❧❞ f : Rn → R
n

✐0 ✈♦❧✉♠❡ ♣-❡0❡-✈✐♥❣✳ ❲❡ -❡❝❛❧❧ 4❤❛4 4❤❡ ❞✐✈❡-❣❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ✈❡❝4♦- ✜❡❧❞

f : Rn → R
n

✐0 4❤❡ 4-❛❝❡ ♦❢ ✐40 ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛4-✐①✿

divf(y) =
∂f1
∂y1

+
∂f2
∂y2

+ . . .+
∂fn
∂yn

,

❛♥❞ f ✐0 ❞✐✈❡-❣❡♥❝❡✲❢-❡❡ ✐❢

div f(y) = 0, ∀y.

❚❤✐0 ✐0 4❤❡ ❝❛0❡ ♦❢ 4❤❡ ✈❡❝4♦- ✜❡❧❞ J∇H ❛00♦❝✐❛4❡❞ ✇✐4❤ ❛ ❍❛♠✐❧4♦♥✐❛♥ 0②04❡♠✱ ✐♥ ❢❛❝4✱ ❝♦♥✲

0✐❞❡-✐♥❣ 4❤❛4 J∇H = [ ∂H/∂p1, . . . , ∂H/∂pm, −∂H/∂q1, . . . , −∂H/∂qm ]⊤✱ ✇❡ ♦❜4❛✐♥

div J∇H =
∂2H

∂q1∂p1
+ . . .+

∂2H

∂qm∂pm
− ∂2H

∂p1∂q1
− . . .− ∂2H

∂pm∂qm
= 0,

0✐♥❝❡ 4❤❡ ♣❛-4✐❛❧ ❞❡-✐✈❛4✐✈❡0 ❝♦♠♠✉4❡✳

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣-♦♣❡-4✐❡0 ❛♥❞ 4❤❡ ❢❛❝4 4❤❛4 0②♠♣❧❡❝4✐❝✐4② ✐0 ❛ ❝❤❛-❛❝4❡-✐③✐♥❣ ♣-♦♣❡-4② ♦❢ ❍❛♠✐❧4♦♥✐❛♥

0②04❡♠0✱ 0♦♠❡❤♦✇ -❡✐♥❢♦-❝❡ 4❤❡ 0❡❛-❝❤ ❢♦- 0②♠♣❧❡❝4✐❝ ♠❡4❤♦❞0 ❢♦- 4❤❡✐- ♥✉♠❡-✐❝❛❧ ✐♥4❡❣-❛4✐♦♥✳ ❆

♦♥❡ 04❡♣ ♠❡4❤♦❞

y1 = Φh(y0),

✐0 ♣❡- 0❡ ❛ 4-❛♥0❢♦-♠❛4✐♦♥ ♦❢ 4❤❡ ♣❤❛0❡ 0♣❛❝❡✳ ❚❤❡-❡❢♦-❡ 4❤❡ ♠❡4❤♦❞ ✐0 0②♠♣❧❡❝4✐❝ ✐❢ Φh ✐0 ❛ 0②♠♣❧❡❝4✐❝

♠❛♣✱ ✐✳❡✳ ✐❢

∂Φh(y0)

∂y0

⊤

J
∂Φh(y0)

∂y0
= J.

❙②♠♣❧❡❝4✐❝ ♠❡4❤♦❞0 ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ 4❤❡ ❡❛-❧② ✇♦-❦ ♦❢ ●-L❜♥❡- ✭0❡❡✱ ❡✳❣✱ ❬✹✼❪✮✳ ❙②♠♣❧❡❝4✐❝ ❘✉♥❣❡✲

❑✉44❛ ♠❡4❤♦❞0 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ 4❤❡♥ 04✉❞✐❡❞ ❜② ❋❡♥❣ ❬✹✶❪✱ ❙❛♥③ ❙❡-♥❛ ❬✻✽❪✱ ❛♥❞ ❙✉-✐0 ❬✼✷❪✳ ❙✉❝❤ ♠❡4❤♦❞0

❛-❡ ♦❜4❛✐♥❡❞ ❜② ✐♠♣♦0✐♥❣ 4❤❛4 4❤❡ ♥✉♠❡-✐❝❛❧ ✢♦✇ ♦❢ 4❤❡ ❣✐✈❡♥ ♥✉♠❡-✐❝❛❧ ♠❡4❤♦❞ ✐0 0②♠♣❧❡❝4✐❝ ❛0

✐0 4❤❡ ❝♦♥4✐♥✉♦✉0 ♦♥❡✳ ■♥ ♣❛-4✐❝✉❧❛-✱ ✐♥ ❬✻✽❪ ❛♥ ❡❛0② ❝-✐4❡-✐♦♥ ❢♦- 0②♠♣❧❡❝4✐❝✐4② ✐0 ♣-♦✈✐❞❡❞ ❢♦- ❛♥

s✲04❛❣❡ ❘✉♥❣❡✲❑✉44❛ ♠❡4❤♦❞ ✇✐4❤ 4❛❜❧❡❛✉ ❣✐✈❡♥ ❜②

c A

b⊤
✭✶✳✺✮

✇❤❡-❡✱ ❛0 ✉0✉❛❧✱ c = (ci) ∈ R
s

✐0 4❤❡ ✈❡❝4♦- ♦❢ 4❤❡ ❛❜0❝✐00❛❡✱ b = (bi) ∈ R
s

✐0 4❤❡ ✈❡❝4♦- ♦❢ 4❤❡

✇❡✐❣❤40 ❛♥❞ A = (aij) ∈ R
s×s

✐0 4❤❡ ❝♦--❡0♣♦♥❞✐♥❣ ❇✉4❝❤❡- ♠❛4-✐①✳



✽ ●❊❖▼❊❚❘■❈ ■◆❚❊●❘❆❚■❖◆

❚❤❡♦$❡♠ ✶✳✶✳✶ ✭❬✻✽❪✮✳ ❚❤❡ ❘✉♥❣❡✲❑✉))❛ ♠❡)❤♦❞ ✭✶✳✺✮ ✐4 4②♠♣❧❡❝)✐❝ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢

BA+A⊤B = bb⊤, ✇❤❡;❡ B = diag(b). ✭✶✳✻✮

▼♦*❡♦✈❡*✱ ✐♥ ❬✻✽❪ ✐0 ❛❧0♦ ♣*♦✈❡❞ 5❤❡ ❡①✐05❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥✜♥✐5❡❧② ♠❛♥② 0②♠♣❧❡❝5✐❝ ❘✉♥❣❡✲❑✉55❛ ♠❡5❤♦❞0✱

❞✉❡ 5♦ 5❤❡ ❢❛❝5 5❤❛5 ❛❧❧ ●❛✉00✲▲❡❣❡♥❞*❡ ❘✉♥❣❡✲❑✉55❛ ❝♦❧❧♦❝❛5✐♦♥ ♠❡5❤♦❞0 0❛5✐0❢② ✭✶✳✻✮✳

❆♥ ✐♠♣♦*5❛♥5 ❝♦♥0❡E✉❡♥❝❡ ♦❢ 0②♠♣❧❡❝5✐❝✐5② ✐♥ ❘✉♥❣❡✲❑✉55❛ ♠❡5❤♦❞0 ✐0 5❤❡ ❝♦♥0❡*✈❛5✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧

<✉❛❞;❛)✐❝ ✜;4) ✐♥)❡❣;❛❧4 ♦❢ ❛ ❍❛♠✐❧5♦♥✐❛♥ 0②05❡♠✳

❆ ✜;4) ✐♥)❡❣;❛❧ ❢♦* 0②05❡♠ ✭✶✳✶✮ ✐0 ❛ 0❝❛❧❛* ❢✉♥❝5✐♦♥ I(y) ✇❤✐❝❤ ✐0 ❝♦♥05❛♥5 ✐❢ ❡✈❛❧✉❛5❡❞ ❛❧♦♥❣ ❛♥②

0♦❧✉5✐♦♥ y(t) ♦❢ ✭✶✳✶✮✿ I(y(t)) = I(y0)✱ ♦* ❡E✉✐✈❛❧❡♥5❧②✱

d

dt
I(y(t)) = ∇I(y(t))⊤y′(t) = ∇I(y(t))⊤J∇H(y(t)) = 0, ∀y.

❆ E✉❛❞*❛5✐❝ ✜*05 ✐♥5❡❣*❛❧ ✐0 ✐♥ 5❤❡ ❢♦*♠ I(y) = y⊤Cy✱ ✇✐5❤ C ❛ 0②♠♠❡5*✐❝ ♠❛5*✐①✳

❆0 ♣*❡✈✐♦✉0❧② 0❡❡♥✱ 5❤❡ ♠♦05 ♥♦5✐❝❡❛❜❧❡ ✜*05 ✐♥5❡❣*❛❧ ♦❢ ❛ ❍❛♠✐❧5♦♥✐❛♥ 0②05❡♠ ✐0 5❤❡ ❍❛♠✐❧5♦♥✐❛♥

❢✉♥❝5✐♦♥ ✐50❡❧❢✳ ❇✉5✱ 5❤♦✉❣❤ ✐♥ 5❤❡ ❝♦♥5✐♥✉♦✉0 0❡55✐♥❣ 5❤❡ ♣*♦♣❡*5② ♦❢ 0②♠♣❧❡❝5✐❝✐5② ♦❢ 5❤❡ ✢♦✇ ✐♠♣❧✐❡0

❡♥❡*❣② ❝♦♥0❡*✈❛5✐♦♥ ✭0❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❬✹✺❪✮✱ 5❤❡ 0❛♠❡ ✐0 ♥♦ ❧♦♥❣❡* 5*✉❡ ✐♥ 5❤❡ ❞✐0❝*❡5❡ 0❡55✐♥❣✿ ❛ 0②♠♣❧❡❝5✐❝

✐♥5❡❣*❛5♦* ✐0 ♥♦5 ❛❜❧❡ 5♦ ②✐❡❧❞ ❡♥❡*❣② ❝♦♥0❡*✈❛5✐♦♥ ✐♥ ❣❡♥❡*❛❧✳

◆❡✈❡*5❤❡❧❡00 ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ 05✐❧❧ ❡①♣❡❝5 5❤❛5 ❛5 ❧❡❛05 ❛♥ ❛♣♣;♦①✐♠❛)❡ ❝♦♥4❡;✈❛)✐♦♥ ❤♦❧❞0 ❢♦* 5❤❡ ❞✐0❝*❡5❡

♠❛♣✳ ❆0 ❛ ♠❛55❡* ♦❢ ❢❛❝5✱ ✉♥❞❡* 0✉✐5❛❜❧❡ ❛00✉♠♣5✐♦♥0✱ ✐5 ❝❛♥ ❜❡ ♣*♦✈❡❞ 5❤❛5 5❤❡ ♥✉♠❡*✐❝❛❧ 0♦❧✉5✐♦♥

♦❜5❛✐♥❡❞ ❜② ✉0✐♥❣ ❛ 0②♠♣❧❡❝5✐❝ ♠❡5❤♦❞ ✇✐5❤ ❝♦♥05❛♥5 05❡♣0✐③❡ 0❛5✐0✜❡0 ❛ ♣❡*5✉*❜❡❞ ❍❛♠✐❧5♦♥✐❛♥

♣*♦❜❧❡♠✱ 5❤✉0 ♣*♦✈✐❞✐♥❣ ❛ E✉❛0✐✲❝♦♥0❡*✈❛5✐♦♥ ♣*♦♣❡*5② ♦✈❡* ❛♥ ✏❡①♣♦♥❡♥5✐❛❧❧②✑ ❧♦♥❣ 5✐♠❡ ❬✸✱ ✹✾❪✳

❊✈❡♥ 5❤♦✉❣❤ 5❤✐0 ✐0 ❛♥ ✐♥5❡*❡05✐♥❣ ❢❡❛5✉*❡✱ ♥♦♥❡5❤❡❧❡00✱ ✐5 ❝♦♥05✐5✉5❡0 ❛ 0♦♠❡✇❤❛5 ✇❡❛❦ 05❛❜✐❧✐5②

*❡0✉❧5 0✐♥❝❡✱ ✐♥ ❣❡♥❡*❛❧✱ ✐5 ❞♦❡0 ♥♦5 ❡①5❡♥❞ 5♦ ✐♥✜♥✐5❡ ✐♥5❡*✈❛❧0✳

▼♦*❡♦✈❡* 5❤❡ ♣❡*5✉*❜❡❞ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ 0②05❡♠ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦5 ✏0♦ ❝❧♦0❡✑ 5♦ 5❤❡ ♦*✐❣✐♥❛❧ ♦♥❡✱ ♠❡❛♥✐♥❣

5❤❛5✱ ✐❢ 5❤❡ 05❡♣0✐③❡ h ✐0 ♥♦5 0♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤✱ 5❤❡ ♣❡*5✉*❜❡❞ ❍❛♠✐❧5♦♥✐❛♥ ❝♦✉❧❞ ♥♦5 ❝♦**❡❝5❧② ❛♣♣*♦①✐♠❛5❡

5❤❡ ❡①❛❝5 ♦♥❡✳ ❆0 ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❧❡5 ✉0 ❝♦♥0✐❞❡* 5❤❡ ♣*♦❜❧❡♠ ❞❡✜♥❡❞ ❜② 5❤❡ ❍❛♠✐❧5♦♥✐❛♥

H(q, p) = (p/β)2 + (βq)2 + α(q + p)2n. ✭✶✳✼✮

❚❤❡ ❝♦**❡0♣♦♥❞✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ 0②05❡♠ ❤❛0 ❡①❛❝5❧② ♦♥❡ ✭♠❛*❣✐♥❛❧❧② 05❛❜❧❡✮ ❡E✉✐❧✐❜*✐✉♠ ❛5 5❤❡ ♦*✐❣✐♥✳

▲❡5 ✉0 0❡5

β = 50, α = 1, n = 5, ✭✶✳✽✮

❛♥❞ 0✉♣♣♦0❡ ✇❡ ❛*❡ ✐♥5❡*❡05❡❞ ✐♥ ❛♣♣*♦①✐♠❛5✐♥❣ 5❤❡ ❧❡✈❡❧ ❝✉*✈❡0 ♦❢ 5❤❡ ❍❛♠✐❧5♦♥✐❛♥ ✭0❤♦✇♥ ✐♥

❋✐❣✉*❡ ✶✳✶✮ ♣❛00✐♥❣ ❢*♦♠ 5❤❡ ♣♦✐♥50

(q0, p0) = (i,−i), i = 1, 2. ✭✶✳✾✮

❚❤✐0 ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❜② ✐♥5❡❣*❛5✐♥❣ 5❤❡ 5*❛❥❡❝5♦*✐❡0 05❛*5✐♥❣ ❛5 0✉❝❤ ✐♥✐5✐❛❧ ♣♦✐♥50✱ ❢♦* 5❤❡ ❝♦**❡0♣♦♥❞✐♥❣

❍❛♠✐❧5♦♥✐❛♥ 0②05❡♠✳

❇② ✉0✐♥❣ ❛ 4②♠♣❧❡❝)✐❝ ✷✲05❛❣❡ ●❛✉00 ♠❡5❤♦❞ ✇✐5❤ 05❡♣0✐③❡ h = 10−4✱ ✇❡ ♦❜5❛✐♥ 5❤❡ ♣❤❛0❡ ♣♦*5*❛✐5

❞❡♣✐❝5❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉*❡ ✶✳✷ ✇❤✐❝❤ ✐0 ❝❧❡❛*❧② ✇*♦♥❣✳

✶

❆ ✇❛② 5♦ ❣❡5 *✐❞ ♦❢ 5❤✐0 ♣*♦❜❧❡♠ ✐0 5♦ ❞✐*❡❝5❧② ❧♦♦❦ ❢♦* ❡♥❡;❣②✲❝♦♥4❡;✈✐♥❣ ♠❡5❤♦❞0✱ ❛❜❧❡ 5♦ ♣*♦✈✐❞❡

❛♥ ❡①❛❝5 ❝♦♥0❡*✈❛5✐♦♥ ♦❢ 5❤❡ ❍❛♠✐❧5♦♥✐❛♥ ❢✉♥❝5✐♦♥ ❛❧♦♥❣ 5❤❡ ♥✉♠❡*✐❝❛❧ 5*❛❥❡❝5♦*②✳ ■♥ 5❤✐0 5❤❡0✐0 ✇❡

0❤❛❧❧ ❝♦♥0✐❞❡*✱ ✐♥ ♣❛*5✐❝✉❧❛*✱ ❛ ❝❧❛00 ♦❢ ❡♥❡*❣②✲❝♦♥0❡*✈✐♥❣ ❘✉♥❣❡✲❑✉55❛ ♠❡5❤♦❞0 ♥❛♠❡❞ ❍❛♠✐❧)♦♥✐❛♥

❇♦✉♥❞❛;② ❱❛❧✉❡ ▼❡)❤♦❞4 ✭❍❇❱▼4✮ ❛♥❞ ✐♥ 5❤❡ ♣*❡0❡♥5 ❝❤❛♣5❡* ✇❡ ❢♦❝✉0 ♦♥ 5❤❡ ❜❛0✐❝ ✐❞❡❛ 5❤❡0❡

♠❡5❤♦❞0 *❡❧② ♦♥✱ ✐✳❡✳ 5❤❡ ❞❡✜♥✐5✐♦♥ ♦❢ ❞✐0❝*❡5❡ ❧✐♥❡ ✐♥5❡❣*❛❧0✳

✶

❆❞❞✐#✐♦♥❛❧ ❡①❛♠♣❧❡, ♠❛② ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✶✽❪✳



✶✳✷ ❉✐%❝'❡)❡ ❧✐♥❡ ✐♥)❡❣'❛❧ ♠❡)❤♦❞% ✾

❋✐❣✉$❡ ✶✳✶✿ ▲❡✈❡❧ ❝✉$✈❡- ❢♦$ ♣$♦❜❧❡♠ ✭✶✳✼✮✕✭✶✳✾✮✳

✶✳✷ ❉✐%❝'❡)❡ ❧✐♥❡ ✐♥)❡❣'❛❧ ♠❡)❤♦❞%

■♥ ♦$❞❡$ ;♦ ♣$❡-❡♥; ;❤❡ =✉✐;❡ -;$❛✐❣❤;❢♦$✇❛$❞ ✐❞❡❛ ❛; ;❤❡ ❜❛-✐- ♦❢ -✉❝❤ ♠❡;❤♦❞-✱ ✇❡ -❤❛❧❧ ✜$-; -❦❡;❝❤

;❤❡ -✐♠♣❧❡-; ❝❛-❡✱ ❛- ✇❛- ❞♦♥❡ ✐♥ ❬✺✺❪ ❛♥❞ ;❤❡♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ❣❡♥❡$❛❧✐③❡ ;❤❡ ❛$❣✉♠❡♥;-✳ ❆--✉♠❡ ;❤❛; ✐♥

♣$♦❜❧❡♠ ✭✶✳✶✮ ;❤❡ ❍❛♠✐❧;♦♥✐❛♥ ✐- ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ ❞❡❣$❡❡ ν✳ ❙;❛$;✐♥❣ ❢$♦♠ ;❤❡ ✐♥✐;✐❛❧ ❝♦♥❞✐;✐♦♥ y0✱
♦✉$ ❣♦❛❧ ✐- ;♦ ♣$♦❞✉❝❡ ❛ ♥❡✇ ❛♣♣$♦①✐♠❛;✐♦♥ ❛; ;✐♠❡ t = h✱ -❛② y1✱ -✉❝❤ ;❤❛; ;❤❡ ❍❛♠✐❧;♦♥✐❛♥ ✐-
❝♦♥-❡$✈❡❞✳ ▲❡; ✉- ❝♦♥-✐❞❡$ ;❤❡ -✐♠♣❧❡-; ♣♦--✐❜❧❡ ♣❛;❤ ❥♦✐♥✐♥❣ y0 ❛♥❞ y1✱ ✐✳❡✳ ;❤❡ -❡❣♠❡♥;

σ(ch) = cy1 + (1− c)y0, c ∈ [0, 1], ✭✶✳✶✵✮

♦♥❡ ♦❜;❛✐♥-

H(y1)−H(y0) = H(σ(h))−H(σ(0)) =
∫ h

0
∇H(σ(t))⊤σ′(t)dt

= h

∫ 1

0
∇H(σ(ch))⊤σ′(ch)dc = h

∫ 1

0
∇H(cy1 + (1− c)y0)⊤(y1 − y0)dc

= h

[∫ 1

0
∇H(cy1 + (1− c)y0)dc

]⊤

(y1 − y0) = 0,

♣$♦✈✐❞❡❞ ;❤❛;

y1 = y0 + hJ

∫ 1

0
∇H(cy1 + (1− c)y0)dc. ✭✶✳✶✶✮

■♥ ❢❛❝;✱ ❞✉❡ ;♦ ;❤❡ ❢❛❝; ;❤❛; J ✐- -❦❡✇✲-②♠♠❡;$✐❝✱ ♦♥❡ ♦❜;❛✐♥-✿

[∫ 1

0
∇H(cy1 + (1− c)y0)dc

]⊤

(y1 − y0)

= h

[∫ 1

0
∇H(cy1 + (1− c)y0)dc

]⊤

J

[∫ 1

0
∇H(cy1 + (1− c)y0)dc

]

= 0.
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❋✐❣✉$❡ ✶✳✷✿ ✷✲+,❛❣❡ ●❛✉++ ♠❡,❤♦❞✱ h = 10−4✱ ❢♦$ ❛♣♣$♦①✐♠❛,✐♥❣ ♣$♦❜❧❡♠ ✭✶✳✼✮✕✭✶✳✾✮✳

❚❤❡$❡❢♦$❡✱ ✐♥ ,❤❡ ❞✐+❝$❡,❡ +❡,,✐♥❣✱ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜,❛✐♥ ❡♥❡$❣② ❝♦♥+❡$✈❛,✐♦♥ ❜② ✐♠♣♦+✐♥❣ ♦♥❧② ,❤❛, ,❤❡

✜$+, ❛♥❞ ,❤❡ ❧❛+, ♣♦✐♥, ♦❢ ,❤❡ ♣❛,❤ ✭✶✳✶✵✮ ❛$❡ ♦♥ ,❤❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ✇❤❡$❡ ,❤❡ ❍❛♠✐❧,♦♥✐❛♥ ✐+ ❝♦♥+,❛♥,

❛❧,❤♦✉❣❤✱ ✉♥❧✐❦❡ ,❤❡ ❝♦♥,✐♥✉♦✉+ +❡,,✐♥❣✱ ✐♥ ❣❡♥❡$❛❧✱ ♦✉$ ♣❛,❤ ❞♦❡+ ♥♦, ❧✐❡+ ❡♥,✐$❡❧② ♦♥ ,❤✐+ ♠❛♥✐❢♦❧❞✳

▼♦$❡♦✈❡$✱ ❜❡✐♥❣ H ∈ Πν ✱ ,❤❡ ✐♥,❡❣$❛♥❞ ❛, ,❤❡ $✐❣❤, ❤❛♥❞ +✐❞❡ ✐♥ ✭✶✳✶✶✮ ✐+ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ ❞❡❣$❡❡

ν − 1 ❛♥❞ ,❤❡$❡❢♦$❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①❛❝,❧② ❝♦♠♣✉,❡❞ ❜② ✉+✐♥❣✱ +❛②✱ ❛ ◆❡✇,♦♥✲❈♦,❡+ ❢♦$♠✉❧❛ ❜❛+❡❞ ❛, ν
❡K✉✐❞✐+,❛♥, ❛❜+❝✐++❛❡ ✐♥ [0, 1]✳ ❇② +❡,,✐♥❣✱ ❤❡$❡❛❢,❡$✱

f(·) = J∇H(·), ✭✶✳✶✷✮

♦♥❡ ♦❜,❛✐♥+

y1 = y0 + h

ν∑

i=1

bif(ciy1 + (1− ci)y0) ≡ y0 + h

ν∑

i=1

bif(Yi), ✭✶✳✶✸✮

✇❤❡$❡

ci =
i− 1

ν − 1
, Yi = σ(cih) ≡ ciy1 + (1− ci)y0, i = 1, . . . , ν, ✭✶✳✶✹✮

❛♥❞ {bi} ❛$❡ ,❤❡ K✉❛❞$❛,✉$❡ ✇❡✐❣❤,+✿

bi =

∫ 1

0

ν∏

j=1, j 6=i

t− cj
ci − cj

dt, i = 1, . . . , ν.

❙♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡(✿

• ✇❤❡♥ ν = 2✱ ♦♥❡ ♦❜,❛✐♥+ ,❤❡ ✉+✉❛❧  !❛♣❡③♦✐❞❛❧ ♠❡ ❤♦❞✱

y1 = y0 +
h

2
(f(y0) + f(y1)),

• ✇❤❡♥ ν = 3✱ ♦♥❡ ♦❜,❛✐♥+ ,❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦$♠✉❧❛✿

y1 = y0 +
h

6

(

f(y0) + 4f

(
y0 + y1

2

)

+ f(y1)

)

,



✶✳✸ ●❡♥❡&❛❧✐③✐♥❣ ,❤❡ ❛♣♣&♦❛❝❤ ✶✶

• ✇❤❡♥ ν = 5✱ ♦♥❡ ♦❜'❛✐♥* '❤❡ ❢♦,♠✉❧❛✿

y1 = y0 +
h

90

(

7f(y0) + 32f

(
3y0 + y1

4

)

+ 12f

(
y0 + y1

2

)

+ 32f

(
y0 + 3y1

4

)

+ 7f(y1)

)

.

■♥ ❬✺✺❪✱ '❤❡ ❛❜♦✈❡ ❢♦,♠✉❧❛❡ ❛,❡ ♥❛♠❡❞ s✲!"❛❣❡ "&❛♣❡③♦✐❞❛❧ ♠❡"❤♦❞!✳ ❚❤❡② ♣,♦✈✐❞❡ ❡①❛❝' ❝♦♥*❡,✈❛'✐♦♥

❢♦, ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❍❛♠✐❧'♦♥✐❛♥ ❢✉♥❝'✐♦♥* ♦❢ ❞❡❣,❡❡ ♥♦ ❧❛,❣❡, '❤❛♥ 2⌈ν2⌉✱ ❢♦# ❛❧❧ ν ≥ 1✳ ❚❤❡✐# ♦#❞❡# ♦❢

❛❝❝✉#❛❝② ❝❛♥ ❜❡ ❡❛1✐❧② ❞❡2❡#♠✐♥❡❞ ❜② #❡❝❛12✐♥❣ ✭✶✳✶✸✮✕✭✶✳✶✹✮ ❛1 ❛ ν✲12❛❣❡ ❘✉♥❣❡✲❑✉22❛ ♠❡2❤♦❞✱

c cb⊤

b⊤
✇✐2❤ c = (c1, . . . , cν)

⊤
❛♥❞ b = (b1, . . . , bν)

⊤. ✭✶✳✶✺✮

❚❤❡ ♦#❞❡# ❝♦♥❞✐2✐♦♥1 ❢♦# ❛♥ ν✲12❛❣❡ ❘✉♥❣❡✲❑✉22❛ ♠❡2❤♦❞ ❛#❡ ❡12❛❜❧✐1❤❡❞ ✐♥ 2❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ 2❤❡♦#❡♠✳

❚❤❡♦$❡♠ ✶✳✷✳✶ ✭❇✉2❝❤❡#✱ ❬✸✸❪✮✳ ■❢ ❛ ❘✉♥❣❡✲❑✉**❛ ♠❡*❤♦❞ ✇✐*❤ ❝♦❡✣❝✐❡♥*3 bi, ci, aij , i, j = 1, . . . , ν✱
3❛*✐3✜❡3 *❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐*✐♦♥3✿

B(p) :
s∑

i=1

bic
q−1
i =

1

q
, q = 1, . . . p,

C(η) :
ν∑

j=1

aijc
q−1
i =

cqi
q
, q = 1, . . . , η, i = 1, . . . , ν,

D(ζ) :
s∑

i=1

bic
q−1
i aij =

bj
q
(1− cqj), q = 1, . . . , ζ, j = 1, . . . , ν,

✇✐*❤

p ≤ min{η + ζ + 1, 2(η + 1)},
*❤❡♥ ✐* ❤❛3 ♦8❞❡8 p✳

❆1 ❛ ♠❛22❡# ♦❢ ❢❛❝21✱ ✭✶✳✶✺✮ 1❛2✐1✜❡1 ❝♦♥❞✐2✐♦♥1 B(2) ❛♥❞ C(1)✱ 2❤✉1 #❡1✉❧2✐♥❣ ✐♥ ❛ 1❡❝♦♥❞ ♦#❞❡#

♠❡2❤♦❞✳ ■♥ ❢❛❝2✿

• 2❤❡ G✉❛❞#❛2✉#❡ ✐1 ❡①❛❝2 ❢♦# ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧1 ♦❢ ❞❡❣#❡❡ ✶✱ 1♦ 2❤❛2 B(2) ❤♦❧❞1 2#✉❡❀

• ❜② 1❡22✐♥❣ e = (1, . . . , 1)⊤ ∈ R
ν
✱ ♦♥❡ ❤❛1

cb⊤e = c ⇔ C(1).

❘❡♠❛$❦ ✶✳✷✳✶✳ ■* ✐3 ✇♦8*❤ ♥♦*✐❝✐♥❣ *❤❛*✱ ❡✈❡♥ *❤♦✉❣❤ ✭✶✳✶✺✮ ✐3 ❢♦8♠❛❧❧② ❛ ν✲3*❛❣❡ ✐♠♣❧✐❝✐* ❘✉♥❣❡✲

❑✉**❛ ♠❡*❤♦❞✱ ♥❡✈❡8*❤❡❧❡33 *❤❡ ❛❝*✉❛❧ 3✐③❡ ♦❢ *❤❡ ❣❡♥❡8❛*❡❞ ❞✐3❝8❡*❡ ♣8♦❜❧❡♠✱ ❝♦♥3✐3*3 ♦❢ ♦♥❧② ♦♥❡

♥♦♥❧✐♥❡❛8 ❡C✉❛*✐♦♥✱ ✐♥ *❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ y1✱ ❛3 *❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡①❛♠♣❧❡3 ❝❧❡❛8❧② 3❤♦✇✳ ❚❤✐3 ♣❡❝✉❧✐❛8✐*② ✐3 ❞✉❡

*♦ *❤❡ ❢❛❝* *❤❛* *❤❡ ❇✉*❝❤❡8 ♠❛*8✐① ♦❢ *❤❡3❡ ♠❡*❤♦❞3 ✭✐✳❡✳ cb⊤✮✱ ❤❛3 8❛♥❦ ♦♥❡✳

✶✳✸ ●❡♥❡&❛❧✐③✐♥❣ ,❤❡ ❛♣♣&♦❛❝❤

■♥ 2❤✐1 1❡❝2✐♦♥ ✇❡ ❛#❡ ❣♦✐♥❣ 2♦ ❣❡♥❡#❛❧✐③❡ 2❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛♣♣#♦❛❝❤ ❜② ❝♦♥1✐❞❡#✐♥❣ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣❛2❤ σ ♦❢

❞❡❣#❡❡ s ≥ 1✳ ▲❡2 ✉1 ❡①♣❛♥❞ 2❤❡ ❞❡#✐✈❛2✐✈❡ ♦❢ σ ❛❧♦♥❣ ❛ 1✉✐2❛❜❧❡ ❜❛1✐1 ❢♦# Πs−1✱ ❝❛❧❧ ✐2 {P0, . . . , Ps−1}✱
❛1

σ′(ch) =
s−1∑

j=0

Pj(c)γj , c ∈ [0, 1], ✭✶✳✶✻✮



✶✷ ●❊❖▼❊❚❘■❈ ■◆❚❊●❘❆❚■❖◆

❢♦" ❛ ❝❡"&❛✐♥ )❡& ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥& {γj} &♦ ❜❡ ❞❡&❡"♠✐♥❡❞✳ ❇② ✐♥&❡❣"❛&✐♥❣ ❜♦&❤ )✐❞❡) ❛♥❞ ✐♠♣♦)✐♥❣ &❤❡

✐♥✐&✐❛❧ ❝♦♥❞✐&✐♦♥

σ(0) = y0,

♦♥❡ ❢♦"♠❛❧❧② ♦❜&❛✐♥)

σ(ch) = y0 + h
s−1∑

j=0

∫ c

0
Pj(x)dxγj , c ∈ [0, 1], ✭✶✳✶✼✮

✇✐&❤ &❤❡ ♥❡✇ ❛♣♣"♦①✐♠❛&✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② y1 ≡ σ(h)✳ ❊♥❡"❣② ❝♦♥)❡"✈❛&✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ♦❜&❛✐♥❡❞ ❜② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❛ )✐♠✐❧❛" ❝♦♠♣✉&❛&✐♦♥ ❛) ❜❡❢♦"❡✱ ♥❛♠❡❧②✱

H(y1)−H(y0) = H(σ(h))−H(σ(0)) =

∫ h

0
∇H(σ(t))⊤σ′(t)dt

= h

∫ 1

0
∇H(σ(ch))⊤σ′(ch)dc = h

∫ 1

0
∇H(σ(ch))⊤

s−1∑

j=0

Pj(c)γjdc

= h

s−1∑

j=0

[∫ 1

0
∇H(σ(ch))Pj(c)dc

]⊤

γj = 0,

♣"♦✈✐❞❡❞ &❤❛& &❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥&) γj )❛&✐)❢②

γj = ηjJ

∫ 1

0
∇H(σ(ch))Pj(c)dc = ηj

∫ 1

0
f(σ(ch))Pj(c)dc, j = 0, . . . , s− 1, ✭✶✳✶✽✮

❢♦" ❛ )✉✐&❛❜❧❡ )❡& ♦❢ ♥♦♥③❡"♦ )❝❛❧❛") η0, . . . , ηs−1✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ❛♣♣"♦①✐♠❛&✐♦♥ ✐) ♦❜&❛✐♥❡❞ ❜② ♣❧✉❣❣✐♥❣

✭✶✳✶✽✮ ✐♥&♦ ✭✶✳✶✼✮✿

y1 ≡ σ(h) = y0 + h

s−1∑

j=0

ηj

∫ 1

0
Pj(x)dx

∫ 1

0
Pj(τ)f(σ(τh))dτ. ✭✶✳✶✾✮

❆))✉♠✐♥❣✱ ❛) ❜❡❢♦"❡✱ H ∈ Πν ✱ &❤❡ ✐♥&❡❣"❛♥❞) ✐♥ ✭✶✳✶✽✮ ❛♥❞ ✭✶✳✶✾✮ ❛"❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧) ♦❢ ❞❡❣"❡❡ ❛&

♠♦)& (ν − 1)s + s − 1 ≡ νs − 1. ❚❤❡"❡❢♦"❡✱ ❜② ♠❡❛♥) ♦❢ ❛ F✉❛❞"❛&✉"❡ ❢♦"♠✉❧❛ )✉❝❤ &❤❛& ✐& ✐) ❡①❛❝&

❢♦" ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧) ♦❢ ❞❡❣"❡❡ νs − 1✱ &❤❡ ✐♥&❡❣"❛❧) ✐♥ ✭✶✳✶✽✮ ❛♥❞ ✭✶✳✶✾✮ ♠❛② ❜❡ ❡①❛❝&❧② ❡✈❛❧✉❛&❡❞✳ ▲❡&

0 ≤ c1 < . . . < ck ≤ 1 ❛♥❞ {b1, . . . , bk} ❞❡♥♦&❡✱ "❡)♣❡❝&✐✈❡❧②✱ &❤❡ ❛❜)❝✐))❛❡ ❛♥❞ &❤❡ ✇❡✐❣❤&) ♦❢ &❤❡

❝❤♦)❡♥ F✉❛❞"❛&✉"❡ ❢♦"♠✉❧❛✳ ❲❡ ♦❜&❛✐♥

γj = ηj

k∑

i=1

bif(σ(cih))Pj(ci), j = 0, . . . , s− 1,

❛♥❞

y1 ≡ σ(h) = y0 + h
s−1∑

j=0

ηj

∫ 1

0
Pj(x)dx

k∑

i=1

biPj(ci)f(σ(cih)),

"❡)♣❡❝&✐✈❡❧②✳ ❇② )❡&&✐♥❣✱ ❛) ❜❡❢♦"❡✱

Yi = σ(cih), i = 1, . . . , k,



✶✳✸ ●❡♥❡&❛❧✐③✐♥❣ ,❤❡ ❛♣♣&♦❛❝❤ ✶✸

♦♥❡ ❤❛%✿

Yi = y0 + h
k∑

j=1

=aij
︷ ︸︸ ︷
[

bj

s−1∑

ℓ=0

ηℓPℓ(cj)

∫ ci

0
Pℓ(x)dx

]

f(Yj) ≡ y0 + h
k∑

j=1

aijf(Yj), ✭✶✳✷✵✮

i = 1, . . . , k,

y1 = y0 + h
k∑

i=1

[

bi

s−1∑

ℓ=0

ηℓPℓ(ci)

∫ 1

0
Pℓ(x)dx

]

︸ ︷︷ ︸

=b̂i

f(Yi) ≡ y0 + h
k∑

i=1

b̂if(Yi). ✭✶✳✷✶✮

❲❤❛. ✇❡ ❤❛✈❡ ♦❜.❛✐♥❡❞ ✐% .❤❡ k✲%.❛❣❡ ❘✉♥❣❡✲❑✉..❛ ♠❡.❤♦❞

c A ≡ (aij) ∈ R
k×k

b̂⊤
✇✐.❤ c = (c1, . . . , ck)

⊤, b̂ = (b̂1, . . . , b̂k)
⊤, ✭✶✳✷✷✮

✇✐.❤ aij , b̂i ❞❡✜♥❡❞ ❛❝❝♦<❞✐♥❣ .♦ ✭✶✳✷✵✮ ❛♥❞ ✭✶✳✷✶✮✱ <❡%♣❡❝.✐✈❡❧②✳

■♥ %♦ ❞♦✐♥❣✱ ✉♥❞❡< .❤❡ ❛%%✉♠♣.✐♦♥ .❤❛. .❤❡ ❍❛♠✐❧.♦♥✐❛♥ ✐% ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧✇❛②% ❛❝❤✐❡✈❡

❡♥❡<❣② ❝♦♥%❡<✈❛.✐♦♥✱ ♣<♦✈✐❞❡❞ .❤❛. .❤❡ C✉❛❞<❛.✉<❡ ❤❛% ❛ %✉✐.❛❜❧❡ ❤✐❣❤ ♦<❞❡<✳ ❆% ✇❡ ✇✐❧❧ %❡❡✱ .❤❡

❜❡%. ❝❤♦✐❝❡ ✐% ♣❧❛❝✐♥❣ .❤❡ k ❛❜%❝✐%%❛❡ {ci} ❛. .❤❡ k ●❛✉%%✲▲❡❣❡♥❞<❡ ♥♦❞❡% ♦♥ [0, 1] .❤✉% ♦❜.❛✐♥✐♥❣ .❤❡

♠❛①✐♠✉♠ ♦<❞❡< 2k✳ ■♥ %✉❝❤ ❛ ❝❛%❡✱ ❡♥❡<❣② ❝♦♥%❡<✈❛.✐♦♥ ✐% ❣✉❛<❛♥.❡❡❞ ❢♦< ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❍❛♠✐❧.♦♥✐❛♥%

♦❢ ❞❡❣<❡❡ ν %✉❝❤ .❤❛.

ν ≤ 2k

s
.

❍♦✇❡✈❡<✱ ✐. ✐% C✉✐.❡ ❞✐✣❝✉❧. .♦ ❞✐%❝✉%% .❤❡ ♦<❞❡< ♦❢ ❛❝❝✉<❛❝② ❛♥❞ .❤❡ ♣<♦♣❡<.✐❡% ♦❢ .❤❡ k✲%.❛❣❡
❘✉♥❣❡✲❑✉..❛ ♠❡.❤♦❞ ✭✶✳✷✷✮✱ ✇❤❡♥ ❛ ❣❡♥❡<✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❜❛%✐% ✐% ❝♦♥%✐❞❡<❡❞✳ ■♥ ❢❛❝.✱ ❞✐✛❡<❡♥. ❝❤♦✐❝❡%

♦❢ .❤❡ ❜❛%✐% ♣<♦✈✐❞❡ ❞✐✛❡<❡♥. ♠❡.❤♦❞% ❛♥❞ ❤❛✈✐♥❣ ❞✐✛❡<❡♥. ♦<❞❡<%✳ ❆% ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦✉<.❤✲♦<❞❡<

❡♥❡<❣②✲❝♦♥%❡<✈✐♥❣ ❘✉♥❣❡✲❑✉..❛ ♠❡.❤♦❞% ✇❡<❡ ❞❡<✐✈❡❞ ✐♥ ❬✺✻✱ ✺✼❪✱ ❜② ✉%✐♥❣ .❤❡ ◆❡✇.♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧

❜❛%✐%✳ ❲❡ %❤❛❧❧ %❡❡ .❤❛. .❤✐♥❣% ✇✐❧❧ ❣<❡❛.❧② %✐♠♣❧✐❢②✱ ❜② ❝❤♦♦%✐♥❣ ❛♥ ♦<.❤♦♥♦<♠❛❧ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❜❛%✐%✳

❘❡♠❛$❦ ✶✳✸✳✶✳ ■! ✐# ✇♦&!❤ ♥♦!✐❝✐♥❣ !❤❛! !❤❡ ❇✉!❝❤❡& !❛❜❧❡❛✉ ♦❢ !❤❡ k✲#!❛❣❡ ❘✉♥❣❡✲❑✉!!❛ ♠❡!❤♦❞

✭✶✳✷✷✮ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛#! ✐♥ ♠❛!&✐① ❢♦&♠ ❜② ✐♥!&♦❞✉❝✐♥❣ !❤❡ ♠❛!&✐❝❡#✿

Ps =






P0(c1) . . . Ps−1(c1)
✳

✳

✳

✳

✳

✳

P0(ck) . . . Ps−1(ck)




 ∈ R

k×s,

Is =






∫ c1
0 P0(x)dx . . .

∫ c1
0 Ps−1(x)dx

✳

✳

✳

✳

✳

✳

∫ ck
0 P0(x)dx . . .

∫ ck
0 Ps−1(x)dx




 ∈ R

k×s,

Λs =






η0
✳

✳

✳

ηs−1




 ∈ R

s×s, Ω =






b1
✳

✳

✳

bk




 ∈ R

k×k,

❛♥❞ !❤❡ &♦✇ ✈❡❝!♦&

I1s =
(

∫ 1
0 P0(x)dx . . .

∫ 1
0 Ps−1(x)dx

)

. ✭✶✳✷✸✮
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■♥ ❢❛❝%✱ ♦♥❡ ❡❛)✐❧② ❝❤❡❝❦) %❤❛% ✭✶✳✷✷✮ ❜❡❝♦♠❡)

c IsΛsP⊤s Ω
I1sΛsP⊤s Ω

✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❢✉8%❤❡8 )%✉❞✐❡❞ ❧❛%❡8✳



❈❤❛♣$❡& ✷

❇❛❝❦❣%♦✉♥❞ %❡+✉❧-+

■♥ "❤❡ ♣&❡'❡♥" ❝❤❛♣"❡& ✇❡ '❦❡"❝❤ '♦♠❡ &❡'✉❧"' ❛❜♦✉" ▲❡❣❡♥❞&❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧' ❛♥❞ ♣❡&"✉&❜❛"✐♦♥ ♦❢ ❖❉❊'

"❤❛" ✇✐❧❧ ❜❡ ✉'❡❢✉❧ ✐♥ "❤❡ '❡:✉❡❧✳

✷✳✶ ▲❡❣❡♥❞(❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧0

■♥ "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦"❡ ❜② Pi "❤❡ ▲❡❣❡♥❞&❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧' '❤✐❢"❡❞ ♦♥ "❤❡ ✐♥"❡&✈❛❧ [0, 1] ❛♥❞

'❝❛❧❡❞ ✐♥ ♦&❞❡& "♦ ❜❡ ♦&"❤♦♥♦&♠❛❧✿

degPi = i,

∫ 1

0
Pi(x)Pj(x)dx = δij , ∀i, j ≥ 0, ✭✷✳✶✮

✇❤❡&❡ δij ✐' "❤❡ ❑&♦♥❡❝❦❡& '②♠❜♦❧✳ ❆' ❛♥② ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♦&"❤♦❣♦♥❛❧ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧'✱ "❤❡'❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧'

'❛"✐'❢② ❛ ✸✲"❡&♠' &❡❝✉&'✐✈❡ ❢♦&♠✉❧❛✱ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

P0(x) ≡ 1, P1(x) =
√
3(2x− 1),

Pi+1(x) = (2x− 1)
2i+ 1

i+ 1

√

2i+ 3

2i+ 1
Pi(x)−

i

i+ 1

√

2i+ 3

2i− 1
Pi−1(x), i ≥ 1.

❚❤❡ &♦♦"' {c1, . . . , ck} ♦❢ Pk(x) ❛&❡ ❛❧❧ ❞✐'"✐♥❝" ❛♥❞ ❜❡❧♦♥❣ "♦ "❤❡ ✐♥"❡&✈❛❧ (0, 1)✱ "❤✉' ✇❡ ❝❛♥ ✐❞❡♥"✐❢②

"❤❡♠ ✈✐❛ "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐"✐♦♥'✿

Pk(ci) = 0, ✇✐"❤ 0 < c1 < . . . < ck < 1. ✭✷✳✷✮

▼♦&❡♦✈❡& ✐" ✐' ❦♥♦✇♥ "❤❛" "❤❡② ❛&❡ '②♠♠❡"&✐❝❛❧❧② ❞✐'"&✐❜✉"❡❞ ✐♥ "❤❡ ✐♥"❡&✈❛❧ [0, 1]✿

ci = 1− ck−i+1, i = 1, . . . , k. ✭✷✳✸✮

❚❤❡② ❛&❡ &❡❢❡&&❡❞ "♦ ❛' "❤❡ ●❛✉''✲▲❡❣❡♥❞&❡ ❛❜'❝✐''❛❡ ♦♥ [0, 1] ❛♥❞ ❣❡♥❡&❛"❡ "❤❡ ●❛✉''✲▲❡❣❡♥❞&❡

:✉❛❞&❛"✉&❡ ❢♦&♠✉❧❛ ✇✐"❤ :✉❛❞&❛"✉&❡ ✇❡✐❣❤"'

bi =

∫ 1

0

k∏

j=1,j 6=i

x− cj
ci − cj

dx =
4(2k − 1)ci(1− ci)

[kPk−1(ci)]2
, i = 1, . . . , k. ✭✷✳✹✮

❈♦♥❝❡&♥✐♥❣ "❤❡ ●❛✉''✲▲❡❣❡♥❞&❡ :✉❛❞&❛"✉&❡ ❢♦&♠✉❧❛✱ "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ "❤❡♦&❡♠ ❤♦❧❞' "&✉❡✳

❚❤❡♦$❡♠ ✷✳✶✳✶✳ ❚❤❡ ●❛✉&&✲▲❡❣❡♥❞,❡ ❢♦,♠✉❧❛ (ci, bi) ✭&❡❡ ✭✷✳✷✮ ❛♥❞ ✭✷✳✹✮✮ ❤❛& ♦,❞❡, 2k✱ ♥❛♠❡❧② ✐9
✐& ❡①❛❝9 ❢♦, ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧& ♦❢ ❞❡❣,❡❡ ♥♦ ❧❛,❣❡, 9❤❛♥ 2k − 1✳

✶✺
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 !♦♦❢✳ ●✐✈❡♥ ❛ ❣❡♥❡'✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ p(x) ∈ Π2k−1✱ ✐/ ❝❛♥ ❜❡ ✇'✐//❡♥ ❛2

p(x) = q(x)Pk(x) + r(x), ✇✐/❤ q(x), r(x) ∈ Πk−1.

■♥/❡❣'❛/✐♥❣ ❜♦/❤ 2✐❞❡2✱ 2✐♥❝❡ Pk(x) ✐2 ♦'/❤♦♥♦'♠❛❧ /♦ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧2 ♦❢ ❞❡❣'❡❡ ❧❡22 /❤❛♥ k ✭2❡❡ ✭✷✳✶✮✮✱
✇❡ ❤❛✈❡

∫ 1

0
p(x)dx =

∫ 1

0
[q(x)Pk(x) + r(x)]dx

=

∫ 1

0
q(x)Pk(x)dx

︸ ︷︷ ︸

=0

+

∫ 1

0
r(x)dx =

∫ 1

0
r(x)dx.

❖♥ /❤❡ ♦/❤❡' ❤❛♥❞✱ ❢♦' ♦✉' >✉❛❞'❛/✉'❡ ❢♦'♠✉❧❛ (ci, bi) ♦♥❡ ♦❜/❛✐♥2✿

k∑

i=1

bip(ci) =

k∑

i=1

bi



q(ci)

=0
︷ ︸︸ ︷

Pk(ci)+r(ci)



 =
k∑

i=1

bir(ci) =

∫ 1

0
r(x)dx,

✇❤❡'❡ /❤❡ ❧❛2/ ❡>✉❛❧✐/② ✐2 ❞✉❡ /♦ /❤❡ ❢❛❝/ /❤❛/ ❛♥② >✉❛❞'❛/✉'❡ ❜❛2❡❞ ❛/ k ❞✐2/✐♥❝/ ❛❜2❝✐22❛❡ ✐2 ❡①❛❝/
❢♦' ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ ❞❡❣'❡❡ ♥♦ ❧❛'❣❡' /❤❛♥ k − 1✳

❆2 ❛ ♠❛//❡' ♦❢ ❢❛❝/2✱ ❢♦' /❤❡ ●❛✉22✲▲❡❣❡♥❞'❡ ❢♦'♠✉❧❛ ❛♥❞ ❢♦' ❛♥② ❢✉♥❝/✐♦♥ f ∈ C2k([0, 1])✱ ♦♥❡
❤❛2

∫ 1

0
f(x)dx =

k∑

i=1

bif(ci) + ∆k, ∆k = ρkf
(2k)(ζ),

❢♦' ❛ 2✉✐/❛❜❧❡ ζ ∈ (0, 1) ❛♥❞ ✇✐/❤ ρk ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥/ ♦❢ f ✳ ❆❝/✉❛❧❧②✱ /❤✐2 '❡2✉❧/ ❤♦❧❞2 ✐♥ ❣❡♥❡'❛❧✿ ✐❢ /❤❡
>✉❛❞'❛/✉'❡ ❤❛❞ ♦'❞❡' q ≤ 2k✱ ❢♦' ❛♥② f ∈ Cq([0, 1])✱ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ♦❜/❛✐♥✱

∫ 1

0
f(x)dx =

k∑

i=1

bif(ci) + ∆k ∆k = ρkf
(q)(ζ), ✭✷✳✺✮

✇✐/❤ ζ ❛♥❞ ρk ❞❡✜♥❡❞ 2✐♠✐❧❛'❧② ❛2 ❛❜♦✈❡✳
■♥ /❤❡ 2❡>✉❡❧✱ ✇❡ 2❤❛❧❧ ♥❡❡❞ /♦ ❞✐2❝✉22✱ ✐♥ ♣❛'/✐❝✉❧❛'✱ /❤❡ ❝❛2❡ ✇❤❡'❡ /❤❡ ✐♥/❡❣'❛♥❞ ✐♥ ✭✷✳✺✮ ❤❛2

/❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦'♠✱

f(τ) = Pj(τ)G(τh), τ ∈ [0, 1], ✭✷✳✻✮

✇✐/❤ Pj /❤❡ ▲❡❣❡♥❞'❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ ❞❡❣'❡❡ j✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ '❡2✉❧/ /❤❡♥ ❤♦❧❞2 /'✉❡✳

▲❡♠♠❛ ✷✳✶✳✶✳ ▲❡' G ∈ C(q)([0, 1])✱ ❜❡✐♥❣ q '❤❡ ♦!❞❡! ♦❢ '❤❡ ❣✐✈❡♥ 0✉❛❞!❛'✉!❡ ❢♦!♠✉❧❛ (ci, bi) ♦✈❡!
'❤❡ ✐♥'❡!✈❛❧ [0, 1]✳ ❚❤❡♥

∫ 1

0
Pj(τ)G(τh)dτ −

k∑

i=1

biPj(ci)G(cih) = O(hq−j), j = 0, . . . , q.

 !♦♦❢✳ ❖✉' ❝❧❛✐♠ ❡❛2✐❧② ❢♦❧❧♦✇2 ❢'♦♠ ✭✷✳✺✮✱ ❜② ❝♦♥2✐❞❡'✐♥❣ /❤❛/

dq

dτ q
Pj(τ)G(τh) ≡ [Pj(τ)G(τh)]

(q) =

q
∑

i=0

(
q
i

)

P
(i)
j (τ)G(q−i)(τh)hq−i

=

j
∑

i=0

(
q
i

)

P
(i)
j (τ)G(q−i)(τh)hq−i = O(hq−j),

2✐♥❝❡ P
(i)
j (τ) ≡ 0✱ ❢♦' i > j.



✷✳✷ ▼❛$%✐❝❡) ❞❡❢✐♥❡❞ ❜② $❤❡ ▲❡❣❡♥❞%❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧) ✶✼

❲❡ ❛❧$♦ ♥❡❡❞ ❛ ❢✉*+❤❡* *❡$✉❧+ ❝♦♥❝❡*♥✐♥❣ ✐♥+❡❣*❛❧$ ✇✐+❤ ✐♥+❡❣*❛♥❞$ ✐♥ +❤❡ ❢♦*♠ ✭✷✳✻✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐$

$+❛+❡❞ ❜❡❧♦✇✳

▲❡♠♠❛ ✷✳✶✳✷✳ ▲❡" G : [0, h]→ V ✱ ✇✐"❤ V ❛ (✉✐"❛❜❧❡ ✈❡❝"♦/ (♣❛❝❡✱ ❛ ❢✉♥❝"✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛❞♠✐"( ❛ ❚❛②❧♦/

❡①♣❛♥(✐♦♥ ❛" ✵✳ ❚❤❡♥

∫ 1

0
Pj(τ)G(τh)dτ = O(hj), j ≥ 0.

:/♦♦❢✳ ❖♥❡ ♦❜+❛✐♥$✱ ❜② ❡①♣❛♥❞✐♥❣ G(τh) ❛+ τ = 0✿

∫ 1

0
Pj(t)G(τh)dτ =

∫ 1

0
Pj(t)

∑

k≥0

G(k)(0)

k!
(τh)kdτ =

∑

k≥0

G(k)(0)

k!
hk

∫ 1

0
Pj(τ)τ

kdτ

=
∑

k≥j

G(k)(0)

k!
hk

∫ 1

0
Pj(τ)τ

kdτ = O(hj),

✇❤❡*❡ +❤❡ ❧❛$+ ❜✉+ ♦♥❡ ❡>✉❛❧✐+② ❢♦❧❧♦✇$ ❢*♦♠ +❤❡ ❢❛❝+ +❤❛+

∫ 1

0
Pj(τ)τ

kdτ = 0, ❢♦* k < j.

❜❡❝❛✉$❡ ♦❢ ✭✷✳✶✮✳

✷✳✷ ▼❛$%✐❝❡) ❞❡✜♥❡❞ ❜② $❤❡ ▲❡❣❡♥❞%❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧)

❚❤❡ ✐♥+❡❣*❛❧$ ♦❢ +❤❡ ▲❡❣❡♥❞*❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧$ ❛*❡ *❡❧❛+❡❞ +♦ +❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ +❤❡♠$❡❧✈❡$ ❛$ ❢♦❧❧♦✇$✳ ❋♦*

❛❧❧ c ∈ [0, 1]✿
∫ c

0
P0(x)dx = ξ1P1(c) +

1

2
P0(c),

∫ c

0
Pi(x)dx = ξi+1Pi+1(c)− ξiPi−1(c), i ≥ 1, ✭✷✳✼✮

✇✐+❤ ξi =
1

2
√
4i2 − 1

. ✭✷✳✽✮

❘❡♠❛$❦ ✷✳✷✳✶✳ ❋!♦♠ $❤❡ ♦!$❤♦❣♦♥❛❧✐$② ❝♦♥❞✐$✐♦♥/ ✭✷✳✶✮✱ ❛♥❞ $❛❦✐♥❣ ✐♥$♦ ❛❝❝♦✉♥$ $❤❛$ P0(x) ≡ 1,
♦♥❡ ♦❜$❛✐♥/✿ ∫ 1

0
P0(x)dx = 1,

∫ 1

0
Pj(x)dx = 0, ∀j ≥ 1.

▼♦'❡♦✈❡'✱ +✐♥❝❡ /❤❡ ▲❡❣❡♥❞'❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧+ +❛/✐+❢② /❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ +②♠♠❡/'② ♣'♦♣❡'/②✿

Pj(c) = (−1)jPj(1− c), c ∈ [0, 1], j ≥ 0, ✭✷✳✾✮

/❤❡♥ /❤❡✐' ✐♥/❡❣'❛❧+ +❤❛'❡ ❛ +✐♠✐❧❛' +②♠♠❡/'②✿

∫ τ2

τ1

Pj(x)dx = (−1)j
∫ 1−τ1

1−τ2

Pj(x)dx, ∀τ1, τ2 ∈ [0, 1], j ≥ 0. ✭✷✳✶✵✮

■♥ /❤❡ +❡@✉❡❧✱ ✇❡ +❤❛❧❧ ✉+❡ /❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛/'✐❝❡+✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ♠❡❛♥+ ♦❢ /❤❡ ▲❡❣❡♥❞'❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧+

❡✈❛❧✉❛/❡❞ ❛/ /❤❡ k ≥ s ❛❜+❝✐++❛❡ ✭✷✳✷✮✿

✶

Ps =






P0(c1) . . . Ps−1(c1)
✳

✳

✳

✳

✳

✳

P0(ck) . . . Ps−1(ck)




 ∈ R

k×s, ✭✷✳✶✶✮

✶

❙✉❝❤ ♠❛&'✐❝❡* ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢♦'♠❛❧❧② ✐♥&'♦❞✉❝❡❞✱ ❢♦' ❛ ❣❡♥❡'✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❜❛*✐*✱ ❛& &❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❈❤❛♣&❡' ✶✳
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❛♥❞

Is =






∫ c1
0 P0(x)dx . . .

∫ c1
0 Ps−1(x)dx

✳

✳

✳

✳

✳

✳

∫ ck
0 P0(x)dx . . .

∫ ck
0 Ps−1(x)dx




 ∈ R

k×s. ✭✷✳✶✷✮

❇❡❝❛✉,❡ ♦❢ ✭✷✳✼✮✱ ♦♥❡ ♦❜2❛✐♥, 2❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ 8❡❧❛2✐♦♥✿

Is = Ps+1X̂s, X̂s =











1
2 −ξ1
ξ1 0

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳ −ξs−1
ξs−1 0

ξs











≡
(

Xs

0 . . . 0 ξs

)

. ✭✷✳✶✸✮

❲❡ ❛❧,♦ ,❡2

Ω =






b1
✳

✳

✳

bk




 ∈ R

k×k, ✭✷✳✶✹✮

2❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛28✐① ✇✐2❤ 2❤❡ ❝♦88❡,♣♦♥❞✐♥❣ ●❛✉,,✲▲❡❣❡♥❞8❡ ✇❡✐❣❤2,✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ,✐♠♣❧❡ ♣8♦♣❡82✐❡,

2❤❡♥ ❤♦❧❞ 28✉❡ ❬✾❪✳

▲❡♠♠❛ ✷✳✷✳✶✳

det(Xs) =







∏ s
2

i=1 ξ
2
2i−1 , ✐❢ s ✐" ❡✈❡♥✱

1
2

∏⌊ s
2
⌋

i=1 ξ
2
2i , ✐❢ s ✐" ♦❞❞✳

*+♦♦❢✳ ❖✉8 ❝❧❛✐♠ ❡❛,✐❧② ❢♦❧❧♦✇, ❢8♦♠ 2❤❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❡①♣❛♥,✐♦♥✱ ❜② ❝♦♥,✐❞❡8✐♥❣ 2❤❛2✱ ❢8♦♠ ✭✷✳✶✸✮✱

det(X1) =
1
2 ❛♥❞ det(X2) = ξ21 ✳

❚❤❡♦*❡♠ ✷✳✷✳✶✳ ▼❛.+✐❝❡" ✭✷✳✶✶✮ ❛♥❞ ✭✷✳✶✷✮ ❤❛✈❡ ❢✉❧❧ ❝♦❧✉♠♥ +❛♥❦✱ ❢♦+ ❛❧❧ s = 1, . . . , k✳ ▼♦+❡♦✈❡+✱

P⊤s ΩPs+1 = (Is 0). ✭✷✳✶✺✮

*+♦♦❢✳ ❇② ❝♦♥,✐❞❡8✐♥❣ ❛♥② ,❡2 ♦❢ s ≤ k 8♦✇, ♦❢ Ps✱ 2❤❡ 8❡,✉❧2✐♥❣ ,✉❜✲♠❛28✐① ✐, 2❤❡ ●8❛♠ ♠❛28✐① ♦❢ 2❤❡

s ❧✐♥❡❛8❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥2 ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧, P0, . . . , Ps−1 ❞❡✜♥❡❞ ❛2 2❤❡ ❝♦88❡,♣♦♥❞✐♥❣ s ✭❞✐,2✐♥❝2✮ ❛❜,❝✐,,❛❡✳

■2 ✐,✱ 2❤❡8❡❢♦8❡✱ ♥♦♥,✐♥❣✉❧❛8 ❛♥❞✱ 2❤❡♥✱ Ps ❤❛, ❢✉❧❧ ❝♦❧✉♠♥ 8❛♥❦✳ ▼♦8❡♦✈❡8✱ ✇❤❡♥ s = k✱ ♦♥❡ ❤❛,

Pk+1 = (Pk 0), ✭✷✳✶✻✮

,✐♥❝❡ 2❤❡ ❡♥28✐❡, ✐♥ ❧❛,2 ❝♦❧✉♠♥ ❛8❡ Pk(ci) = 0✱ i = 1, . . . , k✳ ❆, ❛ ❝♦♥,❡Q✉❡♥❝❡✱ ❜❡❝❛✉,❡ ♦❢ ✭✷✳✶✸✮✱

❢♦8 ♠❛28✐① Is ♦♥❡ ♦❜2❛✐♥,✿

• ✇❤❡♥ s < k✱ 2❤❡♥ ❜♦2❤ Ps+1 ❛♥❞ X̂s ❤❛✈❡ ❢✉❧❧ ❝♦❧✉♠♥ 8❛♥❦ ❛♥❞ ,♦ ❤❛, Is❀

• ✇❤❡♥ s = k✱ 2❤❡♥ ❢8♦♠ ✭✷✳✶✻✮ ✐2 ❢♦❧❧♦✇, 2❤❛2

Ik = Pk+1X̂k = PkXk,

❛♥❞ ❜♦2❤ Pk ❛♥❞ Xk ❛8❡ ♥♦♥,✐♥❣✉❧❛8 ✭,❡❡ ▲❡♠♠❛ ✷✳✷✳✶✮✳



✷✳✸ ❆❞❞✐&✐♦♥❛❧ ♣,❡❧✐♠✐♥❛,② ,❡0✉❧&0 ✶✾

❈♦♥❝❡%♥✐♥❣ ✭✷✳✶✺✮✱ ❜② ❝♦♥1✐❞❡%✐♥❣ 3❤❛3 3❤❡ 6✉❛❞%❛3✉%❡ ❢♦%♠✉❧❛ (ci, bi) ✐1 ❡①❛❝3 ❢♦% ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧1 ♦❢
❞❡❣%❡❡ ♥♦ ❧❛%❣❡% 3❤❛♥ 2k − 1 ≥ 2s − 1✱ ❛♥❞ 1❡33✐♥❣ ei ∈ R

s
❛♥❞ êj ∈ R

s+1
3❤❡ i✲3❤ ❛♥❞ j✲3❤ ✉♥✐3

✈❡❝3♦%1✱ ♦♥❡ ❤❛1✿

e⊤i P⊤s ΩPs+1êj =
k∑

ℓ=1

bℓPi−1(cℓ)Pj−1(cℓ) =

∫ 1

0
Pi−1(x)Pj−1(x)dx = δij ,

∀i = 1, . . . , s, ❛♥❞ j = 1, . . . , s+ 1,

1♦ 3❤❛3 ✭✷✳✶✺✮ ✐1 ✈❡%✐✜❡❞✳

❋%♦♠ 3❤❡ ♣%❡✈✐♦✉1 3❤❡♦%❡♠✱ 3❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ %❡1✉❧3 ❡❛1✐❧② ❢♦❧❧♦✇1✳

❈♦"♦❧❧❛"② ✷✳✷✳✶✳ ❲❤❡♥ k = s✱ %❤❡♥ P−1s = P⊤s Ω✳

✷✳✸ ❆❞❞✐&✐♦♥❛❧ ♣,❡❧✐♠✐♥❛,② ,❡0✉❧&0

❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ 3❤✐1 ❝❤❛♣3❡%✱ ✇❡ ♣%❡1❡♥3 1♦♠❡ ♣❡%3✉%❜❛3✐♦♥ %❡1✉❧31✱ 3❤❛3 ✇✐❧❧ ❜❡ ✉1❡❢✉❧ ✐♥ ♦%❞❡% 3♦ ❝❛%%②

♦✉3 ❛ ❝♦♠♣❧❡3❡ ❛♥❛❧②1✐1 ♦❢ 3❤❡ ♠❡3❤♦❞1✱ ❝♦♥❝❡%♥✐♥❣ 3❤❡ ✐♥✐3✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♣%♦❜❧❡♠ ❢♦% ♦%❞✐♥❛%② ❞✐✛❡%❡♥3✐❛❧

❡6✉❛3✐♦♥1

y′(t) = f(y(t)), t ≥ t0, y(t0) = y0. ✭✷✳✶✼✮

❲❡ ❞❡♥♦3❡ 3❤❡ 1♦❧✉3✐♦♥ ♦❢ ✭✷✳✶✼✮ ❜② y(t; t0, y0)✱ ✐♥ ♦%❞❡% 3♦ ❡♠♣❤❛1✐③❡ 3❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ 3❤❡ ✐♥✐3✐❛❧
❝♦♥❞✐3✐♦♥✳

❆11♦❝✐❛3❡❞ ✇✐3❤ 3❤✐1 ♣%♦❜❧❡♠ ✐1 3❤❡ ❝♦%%❡1♣♦♥❞✐♥❣ ❢✉♥❞❛♠❡♥%❛❧ ♠❛%-✐①✱ Φ(t, t0)✱ 1❛3✐1❢②✐♥❣ 3❤❡
✈❛-✐❛%✐♦♥❛❧ ♣-♦❜❧❡♠ ✭1❡❡ ❛❧1♦ ✭✶✳✹✮✮

Φ′(t, t0) = Jf (y(t; t0, y0))Φ(t, t0), t ≥ t0, Φ(t0, t0) = I,

✇❤❡%❡ 3❤❡ ❞❡%✐✈❛3✐✈❡ ✭✐✳❡✳✱

′
✮ ✐1 ✇✐3❤ %❡1♣❡❝3 3♦ t✱ ❛♥❞ Jf ✐1 3❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛3%✐① ♦❢ f(y)✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ %❡1✉❧3 3❤❡♥ ❤♦❧❞1 3%✉❡✳

▲❡♠♠❛ ✷✳✸✳✶✳ ❲✐%❤ -❡❢❡-❡♥❝❡ %♦ %❤❡ 5♦❧✉%✐♦♥ y(t; t0, y0) ♦❢ ♣-♦❜❧❡♠ ✭✷✳✶✼✮✱ ♦♥❡ ❤❛5✿

(i)
∂

∂y0
y(t; t0, y0) = Φ(t, t0); (ii)

∂

∂t0
y(t; t0, y0) = −Φ(t, t0)f(y0).

<-♦♦❢✳ ▲❡3 ✉1 ❝♦♥1✐❞❡% ❛ ♣❡%3✉%❜❛3✐♦♥ δy0 ♦❢ 3❤❡ ✐♥✐3✐❛❧ ❝♦♥❞✐3✐♦♥✱ ❛♥❞ ❧❡3 y(t; t0, y0 + δy0) ❜❡ 3❤❡
❝♦%%❡1♣♦♥❞✐♥❣ 1♦❧✉3✐♦♥✳ ❈♦♥1❡6✉❡♥3❧②✱

y′(t; t0, y0 + δy0) = f(y(t; t0, y0 + δy0))

= f(y(t; t0, y0))
︸ ︷︷ ︸

= y′(t;t0,y0)

+Jf (y(t; t0, y0)) [y(t; t0, y0 + δy0)− y(t; t0, y0)]

+ O
(

‖y(t; t0, y0 + δy0)− y(t; t0, y0)‖2
)

.

❚❤❡%❡❢♦%❡✱ ❜② 1❡33✐♥❣

z(t) = y(t; t0, y0 + δy0)− y(t; t0, y0),
♦♥❡ ♦❜3❛✐♥1 3❤❛3✱ ❛3 ✜%13 ♦%❞❡% ✭❛1 ✐1 3❤❡ ❝❛1❡✱ ✇❤❡♥ ✇❡ ❧❡3 δy0 → 0✮✱

z′(t) = Jf (y(t; t0, y0))z(t), z(t0) = δy0.
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❚❤❡ #♦❧✉'✐♦♥ ♦❢ '❤✐# ❧✐♥❡❛, ♣,♦❜❧❡♠ ✐# ❡❛#✐❧② #❡❡♥ '♦ ❜❡

z(t) = Φ(t, t0)δy0,

❛♥❞✱ ❝♦♥#❡4✉❡♥'❧②✱

∂

∂y0
y(t; t0, y0) =

∂

∂(δy0)
z(t) = Φ(t, t0),

✐✳❡✳✱ (i) ✐# ♣,♦✈❡❞✳
❈♦♥❝❡,♥✐♥❣ '❤❡ ♣❛,' (ii)✱ ❧❡' ✉# ❝♦♥#✐❞❡, ❛ #❝❛❧❛, ǫ ≈ 0 ❛♥❞ ♦❜#❡,✈❡ '❤❛'✱ ❜② #❡''✐♥❣✱ y(t) =

y(t; t0, y0)✱ '❤❡♥
y(t; t0 + ǫ, y0) ≡ y(t− ǫ).

❈♦♥#❡4✉❡♥'❧②✱ '❤❡ #♦❧✉'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ♣❡,'✉,❜❡❞ ♣,♦❜❧❡♠

y′(t) = f(y(t)), t ≥ t0 + ǫ, y(t0 + ǫ) = y0,

❝♦✐♥❝✐❞❡#✱ ❛' ✜,#' ♦,❞❡,✱ ✇✐'❤ '❤❛' ♦❢ '❤❡ ♣,♦❜❧❡♠

y′(t) = f(y(t)), t ≥ t0, y(t0) = y0(ǫ) ≡ y0 − ǫf(y0).

▲❡''✐♥❣ ǫ→ 0✱ ♦♥❡ '❤❡♥ ♦❜'❛✐♥#✿

∂

∂t0
y(t; t0, y0) =

∂

∂y0
y(t; t0, y0)

︸ ︷︷ ︸

=Φ(t,t0)

=−f(y0)
︷ ︸︸ ︷

∂

∂ǫ
y0(ǫ) = −Φ(t, t0)f(y0).

❚❤✐# ❝♦♥❝❧✉❞❡# '❤❡ ♣,♦♦❢✳



❈❤❛♣$❡& ✸

❆ ❢"❛♠❡✇♦"❦ ❢♦" ❍❇❱▼-

■♥ "❤✐% ❝❤❛♣"❡* ✇❡ ✐♥"*♦❞✉❝❡ ❛ ♥❡✇ ❝❧❛%% ♦❢ ♠❡"❤♦❞% ❢♦* "❤❡ ♥✉♠❡*✐❝❛❧ %♦❧✉"✐♦♥ ♦❢ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❍❛♠✐❧✲

"♦♥✐❛♥ %②%"❡♠%✱ ♥❛♠❡❞ ❍❛♠✐❧%♦♥✐❛♥ ❇♦✉♥❞❛+② ❱❛❧✉❡ ▼❡%❤♦❞1 ✭❍❇❱▼1✮✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❢❡❛"✉*❡ ♦❢ "❤❡%❡

♠❡"❤♦❞% ✐% "❤❛" "❤❡② ❛*❡ ❛❜❧❡ "♦ ❡①❛❝"❧② ♣*❡%❡*✈❡✱ ✐♥ "❤❡ ♥✉♠❡*✐❝❛❧ %♦❧✉"✐♦♥✱ "❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ "❤❡ ❍❛♠✐❧✲

"♦♥✐❛♥ ❢✉♥❝"✐♦♥ ✇❤❡♥ ✐" ✐% ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ❲❡ ✇✐❧❧ %❡❡ "❤❛" "❤✐% ♣*♦♣❡*"② ❛❧%♦ ✐♠♣❧✐❡% ❛ ♣+❛❝%✐❝❛❧

❝♦♥%❡*✈❛"✐♦♥ ♦❢ ❛♥② ❛♥❛❧②"✐❝❛❧ ❍❛♠✐❧"♦♥✐❛♥ ❢✉♥❝"✐♦♥✳ ❚❤❡ ❜❛%✐❝ ✐❞❡❛ ✇❤✐❝❤ ❍❇❱▼% *❡❧② ♦♥ ✐% "❤❡

❞✐%❝*❡"❡ ❧✐♥❡ ✐♥"❡❣*❛❧✱ ❛❧*❡❛❞② %❦❡"❝❤❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣"❡* ✶✱ ✐✳❡✳✱ "❤❡ ❞✐%❝*❡"❡ ❝♦✉♥"❡*♣❛*" ♦❢ "❤❡ ❧✐♥❡ ✐♥"❡❣*❛❧

❛%%♦❝✐❛"❡❞ ✇✐"❤ ❛ ❝♦♥%❡*✈❛"✐✈❡ ✈❡❝"♦* ✜❡❧❞✳

■♥ "❤✐% ❝❤❛♣"❡* ✇❡ ♣*♦✈✐❞❡ ❛ ♥♦✈❡❧ ❢*❛♠❡✇♦*❦ ❢♦* ❞✐%❝✉%%✐♥❣ "❤❡ ♦*❞❡*✱ "❤❡ ❧✐♥❡❛* %"❛❜✐❧✐"② ❛♥❞

❝♦♥%❡*✈❛"✐♦♥ ♣*♦♣❡*"✐❡% ♦❢ ❍❇❱▼%✱ ❜❛%❡❞ ♦♥ ❛ ❧♦❝❛❧ ❋♦✉*✐❡* ❡①♣❛♥%✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ✈❡❝"♦* ✜❡❧❞ ❞❡✜♥✐♥❣

"❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ %②%"❡♠%✳

✸✳✶ ▲♦❝❛❧ ❋♦✉*✐❡* ❡①♣❛♥0✐♦♥

■♥ ❈❤❛♣"❡* ✷ ✇❡ ✐♥"*♦❞✉❝❡❞ "❤❡ ▲❡❣❡♥❞*❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧% ✇❤✐❝❤ ❝♦♥%"✐"✉"❡ ❛♥ ♦+%❤♦♥♦+♠❛❧ ❜❛1✐1 ❢♦*

"❤❡ ❢✉♥❝"✐♦♥% ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ "❤❡ ✐♥"❡*✈❛❧ [0, 1]✳ ❚❤❡*❡❢♦*❡✱ ❜② ✉%✐♥❣ "❤❡ ♥♦"❛"✐♦♥ ✭✶✳✶✷✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ❢♦*♠❛❧❧②

❡①♣❛♥❞✱ ♦✈❡* "❤❡ ✐♥"❡*✈❛❧ [0, h]✱ "❤❡ *✐❣❤" ❤❛♥❞ %✐❞❡ ♦❢ "❤❡ ❞✐✛❡*❡♥"✐❛❧ ❡J✉❛"✐♦♥ ✐♥ ✭✶✳✶✮✱ ❛% ❢♦❧❧♦✇%✿

f(y(ch)) =
∑

j≥0

Pj(c)γj(y), c ∈ [0, 1], ✭✸✳✶✮

✇❤❡*❡

γj(y) =

∫ 1

0
Pj(τ)f(y(τh))dτ, j ≥ 0. ✭✸✳✷✮

❚❤❡ ❡①♣❛♥%✐♦♥ ✭✸✳✶✮✕✭✸✳✷✮ ✐% ❦♥♦✇♥ ❛% "❤❡ ◆❡✉♠❛♥♥ ❡①♣❛♥1✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛♥❛❧②"✐❝ ❢✉♥❝"✐♦♥ ❬✼✻✱ ♣✳ ✸✷✷❪✱

❛♥❞ ❝♦♥✈❡*❣❡% ✉♥✐❢♦*♠❧② ♣*♦✈✐❞❡❞ "❤❛" "❤❡ ❢✉♥❝"✐♦♥ g(c) = f(y(ch)) ❤❛% ❝♦♥"✐♥✉♦✉% ❞❡*✐✈❛"✐✈❡ ❬✺✽✱

♣✳ ✷✵✻❪✳ ❍♦✇❡✈❡*✱ ❢♦* %❛❦❡ ♦❢ %✐♠♣❧✐❝✐"②✱ ❤❡*❡❛❢"❡* ✇❡ %❤❛❧❧ ❛%%✉♠❡ g(c) "♦ ❜❡ ❛♥❛❧②"✐❝✳

■♥ %♦ ❞♦✐♥❣✱ ✇❡ ❛*❡ "*❛♥%❢♦*♠✐♥❣ "❤❡ ✐♥✐"✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♣*♦❜❧❡♠

y′(t) = f(y(t)), t ∈ [0, h], y(0) = y0, ✭✸✳✸✮

✐♥"♦ "❤❡ ❡J✉✐✈❛❧❡♥" ✐♥%❡❣+♦✲❞✐✛❡+❡♥%✐❛❧ ♣*♦❜❧❡♠

y′(ch) =
∑

j≥0

Pj(c)

∫ 1

0
Pj(τ)f(y(τh))dτ, c ∈ [0, 1], y(0) = y0. ✭✸✳✹✮

✷✶



✷✷ ❆ ❢"❛♠❡✇♦"❦ ❢♦" ❍❇❱▼-

■♥ ♦#❞❡# &♦ ♦❜&❛✐♥ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛♣♣#♦①✐♠❛&✐♦♥ ♦❢ ❞❡❣#❡❡ s &♦ ✭✸✳✸✮✕✭✸✳✹✮✱ ✇❡ ❥✉;& &#✉♥❝❛&❡ &❤❡ ✐♥✜♥✐&❡

;❡#✐❡; &♦ ❛ ✜♥✐&❡ ;✉♠✳ ❚❤❡ #❡;✉❧&✐♥❣ ✐♥✐&✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♣#♦❜❧❡♠ ✐; ✭;❡❡ ✭✸✳✷✮✮

σ′(ch) =

s−1∑

j=0

Pj(c)

∫ 1

0
Pj(τ)f(σ(τh))dτ ≡

s−1∑

j=0

Pj(c)γj(σ), c ∈ [0, 1], ✭✸✳✺✮

σ(0) = y0,

✇❤♦;❡ ;♦❧✉&✐♦♥ ✐; ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ σ ∈ Πs✳ ■♥ ❢❛❝&✱ ❜② ✐♥&❡❣#❛&✐♥❣ ❜♦&❤ ;✐❞❡; ♦❢ ✭✸✳✺✮ ❛♥❞ &❛❦✐♥❣ ✐♥&♦

❛❝❝♦✉♥& &❤❡ ✐♥✐&✐❛❧ ❝♦♥❞✐&✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡

σ(ch) = y0 + h
s−1∑

j=0

∫ c

0
Pj(x)dxγj(σ), c ∈ [0, 1]. ✭✸✳✻✮

❖♥❡ ❡❛;✐❧② #❡❝♦❣♥✐③❡; &❤❛& ✭✸✳✺✮✕✭✸✳✻✮ ❞❡✜♥❡ &❤❡ ✈❡#② ;❛♠❡ ❡①♣❛♥;✐♦♥ ✭✶✳✶✻✮✕✭✶✳✶✽✮ ✇✐&❤ ❛❧❧ ηj = 1✳
❈♦♥;❡J✉❡♥&❧②✱ ;✉❝❤ ❛ ♠❡&❤♦❞ ✐; ❡♥❡#❣②✲❝♦♥;❡#✈✐♥❣✱ ✐❢ ✇❡ ❛#❡ ❛❜❧❡ &♦ ❡①❛❝&❧② ❝♦♠♣✉&❡ &❤❡ ✐♥&❡❣#❛❧;

♣#♦✈✐❞✐♥❣ &❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥&; γj(σ) ❛& &❤❡ #✐❣❤&✲❤❛♥❞ ;✐❞❡ ✐♥ ✭✸✳✷✮✳ ❋#♦♠ ✭✸✳✻✮ ♦♥❡ ♦❜&❛✐♥; &❤❛&

σ(h) = y0 +

∫ h

0
f(σ(τ))dτ.

■♥ ♦#❞❡# &♦ ❞✐;❝✉;; &❤❡ ♦#❞❡# ♦❢ &❤❡ ❛♣♣#♦①✐♠❛&✐♦♥ σ(h) ≈ y(h)✱ ✇❡ ;&❛&❡ &❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ #❡;✉❧& ✇❤♦;❡

♣#♦♦❢ ✐; ❛ ❞✐#❡❝& ❝♦♥;❡J✉❡♥❝❡ ♦❢ ✭✸✳✷✮ ❛♥❞ ▲❡♠♠❛ ✷✳✶✳✷✳

▲❡♠♠❛ ✸✳✶✳✶✳ ▲❡" γj(σ) ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛❝❝♦*❞✐♥❣ "♦ ✭✸✳✷✮✳ ❚❤❡♥ γj(σ) = O(hj)✳

❲❡ ❛#❡ ♥♦✇ ❛❜❧❡ &♦ ♣#♦✈❡ &❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ #❡;✉❧&✳

❚❤❡♦*❡♠ ✸✳✶✳✶✳ σ(h)− y(h) = O(h2s+1).

4*♦♦❢✳ ❉❡♥♦&✐♥❣ ❜② y(t; t0, y0) &❤❡ ;♦❧✉&✐♦♥ ♦❢ ♣#♦❜❧❡♠ ✭✷✳✶✼✮ ❛♥❞ ❝♦♥;✐❞❡#✐♥❣ &❤❛& σ(0) = y0✱ ❜②

✈✐#&✉❡ ♦❢ ✭✸✳✶✮✱ ✭✸✳✺✮✱ ❛♥❞ ▲❡♠♠❛; ✷✳✶✳✷✱ ✷✳✸✳✶✱ ❛♥❞ ✸✳✶✳✶✱ ♦♥❡ ❤❛;✿

σ(h)− y(h) = y(h;h, σ(h))− y(h; 0, y0) ≡ y(h;h, σ(h))− y(h; 0, σ(0))

=

∫ h

0

d

dt
y(h; t, σ(t))dt =

∫ h

0

(
∂

∂θ
y(h; θ, σ(t))

∣
∣
∣
θ=t

+
∂

∂ω
y(h; t, ω)

∣
∣
∣
ω=σ(t)

σ′(t)

)

dt

=

∫ h

0

[
−Φ(h, t)f(σ(t)) + Φ(h, t)σ′(t)

]
dt =

∫ h

0
Φ(h, t)[−f(σ(t)) + σ′(t)]dt

= h

∫ 1

0
Φ(h, τh)[−f(σ(τh)) + σ′(τh)]dτ

= −h
∫ 1

0
Φ(h, τh)




∑

j≥0

Pj(τ)γj(σ)−
s−1∑

j=0

Pj(τ)γj(σ)



 dτ

= −h
∫ 1

0
Φ(h, τh)

∑

j≥s

Pj(τ)γj(σ)dτ = −h
∑

j≥s






∫ 1

0

≡G(τh)
︷ ︸︸ ︷

Φ(h, τh) Pj(τ)dτ






︸ ︷︷ ︸

=O(hj)

=O(hj)
︷ ︸︸ ︷

γj(σ)

= h
∑

j≥s

O(h2j) = O(h2s+1).



✸✳✶ ▲♦❝❛❧ ❋♦✉*✐❡* ❡①♣❛♥0✐♦♥ ✷✸

❲❡ ♦❜$❡%✈❡✱ ❤♦✇❡✈❡%✱ *❤❛* ✭✸✳✺✮ ✐$ ♥♦" ②❡" ❛♥ ♦♣❡%❛*✐✈❡ ♠❡*❤♦❞✱ ❜✉* %❛*❤❡% ❛ ❢♦&♠✉❧❛ $✐♥❝❡✱

8✉♦*✐♥❣ ❉❛❤❧8✉✐$* ❛♥❞ ❇❥>%❦ ❬✸✽❪✱ ✏❛$ ✐$ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥✱ ❡✈❡♥ ♠❛♥② %❡❧❛*✐✈❡❧② $✐♠♣❧❡ ✐♥*❡❣%❛❧$ ❝❛♥♥♦* ❜❡

❡①♣%❡$$❡❞ ✐♥ ✜♥✐*❡ *❡%♠$ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥*❛%② ❢✉♥❝*✐♦♥$✱ ❛♥❞ *❤✉$ ♠✉$* ❜❡ ❡✈❛❧✉❛*❡❞ ❜② ♥✉♠❡%✐❝❛❧ ♠❡*❤♦❞$✑✳

■♥ ♦*❤❡% ✇♦%❞$✱ ✐♥ ♦%❞❡% *♦ ♦❜*❛✐♥ ❛♥ ❛❝*✉❛❧ ♥✉♠❡&✐❝❛❧ ♠❡"❤♦❞✱ ✇❡ ♥❡❡❞ *♦ ❛♣♣%♦①✐♠❛*❡ *❤❡ ✐♥*❡❣%❛❧$

❛♣♣❡❛%✐♥❣ ✐♥ ✭✸✳✺✮ ❜② ♠❡❛♥$ ♦❢ ❛ $✉✐*❛❜❧❡ 8✉❛❞%❛*✉%❡ ❢♦%♠✉❧❛✳ ❲❡ ❛$$✉♠❡ *♦ ✉$❡ ❛ 8✉❛❞%❛*✉%❡

(ci, bi) ♦✈❡% k ❞✐$*✐♥❝* ❛❜$❝✐$$❛❡✱ ❛♥❞✱ ❛$ ❛ ❝♦♥$❡8✉❡♥❝❡✱ ✐♥ ♣❧❛❝❡ ♦❢ σ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✭✸✳✺✮ ♦% ✭✸✳✻✮✱ ✇❡
$❤❛❧❧ ❝♦♠♣✉*❡ *❤❡ ♥❡✇ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ u ∈ Πs $✉❝❤ *❤❛*

u′(ch) =
s−1∑

j=0

Pj(c)
k∑

ℓ=1

bℓPj(cℓ)f(u(cℓh)), c ∈ [0, 1],

✭✸✳✼✮

u(0) = y0,

♦%✱ ❡8✉✐✈❛❧❡♥*❧②✱

u(ch) = y0 + h
s−1∑

j=0

∫ c

0
Pj(x)dx

k∑

ℓ=1

bℓPj(cℓ)f(u(cℓh)), c ∈ [0, 1], ✭✸✳✽✮

✇✐*❤ *❤❡ ♥❡✇ ❛♣♣%♦①✐♠❛*✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜②

y1 ≡ u(h) = y0 + h
k∑

i=1

bif(u(cih)). ✭✸✳✾✮

■❢ *❤❡ 8✉❛❞%❛*✉%❡ ❢♦%♠✉❧❛ (ci, bi) ❤❛$ ♦%❞❡% q ≥ s✱ *❤❡♥✱ ❜② ✈✐%*✉❡ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷✳✶✳✶ ❛♥❞ *❛❦✐♥❣ ✐♥*♦
❛❝❝♦✉♥* ✭✸✳✷✮✱ ♦♥❡ ♦❜*❛✐♥$

γj(u) ≡
∫ 1

0
Pj(τ)f(u(τh))dτ =

k∑

ℓ=1

bℓPj(cℓ)f(u(cℓh)) + ∆j(h),

✭✸✳✶✵✮

∆j(h) = O(hq−j), j = 0, . . . , s− 1.

❈♦♥$❡8✉❡♥*❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ %❡✇%✐*❡ *❤❡ ✜%$* ❡8✉❛*✐♦♥ ✐♥ ✭✸✳✼✮ ✐♥ *❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡8✉✐✈❛❧❡♥* ❢♦%♠✿

u′(ch) =
s−1∑

j=0

Pj(c) [γj(u)−∆j(h)] , c ∈ [0, 1].

❚❤✐$ ❛❧❧♦✇$ ✉$ *♦ ❞❡%✐✈❡ *❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ %❡$✉❧*✳

❚❤❡♦$❡♠ ✸✳✶✳✷✳ y1 − y(h) = O(hp+1)✱ ✇❤❡&❡ p = min{q, 2s}✳



✷✹ ❆ ❢"❛♠❡✇♦"❦ ❢♦" ❍❇❱▼-

 !♦♦❢✳ ❚❤❡ ♣$♦♦❢ ♣$♦❝❡❡❞) ♦♥ +❤❡ )❛♠❡ ❧✐♥❡ ❛) +❤❛+ ♦❢ ❚❤❡♦$❡♠ ✸✳✶✳✶✿

y1 − y(h) = u(h)− y(h) = y(h;h, u(h))− y(h; 0, u(0))

=

∫ h

0

d

dt
y(h; t, u(t))dt =

∫ h

0

(
∂

∂θ
y(h; θ, u(t))

∣
∣
∣
θ=t

+
∂

∂ω
y(h; t, ω)

∣
∣
∣
ω=u(t)

u′(t)

)

dt

=

∫ h

0
Φ(h, t)[−f(u(t)) + u′(t)]dt = h

∫ 1

0
Φ(h, τh)[−f(u(τh)) + u′(τh)]dτ

= −h
∫ 1

0
Φ(h, τh)




∑

j≥0

Pj(τ)γj(u)−
s−1∑

j=0

Pj(τ) (γj(u)−∆j(h))



 dτ

= −h
∫ 1

0
Φ(h, τh)

s−1∑

j=0

Pj(τ)∆j(h)dτ − h
∫ 1

0
Φ(h, τh)

∑

j≥s

Pj(τ)γj(u)dτ

= −h
s−1∑

j=0






∫ 1

0

≡G(τh)
︷ ︸︸ ︷

Φ(h, τh) Pj(τ)dτ






︸ ︷︷ ︸

=O(hj)

=O(hq−j)
︷ ︸︸ ︷

∆j(h) −h
∑

j≥s






∫ 1

0

≡G(τh)
︷ ︸︸ ︷

Φ(h, τh) Pj(τ)dτ






︸ ︷︷ ︸

=O(hj)

=O(hj)
︷ ︸︸ ︷

γj(u)

= O(hq+1) + h
∑

j≥s

O(h2j) = O(hp+1), p = min{q, 2s}.

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✸✳✶✳✶✳ ❚❤❡ ♠❡$❤♦❞ ✭✸✳✼✮✕✭✸✳✾✮ ✐/ ♥❛♠❡❞ ❍❛♠✐❧%♦♥✐❛♥ ❇♦✉♥❞❛+② ❱❛❧✉❡ ▼❡%❤♦❞ ✭❍❇❱▼✮

✇✐%❤ k 4%❛❣❡4 ❛♥❞ ❞❡❣+❡❡ s✱ ✐♥ /❤♦3$ ❍❇❱▼(k, s)✳

❖♥ %❤❡ ❜❛4✐4 ♦❢ %❤❡ +❡4✉❧% ♦❢ ❚❤❡♦+❡♠ ✸✳✶✳✷✱ ✐% ❛♣♣❡❛+4 ♥❛%✉+❛❧ %♦ ❝❤♦♦4❡ %❤❡ k ❛❜4❝✐44❛❡ ❛4 %❤❡
k ≥ s ●❛✉44✲▲❡❣❡♥❞+❡ ❛❜4❝✐44❛❡ ♦♥ [0, 1] ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✷✳✷✮✱ 4♦ %❤❛% %❤❡ ♦+❞❡+ ♦❢ %❤❡ E✉❛❞+❛%✉+❡ ✐4
♠❛①✐♠✐③❡❞✳ ❆4 ✇❡ ❤❛✈❡ 4❡❡♥ ✐♥ ❈❤❛♣%❡+ 2✱ %❤❡ ●❛✉44✲▲❡❣❡♥❞+❡ E✉❛❞+❛%✉+❡ ❢♦+♠✉❧❛ ✇✐%❤ k ♣♦✐♥%4
❤❛4 ♦+❞❡+ q = 2k✳ ❆4 ❛ ❝♦♥4❡E✉❡♥❝❡✱ %❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ +❡4✉❧% ❤♦❧❞4 %+✉❡✳

❈♦+♦❧❧❛+② ✸✳✶✳✶✳ ❇② ❝❤♦♦/✐♥❣ $❤❡ k ❛❜/❝✐//❛❡ {ci} ❛/ ✐♥ ✭✷✳✷✮✱ ❛ ❍❇❱▼✭k, s✮ ♠❡$❤♦❞ ❤❛/ ♦3❞❡3 2s✱
❢♦3 ❛❧❧ k ≥ s✳

❋♦+ %❤✐4 +❡❛4♦♥✱ ✇❡ 4❤❛❧❧ ❛❧✇❛②4 ❝♦♥4✐❞❡+ ✐♥ %❤❡ 4❡E✉❡❧ ❛ k✲♣♦✐♥%4 ●❛✉44✲▲❡❣❡♥❞+❡ ❢♦+♠✉❧❛ ❢♦+ %❤❡
E✉❛❞+❛%✉+❡ ♦❢ %❤❡ ✐♥%❡❣+❛❧4 ❞❡✜♥✐♥❣ %❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥%4 γj(σ) ✐♥ ✭✸✳✷✮✳

✸✳✷ ❘✉♥❣❡✲❑✉**❛ ❢♦.♠ ♦❢ ❍❇❱▼4

■♥ %❤✐4 4❡❝%✐♦♥ ✇❡ 4❤♦✇ %❤❛% ❛ ❍❇❱▼✭k, s✮ ♠❡%❤♦❞ ❛❞♠✐%4 ❛ ❘✉♥❣❡✲❑✉%%❛ ❢♦+♠✉❧❛%✐♦♥✳ ❚❤❡ ❜❛4✐❝
❢❛❝% ✐4 %❤❛%✱ ❛% +✐❣❤% ❤❛♥❞ 4✐❞❡ ♦❢ ❡E✉❛%✐♦♥4 ✭✸✳✽✮✕✭✸✳✾✮✱ ♦♥❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞4 %♦ ❦♥♦✇ %❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ %❤❡

♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ u ❛% %❤❡ ❛❜4❝✐44❛❡ {cih}✳ ❇② 4❡%%✐♥❣

Yi = u(cih), i = 1, . . . , k,



✸✳✷ ❘✉♥❣❡✲❑✉**❛ ❢♦.♠ ♦❢ ❍❇❱▼4 ✷✺

♦♥❡ ♦❜$❛✐♥'✿

Yi = y0 + h

k∑

j=1

aij
︷ ︸︸ ︷
[

bj

s−1∑

ℓ=0

Pℓ(cj)

∫ ci

0
Pℓ(x)dx

]

f(Yj) ≡ y0 + h

k∑

j=1

aijf(Yj), ✭✸✳✶✶✮

i = 1, . . . , k,

y1 = y0 + h
k∑

i=1

bif(Yi). ✭✸✳✶✷✮

■♥ '✉❝❤ ❛ ✇❛②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡✜♥❡❞ $❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ k✲'$❛❣❡ ❘✉♥❣❡✲❑✉$$❛ ♠❡$❤♦❞✿

c A ≡ (aij)

b⊤
✭✸✳✶✸✮

✇✐$❤ ✭'❡❡ ✭✸✳✶✶✮✮✱

c = (c1, . . . , ck)
⊤, b = (b1, . . . , bk)

⊤, A = (aij) ∈ R
k×k.

❚❤❡ ❇✉$❝❤❡B $❛❜❧❡❛✉ ✭✸✳✶✸✮ ❞❡✜♥❡' $❤❡ ❘✉♥❣❡✲❑✉''❛ )❤❛♣❡ ♦❢ ❛ ❍❇❱▼✭❦✱)✮ ♠❡'❤♦❞✳ ❚❤❡ ❇✉$❝❤❡B

♠❛$B✐① A ✐♥ ✭✸✳✶✸✮ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛'✐❧② ✇B✐$$❡♥ ✐♥ ❛ ♠♦B❡ ❝♦♠♣❛❝$ ❢♦B♠✳

❚❤❡♦$❡♠ ✸✳✷✳✶✳ A = IsP⊤s Ω✱ ✇✐'❤ '❤❡ ♠❛':✐❝❡) Is✱ Ps ❛♥❞ Ω ❞❡✜♥❡❞ ❛❝❝♦:❞✐♥❣ '♦ ✭✷✳✶✶✮✕✭✷✳✶✹✮✳

B:♦♦❢✳ ❇② '❡$$✐♥❣ ei, ej ∈ R
k
$❤❡ i✲$❤ ❛♥❞ j✲$❤ ✉♥✐$ ✈❡❝$♦B'✱ B❡'♣❡❝$✐✈❡❧②✱ ♦♥❡ ♦❜$❛✐♥'✿

e⊤i IsP⊤s Ωej =
( ∫ ci

0 P0(x)dx . . .
∫ ci
0 Ps−1(x)dx

)






P0(cj)
✳

✳

✳

Ps−1(cj)




 bj

= bj

s−1∑

ℓ=0

Pℓ(cj)

∫ ci

0
Pℓ(x)dx ≡ aij = e⊤i Aej ,

❛❝❝♦B❞✐♥❣ $♦ ✭✸✳✶✶✮✳

❈♦♥'❡F✉❡♥$❧②✱ $❤❡ ❇✉$❝❤❡B $❛❜❧❡❛✉ ✭✸✳✶✸✮ ❝❛♥ ❜❡ B❡✇B✐$$❡♥ ❛'✿

c IsP⊤s Ω
b⊤

✭✸✳✶✹✮

♦B✱ ❡F✉✐✈❛❧❡♥$❧②✱ ❜② $❛❦✐♥❣ ✐♥$♦ ❛❝❝♦✉♥$ ✭✷✳✶✸✮✱

c Ps+1X̂sP⊤s Ω
b⊤

. ✭✸✳✶✺✮

❘❡♠❛$❦ ✸✳✷✳✶✳ ❲❡ ♦❜)❡:✈❡ '❤❛' '❤❡ ❘✉♥❣❡✲❑✉''❛ ❢♦:♠ ✭✸✳✶✹✮ ♦❢ ❛ ❍❇❱▼✭k, s✮ ♠❡'❤♦❞ ✐) '❤❡ )❛♠❡
♦❜'❛✐♥❡❞ ✐♥ ❘❡♠❛:❦ ✶✳✸✳✶ ❢♦: ❛ ❞✐)❝:❡'❡ ❧✐♥❡✲✐♥'❡❣:❛❧ ♠❡'❤♦❞ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✉)✐♥❣ ❛ ❣❡♥❡:❛❧ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧

❜❛)✐)✱ ❜✉' ✇✐'❤ '❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛':✐① Λs ♥♦✇ ❛✉'♦♠❛'✐❝❛❧❧② ✜①❡❞ ✐♥ ♦:❞❡: '♦ ♠❛①✐♠✐③❡ '❤❡ ♦:❞❡: ♦❢

❛❝❝✉:❛❝② ♦❢ '❤❡ ♠❡'❤♦❞✳ ▼♦:❡♦✈❡:✱ '❤❡ ✈❡❝'♦: ♦❢ '❤❡ K✉❛❞:❛'✉:❡ ✇❡✐❣❤') ❝♦✐♥❝✐❞❡) ✇✐'❤ '❤❛' ✉)❡❞ ❢♦:

❛♣♣:♦①✐♠❛'✐♥❣ '❤❡ ✐♥'❡❣:❛❧) ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ '❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥') ♦❢ '❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ u✳



✷✻ ❆ ❢"❛♠❡✇♦"❦ ❢♦" ❍❇❱▼-

✸✳✸ ❍❇❱▼(s, s)

■♥ "❤❡ ♣❛'"✐❝✉❧❛' ❝❛,❡ k = s "❤❡ ♠❛"'✐❝❡, Is,Ps,Ω ∈ R
s×s

✳ ❋'♦♠ ❚❤❡♦'❡♠ ✷✳✷✳✶ ❛♥❞ ❈♦'♦❧❧❛'② ✷✳✷✳✶

♦♥❡ ❤❛,✿

Is = PsXs, P⊤s Ω = P−1s .

❈♦♥,❡8✉❡♥"❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇'✐"❡ "❤❡ ❇✉"❝❤❡' "❛❜❧❡❛✉ ✭✸✳✶✹✮ ❛, "❤❛" ♦❢ "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✲,"❛❣❡ ♠❡"❤♦❞✱

c PsXsP−1s

b⊤
✭✸✳✶✻✮

'❡,✉❧"✐♥❣ ✐♥ "❤❡ ❲✲"#❛♥&❢♦#♠❛"✐♦♥ ❞❡✜♥✐♥❣ "❤❡ s✲,"❛❣❡ ●❛✉,,✲▲❡❣❡♥❞'❡ ❘✉♥❣❡✲❑✉""❛ ❝♦❧❧♦❝❛"✐♦♥

♠❡"❤♦❞ ❬✺✵✱ ♣✳ ✼✾❪ ✇❤✐❝❤ ❤❛, ♦'❞❡' 2s✳ ■♥ "❤✐, ,❡♥,❡✱ ✐♥ "❤❡ ❝❛,❡ k ≥ s✱ ❍❇❱▼✭k, s✮ ❝❛♥ ❜❡ '❡❣❛'❞❡❞

❛, ❧♦✇✲#❛♥❦ ❣❡♥❡#❛❧✐③❛"✐♦♥& ♦❢ "❤❡ s✲,"❛❣❡ ●❛✉,, ♠❡"❤♦❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ '❡,✉❧"✱ ❦♥♦✇♥ ❛,

✐&♦&♣❡❝"#❛❧✐"② ♦❢ ❍❇❱▼& ❬✷✸❪✱ ❤♦❧❞, "'✉❡✳

❚❤❡♦$❡♠ ✸✳✸✳✶✳ ❋♦# ❛❧❧ k ≥ s "❤❡ #❛♥❦ ♦❢ "❤❡ ♠❛"#✐① A = Ps+1X̂sP⊤s Ω ✐& s✳ ▼♦#❡♦✈❡#✱ "❤❡ ♥♦♥✲③❡#♦
❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡& ♦❢ A ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐"❤ "❤♦&❡ ♦❢ "❤❡ ✉♥❞❡#❧②✐♥❣ s✲&"❛❣❡ ●❛✉&& ♠❡"❤♦❞✳

A#♦♦❢✳ ❚❤❡ '❛♥❦ ♦❢ "❤❡ ♠❛"'✐① Ps+1 ✐, s ♦' s+1 ✭✇❤❡♥ k > s✮✱ ✇❤❡'❡❛, "❤❡ '❛♥❦ ♦❢ "❤❡ ♠❛"'✐❝❡, X̂s,Ps

✐, s ❛♥❞ Ω ✐, ♥♦♥,✐♥❣✉❧❛'✳ ❚❤❡'❡❢♦'❡✱ "❤❡ '❛♥❦ ♦❢ A ❝❛♥♥♦" ❡①❝❡❡❞ s✳ ▼♦'❡♦✈❡'✱ ❢'♦♠ ❚❤❡♦'❡♠ ✷✳✷✳✶✱

♦♥❡ ❤❛,

P⊤s ΩAPs = P⊤s ΩPs+1X̂sP⊤s ΩPs = (Is 0)X̂sIs = Xs ∈ R
s×s,

✇❤✐❝❤ ✐, ❦♥♦✇♥ "♦ ❜❡ ♥♦♥,✐♥❣✉❧❛' ✭,❡❡ ▲❡♠♠❛ ✷✳✷✳✶✮✳ ❈♦♥,❡8✉❡♥"❧②✱ rank(A) = s✳ ❈♦♥❝❡'♥✐♥❣ "❤❡

,❡❝♦♥❞ ♣❛'" ♦❢ "❤❡ ♣'♦♦❢✱ "❛❦✐♥❣ ✐♥"♦ ❛❝❝♦✉♥" "❤❡ '❡,✉❧" ♦❢ ❚❤❡♦'❡♠ ✷✳✷✳✶✱ ♦♥❡ ❤❛,

P⊤s ΩA = P⊤s ΩPs+1X̂sP⊤s Ω = (Is 0)X̂sP⊤s Ω = XsP⊤s Ω.

❚❤✐, ♠❡❛♥, "❤❛" "❤❡ ❝♦❧✉♠♥, ♦❢ ΩPs ,♣❛♥ ❛♥ s✲❞✐♠❡♥,✐♦♥❛❧ ❧❡❢" ✐♥✈❛'✐❛♥" ,✉❜,♣❛❝❡ ♦❢ A✳ ❚❤❡'❡❢♦'❡✱

"❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡, ♦❢ Xs ✇✐❧❧ ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐"❤ "❤❡ ♥♦♥✲③❡'♦ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡, ♦❢ A✳ ❖♥ "❤❡ ♦"❤❡' ❤❛♥❞✱ ❢'♦♠

✭✸✳✶✻✮ ♦♥❡ ♦❜"❛✐♥, ✐♠♠❡❞✐❛"❡❧② "❤❛" "❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡, ♦❢ Xs ❛'❡ "❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡, ♦❢ "❤❡ ❇✉"❝❤❡' ♠❛"'✐①

♦❢ "❤❡ s✲,"❛❣❡ ●❛✉,, ♠❡"❤♦❞✳

✸✳✹ ❊♥❡*❣② ❝♦♥/❡*✈❛2✐♦♥

❲❡ ♥♦✇ ❝♦♥,✐❞❡' "❤❡ ✐,,✉❡ ♦❢ ❡♥❡'❣② ❝♦♥,❡'✈❛"✐♦♥ ❢♦' ❍❇❱▼✭k, s✮ ♠❡"❤♦❞,✳ ❋'♦♠ ✭✸✳✼✮✕✭✸✳✾✮ ✇✐"❤

f = J∇H✱ ♦♥❡ ♦❜"❛✐♥,✿

H(y1)−H(y0) = H(u(h))−H(u(0)) =
∫ h

0
∇H(u(t))⊤u′(t)dt

= h

∫ 1

0
∇H(u(τh))⊤u′(τh)dτ

= h

∫ 1

0
∇H(u(τh))⊤

s−1∑

j=0

Pj(τ)

k∑

i=1

biPj(ci)J∇H(u(cih))dτ

= h

s−1∑

j=0

[∫ 1

0
Pj(τ)J∇H(u(τh))dτ

]⊤

J

[
k∑

i=1

biPj(ci)J∇H(u(cih))
]

≡ EH ,

✇❤❡'❡ ✐♥ "❤❡ ❧❛," ❜✉" ♦♥❡ ❡8✉❛❧✐"② ✇❡ ❤❛✈❡ ❡①♣❧♦✐"❡❞ "❤❡ ♦'"❤♦❣♦♥❛❧✐"② ♦❢ ♠❛"'✐① J ✳ ❆" "❤✐, ♣♦✐♥"✱

"✇♦ ♣♦,,✐❜✐❧✐"✐❡, ♠❛② ♦❝❝✉'✿



✸✳✹ ❊♥❡&❣② ❝♦♥+❡&✈❛.✐♦♥ ✷✼

•
∫ 1

0
Pj(τ)J∇H(u(τh))dτ =

k∑

i=1

biPj(ci)J∇H(u(cih))✱ !❤❛! ✐%✱ !❤❡ ●❛✉%%✲▲❡❣❡♥❞.❡ /✉❛❞.❛!✉.❡

❢♦.♠✉❧❛ ✐% ❡①❛❝! ❢♦. !❤❡ ✐♥!❡❣.❛❧ ❛♣♣❡❛.✐♥❣ ✐♥ γj(u)✳ ❚❤✐% ✐% !❤❡ ❝❛%❡ ♦❢ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❍❛♠✐❧!♦✲

♥✐❛♥ ♦❢ ❞❡❣.❡❡ ν ♥♦ ❧❛.❣❡. !❤❛♥ 2k/s✳ ■♥ !❤✐% ❝❛%❡✱ EH = 0✱ %♦ !❤❛! ❡♥❡.❣② ✐% ❡①❛❝$❧② ❝♦♥)❡*✈❡❞❀

•
∫ 1

0
Pj(τ)J∇H(u(τh))dτ =

k∑

i=1

biPj(ci)J∇H(u(cih)) + ∆j(h)✱ !❤❛! ✐%✱ !❤❡ ●❛✉%%✲▲❡❣❡♥❞.❡

/✉❛❞.❛!✉.❡ ❢♦.♠✉❧❛ ♦❢ ♦.❞❡. q = 2k ✐% ♥♦! ❡①❛❝! ❢♦. !❤❡ ✐♥!❡❣.❛❧ ✐♥ !❤❡ ❡①♣.❡%%✐♦♥ ♦❢ γj(u)✱ ❜✉!✱

♣.♦✈✐❞❡❞ !❤❛! !❤❡ ❍❛♠✐❧!♦♥✐❛♥ H ✐% %✉✐!❛❜❧② .❡❣✉❧❛.✱ ❛% ✇❡ ❤❛✈❡ ❛%%✉♠❡❞✱ ❛♥❞ ❛❝❝♦.❞✐♥❣ !♦

✭✸✳✶✵✮✱ ✐! ❣✐✈❡% ❛♥ ❡..♦. ∆j(h) = O(h2k−j)✳ ■♥ %✉❝❤ ❛ ❝❛%❡✱ ❜② !❛❦✐♥❣ ✐♥!♦ ❛❝❝♦✉♥! !❤❡ .❡%✉❧!

♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷✳✶✳✷ ❛♥❞ !❤❡ %❦❡✇✲%②♠♠❡!.② ♦❢ J ✱ ♦♥❡ ❤❛%✿

EH = h

s−1∑

j=0

[∫ 1

0
Pj(τ)J∇H(u(τh))dτ

]⊤

J

[∫ 1

0
Pj(τ)J∇H(u(τh))dτ −∆j(h)

]

= −h
s−1∑

j=0

[∫ 1

0
Pj(τ)J∇H(u(τh))dτ

]⊤

︸ ︷︷ ︸

O(hj)

J ∆j(h)
︸ ︷︷ ︸

O(h2k−j)

= O(h2k+1).

❲❡ ❤❛✈❡ !❤❡♥ ♣.♦✈❡❞ !❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ .❡%✉❧!✳

❚❤❡♦$❡♠ ✸✳✹✳✶✳ ❍❇❱▼✭k, s✮ ✐) ❡♥❡*❣②✲❝♦♥)❡*✈✐♥❣ ❢♦* ❛❧❧ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❍❛♠✐❧$♦♥✐❛♥) ♦❢ ❞❡❣*❡❡

ν ≤ 2k

s
. ✭✸✳✶✼✮

■♥ ❛♥② ♦$❤❡* ❝❛)❡✱ ❡✈❡♥ $❤♦✉❣❤ $❤❡ ♠❡$❤♦❞ ❤❛) ♦*❞❡* s ❛♥❞ ♣*♦✈✐❞❡❞ $❤❛$ $❤❡ ❍❛♠✐❧$♦♥✐❛♥ ✐) )✉✐$❛❜❧②

*❡❣✉❧❛*✱ H(y1)−H(y0) = O(h2k+1)✳

❘❡♠❛$❦ ✸✳✹✳✶✳ ❆) ❛ ❝♦♥)❡@✉❡♥❝❡ ♦❢ ❚❤❡♦*❡♠ ✸✳✹✳✶✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♦❜)❡*✈❡ $❤❛$

• ❢♦* ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧) ❍❛♠✐❧$♦♥✐❛♥ ♦❢ ❛♥② ❞❡❣*❡❡✱ ❡♥❡*❣② ❝♦♥)❡*✈❛$✐♦♥ ❝❛♥ ❛❧✇❛②% ❜❡ ♦❜$❛✐♥❡❞✱ ❜②

❝❤♦♦)✐♥❣ k ❧❛*❣❡ ❡♥♦✉❣❤ )♦ $❤❛$ (3.17) ✐) )❛$✐)✜❡❞❀

• ❡✈❡♥ ✐♥ $❤❡ ❝❛)❡ ♦❢ ♥♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ ❜✉$ )✉✐$❛❜❧② *❡❣✉❧❛*✱ ❍❛♠✐❧$♦♥✐❛♥)✱ ❡♥❡*❣② ❝♦♥)❡*✈❛$✐♦♥

❝❛♥ )$✐❧❧ ❜❡ ♣.❛❝!✐❝❛❧❧② ❣❛✐♥❡❞ ❜② ❝❤♦♦)✐♥❣ k ❧❛*❣❡ ❡♥♦✉❣❤✱ )♦ $❤❛$ |EH |✱ ✇❤✐❝❤ ✐) O(h2k+1)✱
❢❛❧❧) ✇✐$❤✐♥ *♦✉♥❞✲♦✛ ❡**♦*)✳

❆) ✇❡ ✇✐❧❧ )❡❡ ✐♥ $❤❡ ♥❡①$ ❝❤❛♣$❡*✱ ❝❤♦♦)✐♥❣ k ❧❛*❣❡ ❡♥♦✉❣❤ ✐) ♥♦$ ❛ ❞*❛✇❜❛❝❦ ❢*♦♠ ❛ ❝♦♠♣✉$❛$✐♦♥❛❧

♣♦✐♥$ ♦❢ ✈✐❡✇ )✐♥❝❡✱ ❛) ❛ ❝♦♥)❡@✉❡♥❝❡ ♦❢ $❤❡ ✐)♦)♣❡❝$*❛❧✐$② ♣*♦♣❡*$② ♦❢ ❍❇❱▼)✱ $❤❡ ❝♦♠♣✉$❛$✐♦♥❛❧ ❝♦)$

❢♦* $❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥$❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡)❡ ♠❡$❤♦❞) ❡))❡♥$✐❛❧❧② ❞❡♣❡♥❞) ♦♥ s *❛$❤❡* $❤❛♥ ♦♥ k✳

❚♦ %❤♦✇ !❤❡ ✈❛❧✐❞✐!② ♦❢ ♦✉. .❡%✉❧!% ❛♥❞ !❤❡ ♣♦!❡♥!✐❛❧ ❛❞✈❛♥!❛❣❡ ♦❢ ✉%✐♥❣ ❡♥❡.❣②✲❝♦♥%❡.✈✐♥❣ ♠❡!❤✲

♦❞%✱ ✇❡ ❝♦♥%✐❞❡.✱ ❛% ❛ ✜.%! ❡①❛♠♣❧❡✱ !❤❡ ❍❛♠✐❧!♦♥✐❛♥ ♣.♦❜❧❡♠ ✇✐!❤ ❍❛♠✐❧!♦♥✐❛♥ ✭✶✳✼✮ ❛♥❞ ♣❛.❛♠❡!❡.%

✭✶✳✽✮✳ ❋♦. !❤✐% ♣.♦❜❧❡♠ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣❧♦!!❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉.❡ ✶✳✶ !❤❡ ❧❡✈❡❧ ❝✉.✈❡% ♣❛%%✐♥❣ !❤.♦✉❣❤ !❤❡ ♣♦✐♥!%

❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✶✳✾✮ ❛♥❞ ✐♥ ❋✐❣✉.❡ ✶✳✷ !❤❡ ✇.♦♥❣ ♣❤❛%❡ ♣♦.!.❛✐! !❤❛! ♦♥❡ ♦❜!❛✐♥% ❜② ✉%✐♥❣ !❤❡ %②♠♣❧❡❝!✐❝

✷✲%!❛❣❡ ●❛✉%% ♠❡!❤♦❞ ✭❢♦✉.!❤✲♦.❞❡.✮✱ ✇✐!❤ %!❡♣%✐③❡ h = 10−4✱ ❝♦..❡%♣♦♥❞✐♥❣ !♦ !❤❡ ❡..♦. ✐♥ !❤❡ ♥✉✲

♠❡.✐❝❛❧ ❍❛♠✐❧!♦♥✐❛♥ %❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉.❡ ✸✳✶✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❡✈❡♥ !❤♦✉❣❤ ♥♦ ❞.✐❢! ✐♥ !❤❡ ❍❛♠✐❧!♦♥✐❛♥ ♦❝❝✉.%✱

♥❡✈❡.!❤❡❧❡%% %✉❝❤ ❡..♦. ✐% ♥♦! ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❢♦. !❤❡ ♣.♦❜❧❡♠ ❛! ❤❛♥❞✳



✷✽ ❆ ❢"❛♠❡✇♦"❦ ❢♦" ❍❇❱▼-

❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✿ ❍❛♠✐❧.♦♥✐❛♥ ❡$$♦$ ❢♦$ ♣$♦❜❧❡♠ ✭✶✳✼✮✕✭✶✳✾✮✱ ✷✲<.❛❣❡ ●❛✉<< ♠❡.❤♦❞✱ h = 10−4✳

❍♦✇❡✈❡$✱ ✐❢ ✇❡ ✉<❡ .❤❡ ❍❇❱▼✭✸✱✷✮ ♠❡.❤♦❞ ✭❢♦✉$.❤✲♦$❞❡$✮ ✇✐.❤ .❤❡ <❛♠❡ <.❡♣<✐③❡✱ .❤❡ ❡$$♦$ ✐♥ .❤❡

❍❛♠✐❧.♦♥✐❛♥ ✐< ♦❢ <✐①.❤✲♦$❞❡$✿ .❤✐< ✐< ❡♥♦✉❣❤ .♦ ❤❛✈❡ ❛ <♠❛❧❧❡$ ❡$$♦$ ✐♥ .❤❡ ♥✉♠❡$✐❝❛❧ ❍❛♠✐❧.♦♥✐❛♥✱

❛< ✐< <❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉$❡ ✸✳✷✱ $❡<✉❧.✐♥❣ ✐♥ ❛ ❝♦$$❡❝. ♣❤❛<❡ ♣♦$.$❛✐.✱ ❛< ✐< <❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉$❡ ✸✳✸✳

❆. ❧❛<.✱ ❜② ✉<✐♥❣ .❤❡ ❍❇❱▼✭✶✵✱✷✮ ♠❡.❤♦❞ ✭❢♦✉$.❤✲♦$❞❡$✮ ✇✐.❤ .❤❡ <❛♠❡ <.❡♣<✐③❡✱ .❤❡ ❍❛♠✐❧.♦♥✐❛♥

❡$$♦$ ✐< ✇✐.❤✐♥ $♦✉♥❞♦✛ ❡$$♦$<✱ ❛< ✐< <❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉$❡ ✸✳✹✱ .❤✉< ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ♣❡$❢❡❝. $❡❝♦♥<.$✉❝.✐♦♥ ♦❢

.❤❡ ♣❤❛<❡ ♣♦$.$❛✐.✱ ❞❡♣✐❝.❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉$❡ ✸✳✺✳

❋♦$ <❛❦❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡.❡♥❡<<✱ ✐♥ ❋✐❣✉$❡ ✸✳✻ ✇❡ ❛❧<♦ ♣❧♦. .❤❡ ♠❡❛♥ ❡$$♦$ ✐♥ .❤❡ ♥✉♠❡$✐❝❛❧ ❍❛♠✐❧.♦♥✐❛♥

❢♦$ ❍❇❱▼✭k, 2✮ ♠❡.❤♦❞< ✭❛❧❧ ♦❢ ♦$❞❡$ ✹✮✱ ✉<❡❞ ✇✐.❤ .❤❡ <.❡♣<✐③❡ h = 10−4✱ ❢♦$ k = 2, . . . , 10✳ ❆< ♦♥❡
❝❛♥ <❡❡ ❢♦$ k ≥ 6 .❤❡ ❡$$♦$ ✐< ❡<<❡♥.✐❛❧❧② ❞✉❡ .♦ $♦✉♥❞♦✛✳

❆< ❛ <❡❝♦♥❞ ❡①❛♠♣❧❡ ✇❡ ❝♦♥<✐❞❡$ .❤❡ ♣$♦❜❧❡♠ ❞❡✜♥❡❞ ❜② .❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❍❛♠✐❧.♦♥✐❛♥✿

H(q, p) = (q2 + p2)2 − 10(q2 − p2). ✭✸✳✶✽✮

❚❤❡ ❧❡✈❡❧ ❝✉$✈❡< ❢♦$ .❤✐< ♣$♦❜❧❡♠ ❛$❡ .❤❡ ❈❛<<✐♥✐ ♦✈❛❧< ❛♥❞ ✐♥ ❋✐❣✉$❡ ✸✳✼ ✇❡ ♣❧♦. .❤❡ ♦♥❡ ♣❛<<✐♥❣ ❛.

(q0, p0) = (0, 10−5). ✭✸✳✶✾✮

❇② ✉<✐♥❣ .❤❡ ✷✲<.❛❣❡ ●❛✉<< ♠❡.❤♦❞ ✇✐.❤ <.❡♣<✐③❡ h = 10−2✱ .❤❡ ♦❜.❛✐♥❡❞ ♣❤❛<❡ ♣♦$.$❛✐. ✐< ✏❛❧♠♦<.✑
❝♦$$❡❝.✱ ❛. ❛ ✜$<. <✐❣❤.✱ ❛< ♦♥❡ ❝❛♥ <❡❡ ✐♥ ❋✐❣✉$❡ ✸✳✽✳ ❚❤✐< ♣♦$.$❛✐. ✐<✱ ❛❝.✉❛❧❧②✱ V✉❛❧✐.❛.✐✈❡❧② ✇$♦♥❣

❛< ♦♥❡ ❝❛♥ $❡❛❧✐③❡ ❜② ③♦♦♠✐♥❣ ❛$♦✉♥❞ .❤❡ ♦$✐❣✐♥ ✭<❡❡ ❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✵✮✱ ❞✉❡ .♦ .❤❡ ❡$$♦$ ✐♥ .❤❡ ❍❛♠✐❧✲

.♦♥✐❛♥ ❞✐<♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✹✳ ▼♦$❡♦✈❡$✱ ❝♦♠♣❛$✐♥❣ .❤❡ ❝♦$$❡❝. ♣$♦✜❧❡ ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥. q ❛♥❞ .❤❡
❛♣♣$♦①✐♠❛.❡❞ ♦♥❡✱ ❛< <❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✷ ✭<✐♠✐❧❛$ $❡<✉❧.< ❛$❡ ♦❜.❛✐♥❡❞ ❢♦$ p✮✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♦❜<❡$✈❡ .❤❛.
.❤❡ ❡$$♦$ ✐♥ .❤❡ ❍❛♠✐❧.♦♥✐❛♥ $❡<✉❧.< ✐♥ .❤❡ ❧♦<< ♦❢ ♣❡$✐♦❞✐❝✐.② ❢♦$ .❤❡ ♥✉♠❡$✐❝❛❧ <♦❧✉.✐♦♥✳

❇② ✉<✐♥❣ .❤❡ ❍❇❱▼✭4, 2✮ ♠❡.❤♦❞ ✇✐.❤ .❤❡ <❛♠❡ <.❡♣<✐③❡✱ <✐♥❝❡ .❤❡ ❍❛♠✐❧.♦♥✐❛♥ ✭✸✳✶✽✮ ✐< ❛

♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ ❞❡❣$❡❡ ✹✱ ❛❝❝♦$❞✐♥❣ .♦ ✭✸✳✶✼✮✱ .❤❡ ❡$$♦$ ♦♥ .❤❡ ❍❛♠✐❧.♦♥✐❛♥ ✐< ♦❢ .❤❡ ♦$❞❡$ ♦❢ $♦✉♥❞♦✛

❡$$♦$<✱ ❛< ✐< ❝♦♥✜$♠❡❞ ❜② .❤❡ ♣❧♦. ✐♥ ❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✺✳ ❚❤✐< ♠❛❦❡< ✐. ♣♦<<✐❜❧❡ .♦ ♦❜.❛✐♥ ❛ ♣❤❛<❡ ♣♦$.$❛✐.

✭<❡❡ ❋✐❣✉$❡ ✸✳✾✮ V✉❛❧✐.❛.✐✈❡❧② ❝♦$$❡❝.✱ ❛< ✐< ❝♦♥✜$♠❡❞ ❜② .❤❡ ③♦♦♠ ✐♥ ❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✶✳ ▼♦$❡♦✈❡$✱ ♦♥❡

❛❧<♦ ♦❜.❛✐♥< .❤❛. .❤❡ ♣❡$✐♦❞✐❝✐.② ♦❢ .❤❡ <♦❧✉.✐♦♥ ✐< ♠❛✐♥.❛✐♥❡❞✱ $❡<✉❧.✐♥❣ ✐♥ ❛ ♣$♦✜❧❡ ♦❢ .❤❡ ♥✉♠❡$✐❝❛❧

❛♣♣$♦①✐♠❛.✐♦♥ ♦❢ .❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥. q ✭<✐♠✐❧❛$❧② ❢♦$ p✮ ✇❤✐❝❤ ✇❡❧❧ ♠❛.❝❤❡< .❤❡ ❝♦$$❡❝. ♦♥❡✱ ❛< ✐< <❤♦✇♥
✐♥ ❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✸✳



✸✳✹ ❊♥❡&❣② ❝♦♥+❡&✈❛.✐♦♥ ✷✾

❋✐❣✉$❡ ✸✳✷✿ ❍❛♠✐❧.♦♥✐❛♥ ❡$$♦$ ❢♦$ ♣$♦❜❧❡♠ ✭✶✳✼✮✕✭✶✳✾✮✱ ❍❇❱▼✭✸✱✷✮ ♠❡.❤♦❞✱ h = 10−4✳

❋✐❣✉$❡ ✸✳✸✿ ◆✉♠❡$✐❝❛❧ ❧❡✈❡❧ ❝✉$✈❡C ❢♦$ ♣$♦❜❧❡♠ ✭✶✳✼✮✕✭✶✳✾✮✱ ❍❇❱▼✭✸✱✷✮ ♠❡.❤♦❞✱ h = 10−4✳



✸✵ ❆ ❢"❛♠❡✇♦"❦ ❢♦" ❍❇❱▼-

❋✐❣✉$❡ ✸✳✹✿ ❍❛♠✐❧.♦♥✐❛♥ ❡$$♦$ ❢♦$ ♣$♦❜❧❡♠ ✭✶✳✼✮✕✭✶✳✾✮✱ ❍❇❱▼✭✶✵✱✷✮ ♠❡.❤♦❞✱ h = 10−4✳

❋✐❣✉$❡ ✸✳✺✿ ◆✉♠❡$✐❝❛❧ ❧❡✈❡❧ ❝✉$✈❡F ❢♦$ ♣$♦❜❧❡♠ ✭✶✳✼✮✕✭✶✳✾✮✱ ❍❇❱▼✭✶✵✱✷✮ ♠❡.❤♦❞✱ h = 10−4✳



✸✳✹ ❊♥❡&❣② ❝♦♥+❡&✈❛.✐♦♥ ✸✶

❋✐❣✉$❡ ✸✳✻✿ ▼❡❛♥ ❍❛♠✐❧0♦♥✐❛♥ ❡$$♦$ ❢♦$ ♣$♦❜❧❡♠ ✭✶✳✼✮✕✭✶✳✾✮✱ ❍❇❱▼✭k, 2✮ ♠❡0❤♦❞✱ k = 2, . . . , 10✱
❜② ✉A✐♥❣ ❛ A0❡♣A✐③❡ h = 10−4✳

❋✐❣✉$❡ ✸✳✼✿ ▲❡✈❡❧ ❝✉$✈❡ ❢♦$ ♣$♦❜❧❡♠ ✭✸✳✶✽✮✕✭✸✳✶✾✮✳



✸✷ ❆ ❢"❛♠❡✇♦"❦ ❢♦" ❍❇❱▼-

❋✐❣✉$❡ ✸✳✽✿ ◆✉♠❡$✐❝❛❧ ❧❡✈❡❧ ❝✉$✈❡ ❢♦$ ♣$♦❜❧❡♠ ✭✸✳✶✽✮✕✭✸✳✶✾✮✱ ✷✲<=❛❣❡ ●❛✉<< ♠❡=❤♦❞✱ h = 10−2✳

❋✐❣✉$❡ ✸✳✾✿ ◆✉♠❡$✐❝❛❧ ❧❡✈❡❧ ❝✉$✈❡ ❢♦$ ♣$♦❜❧❡♠ ✭✸✳✶✽✮✕✭✸✳✶✾✮✱ ❍❇❱▼✭✹✱✷✮ ♠❡=❤♦❞✱ h = 10−2✳



✸✳✹ ❊♥❡&❣② ❝♦♥+❡&✈❛.✐♦♥ ✸✸

❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✵✿ ❩♦♦♠ ♦❢ /❤❡ ♥✉♠❡$✐❝❛❧ ❧❡✈❡❧ ❝✉$✈❡ ❢♦$ ♣$♦❜❧❡♠ ✭✸✳✶✽✮✕✭✸✳✶✾✮ ❛$♦✉♥❞ (0, 0)✱ ✷✲A/❛❣❡ ●❛✉AA
♠❡/❤♦❞✱ h = 10−2✳

❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✶✿ ❩♦♦♠ ♦❢ /❤❡ ♥✉♠❡$✐❝❛❧ ❧❡✈❡❧ ❝✉$✈❡ ❢♦$ ♣$♦❜❧❡♠ ✭✸✳✶✽✮✕✭✸✳✶✾✮ ❛$♦✉♥❞ (0, 0)✱ ❍❇❱▼✭✹✱✷✮
♠❡/❤♦❞✱ h = 10−2✳



✸✹ ❆ ❢"❛♠❡✇♦"❦ ❢♦" ❍❇❱▼-

❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✷✿ ❈♦♠♣♦♥❡♥0 q ✭2♦❧✐❞ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ✐02 ♥✉♠❡$✐❝❛❧ ❛♣♣$♦①✐♠❛0✐♦♥ ✭❝✐$❝❧❡2✮ ❜② ✉2✐♥❣ 0❤❡ ✷✲20❛❣❡
●❛✉22 ♠❡0❤♦❞✱ h = 10−2✱ ❢♦# ♣#♦❜❧❡♠ ✭✸✳✶✽✮✕✭✸✳✶✾✮✳

❋✐❣✉#❡ ✸✳✶✸✿ ❈♦♠♣♦♥❡♥8 q ✭9♦❧✐❞ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ✐89 ♥✉♠❡#✐❝❛❧ ❛♣♣#♦①✐♠❛8✐♦♥ ✭❝✐#❝❧❡9✮ ❜② ✉9✐♥❣ 8❤❡

❍❇❱▼✭✹✱✷✮ ♠❡8❤♦❞✱ h = 10−2✱ ❢♦# ♣#♦❜❧❡♠ ✭✸✳✶✽✮✕✭✸✳✶✾✮✳



✸✳✹ ❊♥❡&❣② ❝♦♥+❡&✈❛.✐♦♥ ✸✺

❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✹✿ ❍❛♠✐❧/♦♥✐❛♥ ❡$$♦$ ❢♦$ ♣$♦❜❧❡♠ ✭✸✳✶✽✮✕✭✸✳✶✾✮ ❜② ✉;✐♥❣ /❤❡ ✷✲;/❛❣❡ ●❛✉;; ♠❡/❤♦❞✱ h =
10−2✳

❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✺✿ ❍❛♠✐❧/♦♥✐❛♥ ❡$$♦$ ❢♦$ ♣$♦❜❧❡♠ ✭✸✳✶✽✮✕✭✸✳✶✾✮ ❜② ✉;✐♥❣ /❤❡ ❍❇❱▼✭✹✱✷✮ ♠❡/❤♦❞✱ h =
10−2✳



✸✻ ❆ ❢"❛♠❡✇♦"❦ ❢♦" ❍❇❱▼-

✸✳✺ ❙②♠♠❡'(②

❲❡ ❤❡#❡ ♣#♦✈❡ '❤❛'✱ ♣#♦✈✐❞❡❞ '❤❛' '❤❡ ❛❜-❝✐--❛❡ {ci} ❛#❡ -②♠♠❡'#✐❝❛❧❧② ❞✐-'#✐❜✉'❡❞ ✐♥ '❤❡ ✐♥'❡#✈❛❧
[0, 1]✱ ❛- ✐- '❤❡ ❝❛-❡ ❢♦# '❤❡ ●❛✉--✲▲❡❣❡♥❞#❡ ♥♦❞❡- ✭-❡❡ ✭✷✳✸✮✮✱ ❛ ❍❇❱▼✭k, s✮ ♠❡'❤♦❞ ✐- -②♠♠❡'#✐❝✳
■♥ ♠♦#❡ ❞❡'❛✐❧- ❬✸✷❪✱ ✐❢ ❛♣♣❧✐❡❞ '♦ '❤❡ ✐♥✐'✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♣#♦❜❧❡♠

y′ = f(y), y(0) = y0,

②✐❡❧❞✐♥❣ '❤❡ ❛♣♣#♦①✐♠❛'✐♦♥ y1 ≈ y(h)✱ '❤❡♥ ✐' ✇✐❧❧ ♣#♦✈✐❞❡ '❤❡ -❛♠❡ ❞✐-❝#❡'❡ -♦❧✉'✐♦♥✱ ❛- ✇❡❧❧ ❛- '❤❡
-❛♠❡ ✐♥'❡#♥❛❧ -'❛❣❡-✱ '❤♦✉❣❤ ✐♥ #❡✈❡#-❡❞ ♦#❞❡#✱ ✇❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ '♦ '❤❡ ✐♥✐'✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♣#♦❜❧❡♠

z′ = −f(z), z(0) = y1. ✭✸✳✷✵✮

■♥ ♦#❞❡# '♦ ♣#♦✈❡ '❤✐- ♣#♦♣❡#'②✱ ❧❡' ✉- ✐♥'#♦❞✉❝❡ '❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛'#✐❝❡-✿

Jr =







1
···

1






∈ R

r×r, r = k, k + 1, k + 2,

L =








1
−1 1

✳

✳

✳

✳

✳

✳

−1 1







∈ R

k+1×k+1, D =








1
−1

✳

✳

✳

(−1)s−1







∈ R

s×s,

❛♥❞✱ ❜② #❡❝❛❧❧✐♥❣ '❤❡ ✈❡❝'♦# I1s ≡ e⊤1 ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✶✳✷✸✮ ❛♥❞ '❤❡ ♠❛'#✐① Is ❞❡✜♥❡❞ ❛' ✭✷✳✶✷✮✱

Îs =
(
Is
I1s

)

∈ R
k+1×s.

▼♦#❡♦✈❡#✱ ❜② -❡''✐♥❣

0 ≡ c0 < c1 < · · · < ck < ck+1 ≡ 1, ✭✸✳✷✶✮

✇❡ ♥❡❡❞ '♦ ❞❡✜♥❡ '❤❡ ♠❛'#✐①

L Îs ≡ ∆Is =
(
∫ ci

ci−1

Pj−1(x)dx

)

i = 1, . . . , k + 1
j = 1, . . . , s

.

■❢ '❤❡ ❛❜-❝✐--❛❡ ❛#❡ -②♠♠❡'#✐❝❛❧❧② ❞✐-'#✐❜✉'❡❞ ✐♥ '❤❡ ✐♥'❡#✈❛❧ [0, 1] '❤❛♥✱ ❜② '❛❦✐♥❣ ✐♥'♦ ❛❝❝♦✉♥'
✭✸✳✷✶✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ci = 1− ck−i+1, i = 0, . . . , k + 1 ❛♥❞ '❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣#♦♣❡#'✐❡- ❤♦❧❞ '#✉❡✿

✭✐✮ J⊤r = J−1r = Jr❀

✭✐✐✮ JkΩJk = Ω ⇒ ΩJk = JkΩ❀

✭✐✐✐✮ Jk+1∆Is = ∆IsD❀

✭✐✈✮ JkPs = PsD❀



✸✳✺ ❙②♠♠❡'(② ✸✼

✇❤❡#❡ $❤❡ ❧❛'$ $✇♦ ♣♦✐♥$' ❢♦❧❧♦✇ ❢#♦♠ $❤❡ ♣#♦♣❡#$✐❡' ✭✷✳✶✵✮ ❛♥❞ ✭✷✳✾✮ ♦❢ ▲❡❣❡♥❞#❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧'✱

#❡'♣❡❝$✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❞✐'❝#❡$❡ '♦❧✉$✐♦♥ ❣❡♥❡#❛$❡❞ ❜② ❛ ❍❇❱▼(k, s) ♠❡$❤♦❞ ❝❛♥ $❤❡♥ ❜❡ ❝❛'$ ✐♥ ✈❡❝$♦#
❢♦#♠ ❛'

(
−ê Ik+1

)
⊗ I Ŷ = h[0 ÎsP⊤s Ω 0]⊗ I f(Ŷ ), ✭✸✳✷✷✮

✇❤❡#❡ ê ∈ R
k+1

✐' $❤❡ ✉♥✐$ ✈❡❝$♦#✱ ❛♥❞

Ŷ =






y0

Y
y1




 , Y =






Y1
✳

✳

✳

Yk




 .

▲❡❢$✲♠✉❧$✐♣❧✐❝❛$✐♦♥ ♦❢ ✭✸✳✷✷✮ ❜② L⊗ I $❤❡♥ ❣✐✈❡'

Â⊗ I Ŷ = hB̂ ⊗ I f(Ŷ ), ✭✸✳✷✸✮

✇✐$❤

Â =






−1 1
✳

✳

✳

✳

✳

✳

−1 1




 , B̂ =

(
0 ∆IsP⊤s Ω 0

)
∈ R

k+1×k+2,

❛♥❞ ♦♥❡ ❡❛'✐❧② #❡❛❧✐③❡' $❤❛$

Jk+1ÂJk+2 = −Â. ✭✸✳✷✹✮

▼♦#❡♦✈❡#✱ ❡①♣❧♦✐$✐♥❣ $❤❡ ♣#♦♣❡#$✐❡' ✭✐✮✕✭✐✈✮ ❧✐'$❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ♦♥❡ ❛❧'♦ ❤❛'✿

Jk+1B̂Jk+2 =
(

0 Jk+1∆IsP⊤s ΩJk 0
)

=
(

0 ∆IsDP⊤s JkΩ 0
)

✭✸✳✷✺✮

=
(

0 ∆IsD(JkPs)
⊤Ω 0

)

=
(

0 ∆IsD2P⊤s Ω 0
)

= B̂.

◆♦✇✱ ❜② ♦❜'❡#✈✐♥❣ $❤❛$

Ẑ ≡ Jk+2 ⊗ I Ŷ =






y1

Jk ⊗ I Y
y0




 , ✭✸✳✷✻✮

✐' $❤❡ #❡✈❡#'❡❞✲$✐♠❡ ❞✐'❝#❡$❡ '♦❧✉$✐♦♥✱ ❧❡❢$ ♠✉❧$✐♣❧✐❝❛$✐♦♥ ♦❢ ✭✸✳✷✸✮ ❜② Jk+1 ⊗ I $❤❡♥ ❣✐✈❡'✿

0 = Jk+1Â⊗ I Ŷ − hJk+1B̂ ⊗ I f(Ŷ ) = Jk+1ÂJ
2
k+2 ⊗ I Ŷ − hJk+1B̂J

2
k+2 ⊗ I f(Ŷ )

= −Â⊗ IẐ − hB̂ ⊗ I f(Ẑ),

✇❤❡#❡ ✐♥ $❤❡ ❧❛'$ ❡M✉❛❧✐$② ✭✸✳✷✹✮✱ ✭✸✳✷✺✮ ❛♥❞ ✭✸✳✷✻✮ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉'❡❞✳ ❲❤❛$ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ ✐' $❤❛$ $❤❡

#❡✈❡#'❡❞✲$✐♠❡ ✈❡❝$♦# '❛$✐'✜❡' $❤❡ ❡M✉❛$✐♦♥

Â⊗ IẐ = −hB̂ ⊗ If(Ẑ),

✇❤✐❝❤ ❝♦♥'✐'$' ✐♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ $❤❡ ❍❇❱▼✭k, s✮ ♠❡$❤♦❞ $♦ ♣#♦❜❧❡♠ ✭✸✳✷✵✮✱ $❤✉' ♣#♦✈✐❞✐♥❣ $❤❡ ❛♣♣#♦①✐✲

♠❛$✐♦♥ z1 = y0✱ ❜② ✉'✐♥❣ $❤❡ '$❛❣❡' Z = Jk ⊗ IY ✳ ■♥ ♦$❤❡# ✇♦#❞'✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣#♦✈❡❞ $❤❛$ $❤❡ ❍❇❱▼'
❛#❡ '②♠♠❡$#✐❝ ♠❡$❤♦❞'✳



✸✽ ❆ ❢"❛♠❡✇♦"❦ ❢♦" ❍❇❱▼-

✸✳✻ ▲✐♥❡❛( )*❛❜✐❧✐*② ❛♥❛❧②)✐)

❲❡ ❡♥❞ $❤✐' ❝❤❛♣$❡+ ♣+♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡❛+ '$❛❜✐❧✐$② ❛♥❛❧②'✐' ♦❢ ❍❇❱▼✭k, s✮✿ ✐♥❞❡❡❞✱ '✉❝❤ ♠❡$❤♦❞' ❝❛♥
❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥$❧② ❢+♦♠ $❤❡ ♣+♦❜❧❡♠ ♦❢ ❡♥❡+❣② ❝♦♥'❡+✈❛$✐♦♥✱ ❜② ❝♦♥'✐❞❡+✐♥❣ ❛ ❣❡♥❡+❛❧ ❢✉♥❝$✐♦♥

f ✐♥ ✭✸✳✼✮✳ ▲❡$ ✉'✱ $❤❡♥✱ ❛♣♣❧② ♦✉+ ♠❡$❤♦❞ $♦ $❤❡ ❝❡❧❡❜+❛$❡❞ $❡'$ ❡B✉❛$✐♦♥

y′ = λy, y(0) = y0 6= 0, Re(λ) < 0.

❙❡$$✐♥❣

λ = α+ iβ, y = x1 + ix2,

✇✐$❤ α, β, x1, x2 ∈ R ❛♥❞ i $❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛+② ✉♥✐$✱ $❤❡ $❡'$ ❡B✉❛$✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡'✿

x′ ≡
(
x1
x2

)′

=

(
α −β
β α

)(
x1
x2

)

≡ Ax, x(0) = x0 6= 0. ✭✸✳✷✼✮

❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛$✐♦♥ ♦❢ ❛ ❍❇❱▼(k, s) ♠❡$❤♦❞ ❢♦+ '♦❧✈✐♥❣ ✭✸✳✷✼✮ ❞❡✜♥❡' $❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ u '✉❝❤ $❤❛$
u(0) = x0 ❛♥❞✱ ♠♦+❡♦✈❡+✱

u′(ch) =

s−1∑

j=0

Pj(c)

k∑

i=1

biPj(ci)Au(cih) = A

s−1∑

j=0

Pj(c)

k∑

i=1

biPj(ci)u(cih)

= A
s−1∑

j=0

Pj(c)

∫ 1

0
Pj(τ)u(τh)dτ

✇❤❡+❡ $❤❡ ❧❛'$ ❡B✉❛❧✐$② ❢♦❧❧♦✇' ❢+♦♠ $❤❡ ❢❛❝$ $❤❛$ $❤❡ B✉❛❞+❛$✉+❡ ✐' ❡①❛❝$ ❢♦+ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧' ♦❢ ❞❡❣+❡❡

2s− 1✳
❙✐♥❝❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥$❧② ♦❢ $❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ k ≥ s ✇❡ ♦❜$❛✐♥ $❤❡ '❛♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ u✱ ❛♥❞ ❢♦+ k = s $❤✐'

✐' $❤❡ ♦♥❡ ♣+♦✈✐❞❡❞ ❜② $❤❡ s✲'$❛❣❡ ●❛✉''✲▲❡❣❡♥❞+❡ ♠❡$❤♦❞✱ ♦♥❡ ❤❛' $❤❛$ ❛❧❧ ❍❇❱▼✭k, s✮ ♠❡$❤♦❞'✱
✇✐$❤ k ≥ s✱ ❤❛✈❡ $❤❡ '❛♠❡ ❧✐♥❡❛+ '$❛❜✐❧✐$② ♣+♦♣❡+$✐❡' ♦❢ $❤❡ s✲'$❛❣❡ ●❛✉''✲▲❡❣❡♥❞+❡ ♠❡$❤♦❞✳ ■✳❡✱
$❤❡✐+ ❛❜'♦❧✉$❡ '$❛❜✐❧✐$② +❡❣✐♦♥ ❝♦✐♥❝✐❞❡' ✇✐$❤ C

−
✳



❈❤❛♣$❡& ✹

■♠♣❧❡♠❡♥&❛&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ♠❡&❤♦❞-

■♥ "❤✐% ❝❤❛♣"❡* ✇❡ ❞❡❛❧ ✇✐"❤ "❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥"❛"✐♦♥ ♦❢ ❍❇❱▼✭k, s✮ ♠❡"❤♦❞%✳ ❋✐*%"✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♠❛❦❡

❝❧❡❛* "❤❛" "❤❡✐* ❝♦♠♣✉"❛"✐♦♥❛❧ ❝♦%" ❞❡♣❡♥❞% ❡%%❡♥"✐❛❧❧② ♦♥ s✱ ❛% ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧*❡❛❞② ♠❡♥"✐♦♥❡❞ ✐♥ ❘❡✲

♠❛*❦ ✸✳✹✳✶✱ ✐♥ "❤❡ %❡♥%❡ "❤❛" ❢♦* ❛❧❧ k ≥ s✱ "❤❡ ❞✐%❝*❡"❡ ♣*♦❜❧❡♠ "✉*♥% ♦✉" ❛❧✇❛②% "♦ ❤❛✈❡ ❜❧♦❝❦✲

❞✐♠❡♥%✐♦♥ s✳ ❖♥ "❤❡ ❜❛%✐% ♦❢ "❤✐% ✐♥"❡*❡%"✐♥❣ ♣*♦♣❡*"②✱ ✇❡ %❦❡"❝❤ "✇♦ ❞✐✛❡*❡♥" ❡✣❝✐❡♥" ✐♠♣❧❡✲

♠❡♥"❛"✐♦♥% ♦❢ "❤❡ ♠❡"❤♦❞%✿ ♦♥❡ ❜❛%❡❞ ♦♥ ❛ ❜❧❡♥❞❡❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥(❛(✐♦♥✱ "❤❡ *❡♠❛✐♥✐♥❣ ♦♥❡ ❜❛%❡❞ ♦♥

❛ (+✐❛♥❣✉❧❛+ .♣❧✐((✐♥❣ ♣*♦❝❡❞✉*❡✳ ❆" "❤❡ ❡♥❞ ♦❢ "❤❡ ❝❤❛♣"❡*✱ ✇❡ ♣*♦✈✐❞❡ %♦♠❡ ♥✉♠❡*✐❝❛❧ "❡%"% ❢♦*

❝♦♠♣❛*✐♥❣ "❤❡ ❞✐✛❡*❡♥" ♣*♦❝❡❞✉*❡%✳

✹✳✶ ❋✉♥❞❛♠❡♥*❛❧ ❛♥❞ ,✐❧❡♥* ,*❛❣❡,

❋*♦♠ ✭✸✳✶✹✮✕✭✸✳✶✺✮✱ ❜② ❝♦♥%✐❞❡*✐♥❣ "❤❡ ✐%♦%♣❡❝"*❛❧✐"② ♣*♦♣❡*"② ♦❢ ❛ ❍❇❱▼✭k, s✮✱ ✇✐"❤ k ≥ s✱ ♣*♦✈❡❞

✐♥ ❚❤❡♦*❡♠ ✸✳✸✳✶✱ ✇❡ ❤❛✈❡ "❤❛" %✉❝❤ ❛ ♠❡"❤♦❞ ✐% ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ ❇✉"❝❤❡* ♠❛"*✐① ♦❢ *❛♥❦ s✳ ❚❤❡*❡❢♦*❡✱

✇❡ ❝❛♥ ❡①♣*❡%% k − s ♦❢ "❤❡ %"❛❣❡% ♦❢ "❤❡ ♠❡"❤♦❞ ❛% ❛ ❧✐♥❡❛* ❝♦♠❜✐♥❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ *❡♠❛✐♥✐♥❣ s %"❛❣❡%✳

❲❡ %❤❛❧❧ ♥❛♠❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥(❛❧ .(❛❣❡. "❤❡ ❧❛""❡* ♦♥❡% ❛♥❞ .✐❧❡♥( .(❛❣❡. "❤❡ ❢♦*♠❡* ♦♥❡% ❛♥❞ %✉♣♣♦%❡✱ ❢♦*

%✐♠♣❧✐❝✐"②✱ "❤❛" "❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥"❛❧ %"❛❣❡% ❛*❡ "❤❡ ✜*%" s✲♦♥❡%✳

✶

❲❡ ♣❛*"✐"✐♦♥ "❤❡ %"❛❣❡ ✈❡❝"♦* Y ❛%

Y =

(
Y (1)

Y (2)

)

,

✇✐"❤

Y (1) =






Y1
✳

✳

✳

Ys




 , Y (2) =






Ys+1
✳

✳

✳

Yk




 ,

"❤❡ ✈❡❝"♦*% ✇✐"❤ "❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥"❛❧ ❛♥❞ "❤❡ %✐❧❡♥" %"❛❣❡%✱ *❡%♣❡❝"✐✈❡❧②✳ ❙✐♠✐❧❛*❧②✱ ✇❡ ♣❛*"✐"✐♦♥ ♠❛"*✐❝❡%

Is ❛♥❞ Ps ❛%

Is =
(

I(1)s

I(2)s

)

, Ps =

(

P(1)
s

P(2)
s

)

, I(1)s ,P(1)
s ∈ R

s×s, I(2)s ,P(2)
s ∈ R

k−s×s,

❝♦♥"❛✐♥✐♥❣ "❤❡ ❝♦**❡%♣♦♥❞✐♥❣ *♦✇% ❛% "❤♦%❡ ♦❢ Y (1)
❛♥❞ Y (2)

✱ *❡%♣❡❝"✐✈❡❧②✳ ❋✐♥❛❧❧② ✇❡ ❝♦♥%✐❞❡* "❤❡

♣❛*"✐"✐♦♥

Ω =

(
Ω1

Ω2

)

, Ω1 ∈ R
s×s, Ω2 ∈ R

k−s×k−s.

✶

■♥❞❡❡❞✱ %❤✐( ❝❛♥ ❜❡ ❛❧✇❛②( ❛❝❤✐❡✈❡❞✱ ❜② ✉(✐♥❣ ❛ ♣❡3♠✉%❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ❛❜(❝✐((❛❡✳

✸✾



✹✵ ■♠♣❧❡♠❡♥&❛&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ♠❡&❤♦❞-

❈♦♥#❡%✉❡♥'❧②✱ ❜② #❡''✐♥❣ e(1) ❛♥❞ e(2) '❤❡ ✉♥✐' ✈❡❝'♦3# ♦❢ ❧❡♥❣'❤ s ❛♥❞ k − s✱ 3❡#♣❡❝'✐✈❡❧②✱ ♦♥❡ ❤❛#✿

Y (1) = e(1) ⊗ y0 + hI(1)s P⊤s Ω⊗ I
(
f(Y (1))

f(Y (2))

)

, ✭✹✳✶✮

Y (2) = e(2) ⊗ y0 + hI(2)s P⊤s Ω⊗ I
(
f(Y (1))

f(Y (2))

)

. ✭✹✳✷✮

❋3♦♠ ✭✹✳✶✮✱ ♦♥❡ '❤❡♥ ♦❜'❛✐♥# '❤❛'

P⊤s Ω⊗ I
(
f(Y (1))

f(Y (2))

)

=
(

hI(1)s

)−1
⊗ I

[

Y (1) − e(1) ⊗ y0
]

,

✇❤✐❝❤ #✉❜#'✐'✉'❡❞ ✐♥'♦ ✭✹✳✷✮ ❣✐✈❡#✿

Y (2) = e(2) ⊗ y0 + I(2)s

(

I(1)s

)−1
⊗ I

[

Y (1) − e(1) ⊗ y0
]

=

[

e(2) − I(2)s

(

I(1)s

)−1
e(1)
]

︸ ︷︷ ︸

≡a

⊗ y0 + I(2)s

(

I(1)s

)−1
⊗ I Y (1)

≡ a⊗ y0 + I(2)s

(

I(1)s

)−1
⊗ I Y (1).

❈♦♥#❡%✉❡♥'❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ 3❡✇3✐'❡ ✭✹✳✶✮✲✭✹✳✷✮ ❛#✿

Y (1) = e(1) ⊗ y0 + hI(1)s P⊤s Ω⊗ I
(

f(Y (1))

f
(

a⊗ y0 + I(2)s (I(1)s )−1 ⊗ I Y (1)
)

)

≡ e(1) ⊗ y0 + h
[

I(1)s (P(1)
s )⊤Ω1 ⊗ I f(Y (1)) +

I(1)s (P(2)
s )⊤Ω2 ⊗ I f

(

a⊗ y0 + I(2)s (I(1)s )−1 ⊗ I Y (1)
)]

,

✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♦♥❧② '❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥'❛❧ #'❛❣❡#✱ '❤✉# ❝♦♥✜3♠✐♥❣ '❤❛' '❤❡ ❛❝'✉❛❧ ❞✐#❝3❡'❡ ♣3♦❜❧❡♠✱ '♦ ❜❡ #♦❧✈❡❞

❛' ❡❛❝❤ '✐♠❡ #'❡♣✱ ❛♠♦✉♥'# '♦ ❛ #❡' ♦❢ s ✭❣❡♥❡3❛❧❧②✮ ♥♦♥❧✐♥❡❛3 ❡%✉❛'✐♦♥#✱ ❡❛❝❤ ❤❛✈✐♥❣ '❤❡ #❛♠❡ #✐③❡
❛# '❤❛' ♦❢ '❤❡ ❝♦♥'✐♥✉♦✉# ♣3♦❜❧❡♠✳ ❋♦3 #♦❧✈✐♥❣ #✉❝❤ ❛ ♣3♦❜❧❡♠✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ✉#❡✱ ❡✳❣✳✱ ❛ ✜①❡❞✲♣♦✐♥)

✐)❡*❛)✐♦♥✱

Y
(1)
ℓ+1 = e(1) ⊗ y0 + hI(1)s P⊤s Ω⊗ I

(

f(Y
(1)
ℓ )

f
(

a⊗ y0 + I(2)s (I(1)s )−1 ⊗ I Y (1)
ℓ

)

)

, ℓ = 0, 1, . . . , ✭✹✳✸✮

♦3✱ ✐❢ '❤❡ ❝❛#❡✱ ❛ ,✐♠♣❧✐✜❡❞✲◆❡✇)♦♥ ✐)❡*❛)✐♦♥✳ ■♥ ♠♦3❡ ❞❡'❛✐❧#✱ #❡''✐♥❣

F (Y (1)) = Y (1) − e(1) ⊗ y0 − h
[

I(1)s (P(1)
s )⊤Ω1 ⊗ I f(Y (1)) +

I(1)s (P(2)
s )⊤Ω2 ⊗ I f

(

a⊗ y0 + I(2)s (I(1)s )−1 ⊗ I Y (1)
)]

,

♦♥❡ '❤❡♥ #♦❧✈❡#✱

[I − hC ⊗ J0] ∆ℓ = −F (Y (1)
ℓ ), Y

(1)
ℓ+1 = Y

(1)
ℓ +∆ℓ, ℓ = 0, 1, . . . , ✭✹✳✹✮

✇❤❡3❡ J0 = Jf (y0) ❛♥❞ ♠❛'3✐① C ✐# ❞❡✜♥❡❞ ❛# ❢♦❧❧♦✇#✿

C = I(1)s

[

(P(1)
s )⊤Ω1 + (P(2)

s )⊤Ω2I(2)s (I(1)s )−1
]

. ✭✹✳✺✮

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ 3❡#✉❧' ❤♦❧❞# '3✉❡✳



✹✳✷ ❆❧%❡'♥❛%✐✈❡ ❢♦'♠✉❧❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ❞✐2❝'❡%❡ ♣'♦❜❧❡♠ ✹✶

❚❤❡♦$❡♠ ✹✳✶✳✶✳ ❚❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡* ♦❢ ♠❛./✐① C✱ ❛* ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✹✳✺✮✱ ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐.❤ .❤♦*❡ ♦❢ ♠❛./✐①
Xs ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✷✳✶✸✮✱ .❤❛. ✐* .❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡* ♦❢ .❤❡ ❇✉.❝❤❡/ ♠❛./✐① ♦❢ .❤❡ s✲*.❛❣❡ ●❛✉** ♠❡.❤♦❞✳

A/♦♦❢✳ ❖♥❡ ❤❛%✿

C = I(1)s

[

(P(1)
s )⊤Ω1 + (P(2)

s )⊤Ω2I(2)s (I(1)s )−1
]

= I(1)s

[

(P(1)
s )⊤Ω1I(1)s + (P(2)

s )⊤Ω2I(2)s

]

(I(1)s )−1 = I(1)s

[

P⊤s ΩIs
]

(I(1)s )−1

∼ P⊤s ΩIs = P⊤s ΩPs+1X̂s = [Is 0]X̂s = Xs.

❈♦♥%❡)✉❡♥+❧②✱ ♠❛+0✐① C ❤❛% ❛❧✇❛②* +❤❡ %❛♠❡ %♣❡❝+0✉♠✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥+❧② ♦❢ +❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ +❤❡ ❢✉♥✲

❞❛♠❡♥.❛❧ ❛♥❞ *✐❧❡♥. ❛❜*❝✐**❛❡✳

✷

❚❤✐%✱ ✐♥ +✉0♥✱ ❝♦✐♥❝✐❞❡% ✇✐+❤ +❤❡ %❡+ ♦❢ +❤❡ ♥♦♥③❡0♦ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡% ♦❢

+❤❡ ❝♦00❡%♣♦♥❞✐♥❣ ❇✉+❝❤❡0 ❛00❛② ✭%❡❡ ❚❤❡♦0❡♠ ✸✳✸✳✶✮✳ ◆❡✈❡0+❤❡❧❡%%✱ ✐+% ❝♦♥❞✐+✐♦♥ ♥✉♠❜❡0 ✐% ❣0❡❛+❧②

❛✛❡❝+❡❞ ❢0♦♠ +❤✐% ❝❤♦✐❝❡✳ ❈❧❡❛0❧②✱ ❛ ❜❛❞❧② ❝♦♥❞✐+✐♦♥❡❞ ♠❛+0✐① C ✇♦✉❧❞ ❛✛❡❝+ +❤❡ ❝♦♥✈❡0❣❡♥❝❡ ♦❢

❜♦+❤ +❤❡ ✐+❡0❛+✐♦♥% ✭✹✳✸✮ ❛♥❞ ✭✹✳✹✮✳ ❆% ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ❋✐❣✉0❡% ✹✳✶ ❛♥❞ ✹✳✷ ✇❡ ♣❧♦+ +❤❡ ❝♦♥❞✐+✐♦♥

♥✉♠❜❡0 ♦❢ ♠❛+0✐① C ❝♦00❡%♣♦♥❞✐♥❣ +♦ +❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤♦✐❝❡% ♦❢ +❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥+❛❧ ❛❜%❝✐%%❛❡✱ ✐♥ +❤❡ ❝❛%❡
k ≥ s = 3✿

• +❤❡ ✜0%+ s ❛❜%❝✐%%❛❡ ♦❢ +❤❡ k ♦♥❡% ✭❋✐❣✉0❡ ✹✳✶✮❀

• s ❛♣♣0♦①✐♠❛+❡❧② ❡✈❡♥❧② %♣❛❝❡❞ ❛❜%❝✐%%❛❡ ❛♠♦♥❣ +❤❡ k ♦♥❡% ✭❋✐❣✉0❡ ✹✳✷✮✳

❆% ♦♥❡ ♠❛② %❡❡✱ ✐♥ +❤❡ ✜0%+ ❝❛%❡ +❤❡ ❝♦♥❞✐+✐♦♥ ♥✉♠❜❡0 κ(C) ❣0♦✇% ❡①♣♦♥❡♥+✐❛❧❧② ✇✐+❤ k✱ ✇❤❡0❡❛% ✐+
✐% ✉♥✐❢♦0♠❧② ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥ +❤❡ %❡❝♦♥❞ ❝❛%❡✳ ❇❡❝❛✉%❡ ♦❢ +❤✐% 0❡❛%♦♥✱ ✇❡ %❤❛❧❧ ❝♦♥%✐❞❡0 ❛ ♠♦0❡ ❢❛✈♦✉0❛❜❧❡

❢♦0♠✉❧❛+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ❞✐%❝0❡+❡ ♣0♦❜❧❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥+ ♦❢ +❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ +❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥+❛❧

❛❜%❝✐%%❛❡✳

✹✳✷ ❆❧%❡'♥❛%✐✈❡ ❢♦'♠✉❧❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ❞✐2❝'❡%❡ ♣'♦❜❧❡♠

■♥ ♦0❞❡0 +♦ ♦✈❡0❝♦♠❡ +❤❡ ♣0❡✈✐♦✉% ❞0❛✇❜❛❝❦✱ +❤❡ ❜❛%✐❝ ✐❞❡❛ ✐+ +♦ 0❡❢♦0♠✉❧❛+❡ +❤❡ ❞✐%❝0❡+❡ ♣0♦❜❧❡♠

❜② ❝♦♥%✐❞❡0✐♥❣ ❛% ✉♥❦♥♦✇♥% +❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥+%✱ %❛②

γ̂j =
k∑

ℓ=1

bℓPj(cℓ)f(u(cℓh)), j = 0, . . . , s− 1, ✭✹✳✻✮

♦❢ +❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛♣♣0♦①✐♠❛+✐♦♥ ❞❡✜♥✐♥❣ +❤❡ ❣✐✈❡♥ ❍❇❱▼✭k, s✮ ♠❡+❤♦❞ ✭%❡❡ ✭✸✳✽✮✮✳ ■♥ ♠♦0❡ ❞❡+❛✐❧%✱
0❡❝❛❧❧✐♥❣ ✭✸✳✶✶✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡

Yi ≡ u(cih) = y0 + h

s−1∑

j=0

γ̂j

∫ ci

0
Pj(x)dx, i = 1, . . . , k,

✇❤✐❝❤✱ %✉❜%+✐+✉+❡❞ ✐♥+♦ ✭✹✳✻✮✱ ❣✐✈❡% ✉% +❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦0♠✉❧❛+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ❞✐%❝0❡+❡ ♣0♦❜❧❡♠✿

γ̂ ≡






γ̂0
✳

✳

✳

γ̂s−1




 = P⊤s Ω⊗ If(e⊗ y0 + hIs ⊗ Iγ̂), ✭✹✳✼✮

✷

■✳❡✳✱ $❤❡ ❛❜(❝✐((❛❡ ❝♦,,❡(♣♦♥❞✐♥❣ $♦ $❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥$❛❧ ❛♥❞ (✐❧❡♥$ ($❛❣❡(✱ ,❡(♣❡❝$✐✈❡❧②✳



✹✷ ■♠♣❧❡♠❡♥&❛&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ♠❡&❤♦❞-

❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✿ ❈♦♥❞✐.✐♦♥ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ♠❛.$✐① ✭✹✳✺✮✱ ❢✉♥❞❛♠❡♥.❛❧ ❛❜9❝✐99❛❡ ✜①❡❞ ❛9 .❤❡ ✜$9. s (= 3) ♦♥❡9✳

❋✐❣✉$❡ ✹✳✷✿ ❈♦♥❞✐.✐♦♥ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ♠❛.$✐① ✭✹✳✺✮✱ ✇✐.❤ s (= 3) ❢✉♥❞❛♠❡♥.❛❧ ❛❜9❝✐99❛❡ ❛♣♣$♦①✐♠❛.❡❧②
❡✈❡♥❧② 9♣❛❝❡❞✳



✹✳✷ ❆❧%❡'♥❛%✐✈❡ ❢♦'♠✉❧❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ❞✐2❝'❡%❡ ♣'♦❜❧❡♠ ✹✸

❜❡✐♥❣ e ∈ R
k
%❤❡ ✉♥✐% ✈❡❝%♦+ ❛♥❞ ✇✐%❤ %❤❡ ♥❡✇ ❛♣♣+♦①✐♠❛%✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② ✭4❡❡ ✭✸✳✾✮✮

y1 = y0 + hγ̂0. ✭✹✳✽✮

❲❡ ♦❜4❡+✈❡ %❤❛% ✭✹✳✼✮ ❤❛4 ❛❧✇❛②4 ✭❜❧♦❝❦✮ ❞✐♠❡♥4✐♦♥ s✱ ✇❤❛%❡✈❡+ ✐4 %❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ k ❝♦♥4✐❞❡+❡❞✳ ❋♦+

4♦❧✈✐♥❣ 4✉❝❤ ❛ ♣+♦❜❧❡♠✱ ♦♥❡ ❝❛♥ 4%✐❧❧ ✉4❡ ❛ ✜①❡❞✲♣♦✐♥) ✐)❡*❛)✐♦♥✱

γ̂ℓ+1 = P⊤s Ω⊗ I f
(

e⊗ y0 + hIs ⊗ I γ̂ℓ
)

, ℓ = 0, 1, . . . , ✭✹✳✾✮

✇❤♦4❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥%❛%✐♦♥ ✐4 4%+❛✐❣❤%❢♦+✇❛+❞✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❛❧4♦ ❝♦♥4✐❞❡+ ❛ ,✐♠♣❧✐✜❡❞✲◆❡✇)♦♥ ✐)❡*❛)✐♦♥✳ ❙❡%✲

%✐♥❣

F (γ̂) = γ̂ − P⊤s Ω⊗ I f (e⊗ y0 + hIs ⊗ I γ̂) , ✭✹✳✶✵✮

❛♥❞✱ ❛4 ❜❡❢♦+❡✱ J0 = Jf (y0)✱ ✐% %❛❦❡4 %❤❡ ❢♦+♠

[I − hC ⊗ J0] ∆ℓ = −F (γ̂ℓ), γ̂ℓ+1 = γ̂ℓ +∆ℓ, ℓ = 0, 1, . . . , ✭✹✳✶✶✮

✇❤❡+❡ ♠❛%+✐① C ✐4 ♥♦✇ ❞❡✜♥❡❞ ❛4 ❢♦❧❧♦✇4✿

C = P⊤s ΩIs = P⊤s ΩPs+1X̂s = (Is 0)X̂s = Xs. ✭✹✳✶✷✮

❈♦♥4❡K✉❡♥%❧②✱ %❤❡ ✐%❡+❛%✐♦♥ ✭✹✳✶✶✮ ❜❡❝♦♠❡4✿

[I − hXs ⊗ J0] ∆ℓ = −F (γ̂ℓ), γ̂ℓ+1 = γ̂ℓ +∆ℓ, ℓ = 0, 1, . . . . ✭✹✳✶✸✮

❘❡♠❛$❦ ✹✳✷✳✶✳ ■) ✐, ✇♦*)❤ ♥♦)✐❝✐♥❣ )❤❛) ✭✹✳✶✸✮ ❤♦❧❞, ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥)❧② ♦❢ )❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ )❤❡ k ❛❜,❝✐,,❛❡

{ci}✱ )❤❡ ♦♥❧② *❡?✉✐*❡♠❡♥) ❜❡✐♥❣ )❤❡ ♦*❞❡* 2s ♦❢ )❤❡ ?✉❛❞*❛)✉*❡✱ ,♦ )❤❛) )❤❡ ♣*♦♣❡*)② P⊤s ΩPs+1 =
(Is 0) ❤♦❧❞, )*✉❡✳

❘❡♠❛$❦ ✹✳✷✳✷✳ ❲❡ ♦❜,❡*✈❡ )❤❛) ❜♦)❤ ♠❛)*✐❝❡, ✭✹✳✺✮ ❛♥❞ ✭✹✳✶✷✮ ,❤❛*❡ )❤❡ ,❛♠❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡, ✇❤✐❝❤✱

✐♥ )✉*♥✱ ❛*❡ )❤❡ ♥♦♥③❡*♦ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡, ♦❢ )❤❡ ❇✉)❝❤❡* ❛**❛② ♦❢ )❤❡ ❣✐✈❡♥ ❍❇❱▼(k, s) ♠❡)❤♦❞ ✭,❡❡

❚❤❡♦*❡♠ ✸✳✸✳✶✮✳

❘❡♠❛$❦ ✹✳✷✳✸✳ ❊✈❡♥ )❤♦✉❣❤✱ ✉,✉❛❧❧②✱ ❜② ✉,✐♥❣ )❤❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥) ✐)❡*❛)✐♦♥ ✭✹✳✾✮ ♦♥❡ ✐, ❛❜❧❡ )♦ ,♦❧✈❡

✭✹✳✼✮ ?✉✐)❡ ✐♥❡①♣❡♥,✐✈❡❧②✱ ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐)❤ )❤❡ ,♦❧✉)✐♦♥ ♦❢ ❛ ,)✐✛ ♦,❝✐❧❧❛)♦*② ♣*♦❜❧❡♠✱ )❤✐, ♣*♦❝❡❞✉*❡

❝♦✉❧❞ *❡?✉✐*❡ ❛ ,)❡♣,✐③❡ h ,♦ ,♠❛❧❧ ❛, )♦ ❜❡ ♥♦) ♣*❛❝)✐❝❛❧✳ ■♥ ,✉❝❤ ❛ ❝❛,❡✱ )❤❡ ,✐♠♣❧✐✜❡❞✲◆❡✇)♦♥

✐)❡*❛)✐♦♥ ✭✹✳✶✶✮ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦*❡ ❛♣♣*♦♣*✐❛)❡ ❛♥❞ )❤✐, ✐, )❤❡ ♣*♦❝❡❞✉*❡ )❤❛) ✇❡ ,❤❛❧❧ ❝♦♥,✐❞❡* ✐♥ )❤❡

,❡?✉❡❧✳

❲❡ ♦❜4❡+✈❡ %❤❛%✱ +❡♠❛+❦❛❜❧② ❡♥♦✉❣❤✱ ❛% ❡❛❝❤ 4%❡♣ ♦❢ %❤❡ 4✐♠♣❧✐✜❡❞✲◆❡✇%♦♥ ✐%❡+❛%✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡ %♦

4♦❧✈❡ ❛ ❧✐♥❡❛+ 4②4%❡♠ ♦❢ ❞✐♠❡♥4✐♦♥ sm× sm ♦❢ %❤❡ ❢♦+♠

[I − hXs ⊗ J0]x = η, ✭✹✳✶✹✮

✇❤♦4❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥% ♠❛%+✐① ✐4 %❤✉4 ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥) ♦❢ k ❛♥❞ ♦❢ %❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ %❤❡ ❛❜4❝✐44❛❡✳ ■%4 ❝♦4% ✐4 %❤❡♥

❛♣♣+♦①✐♠❛%❡❧② ❣✐✈❡♥ ❜②

2

3
(sm)3 ✢♦♣,,

❞✉❡ %♦ %❤❡ ❝♦4% ♦❢ %❤❡ LU ❢❛❝%♦+✐③❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥% ♠❛%+✐①✳ ❲❡ 4❤❛❧❧ ♥♦✇ ❝♦♥4✐❞❡+ ❛❧%❡+♥❛%✐✈❡

✐%❡+❛%✐✈❡ ♣+♦❝❡❞✉+❡4✱ ❛❜❧❡ %♦ +❡❞✉❝❡ %❤❡ ❝♦4% ❢♦+ %❤❡ ❢❛❝%♦+✐③❛%✐♦♥ %♦ ❛♣♣+♦①✐♠❛%❡❧②

2

3
m3

✢♦♣,.
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❚❤❡ ✐$❡%❛$✐✈❡ ♣%♦❝❡❞✉%❡ $❤❛$ ✇❡ .❤❛❧❧ ✐♥$%♦❞✉❝❡ ✐♥ $❤✐. .❡❝$✐♦♥ ✐♥ ♦%❞❡% $♦ .♦❧✈❡ ✭✹✳✶✹✮✱ ❤❛. ❜❡❡♥

❛❧%❡❛❞② .✉❝❝❡..❢✉❧❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥$❡❞ ✐♥ $❤❡ ❝♦♠♣✉$❛$✐♦♥❛❧ ❝♦❞❡. ❇✐▼ ❬✷✽❪ ❛♥❞ ❇✐▼❉ ❬✸✶❪ ❢♦% $❤❡ ♥✉♠❡%✐❝❛❧

.♦❧✉$✐♦♥ ♦❢ .$✐✛ ❖❉❊✲■❱G. ❛♥❞ ❧✐♥❡❛%❧② ✐♠♣❧✐❝✐$ ❉❆❊. ✉♣ $♦ ♦%❞❡% ✸✳

■♥ ♦%❞❡% $♦ ♣%♦✈✐❞❡ ❛ ❧✐♥❡❛% ❛♥❛❧②.✐. ♦❢ ❝♦♥✈❡%❣❡♥❝❡ ❬✸✵✱ ✺✷❪✱ ✇❡ ❝♦♥.✐❞❡% $❤❡ ❝❧❛..✐❝❛❧ $❡.$ ❡L✉❛$✐♦♥✱

y′ = λy, Re(λ) < 0. ✭✹✳✶✺✮

■♥ .✉❝❤ ❛ ❝❛.❡✱ ❜② .❡$$✐♥❣ ❛. ✉.✉❛❧ q = hλ✱ ♣%♦❜❧❡♠ ✭✹✳✶✹✮ ❜❡❝♦♠❡. $❤❡ ❧✐♥❡❛% .②.$❡♠✱ ♦❢ ❞✐♠❡♥.✐♦♥

s✱
(I − qXs)x = η. ✭✹✳✶✻✮

❇② ♠❡❛♥. ♦❢ ❛ ❧❡❢$✲♠✉❧$✐♣❧✐❝❛$✐♦♥ ❜② ζX−1s ✱ ✇❤❡%❡ ζ > 0 ✐. ❛ ❢%❡❡ ♣❛%❛♠❡$❡% $♦ ❜❡ ❝❤♦.❡♥ ❧❛$❡%✱ ✇❡
♦❜$❛✐♥ $❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡L✉✐✈❛❧❡♥$ ❢♦%♠✉❧❛$✐♦♥ ♦❢ ✭✹✳✶✻✮✿

ζ(X−1s − qI)x = ζX−1s η ≡ η1. ✭✹✳✶✼✮

▲❡$ ✉. ❞❡✜♥❡ $❤❡ ✇❡✐❣❤%✐♥❣ ❢✉♥❝%✐♦♥

θ(q) = I(1− ζq)−1, ✭✹✳✶✽✮

.❛$✐.❢②✐♥❣ $❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣%♦♣❡%$✐❡.✿

• θ(q) ✐. ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦% ❛❧❧ q ∈ C
−
✱ .✐♥❝❡ ζ > 0❀

• θ(0) = I❀

• θ(q)→ O, ❛. q →∞✳

❚❤❡♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡%✐✈❡ ❛ ❢✉%$❤❡% ❡L✉✐✈❛❧❡♥$ ❢♦%♠✉❧❛$✐♦♥ ♦❢ ♣%♦❜❧❡♠ ✭✹✳✶✻✮✱ ❛. $❤❡ ❜❧❡♥❞✐♥❣✱ ✇✐$❤ ✇❡✐❣❤$.

θ(q) ❛♥❞ I − θ(q) ♦❢ $❤❡ $✇♦ ❡L✉✐✈❛❧❡♥$ ❢♦%♠✉❧❛$✐♦♥. ✭✹✳✶✻✮ ❛♥❞ ✭✹✳✶✼✮✱ $❤✉. ♦❜$❛✐♥✐♥❣

M(q)x = η(q), ✭✹✳✶✾✮

✇✐$❤✿

M(q) = θ(q)(I − qXs) + ζ(I − θ(q))(X−1s − qI),
✭✹✳✷✵✮

η(q) = θ(q)η + ζ(I − θ(q))X−1s η.

❊L✉❛$✐♦♥. ✭✹✳✶✾✮✲✭✹✳✷✵✮ ❞❡✜♥❡ $❤❡ ❜❧❡♥❞❡❞ ❢♦.♠✉❧❛%✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ♦%✐❣✐♥❛❧ ♣%♦❜❧❡♠ ✭✹✳✶✻✮✳ ❚❤❡ ♥❡①$ .$❡♣

✐. ♥♦✇ $♦ ❞❡✈✐.❡ ❛♥ ✐$❡%❛$✐✈❡ ♣%♦❝❡❞✉%❡✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ .✉✐$❛❜❧❡ .♣❧✐$$✐♥❣ ❢♦% .♦❧✈✐♥❣ ✭✹✳✶✾✮✲✭✹✳✷✵✮✳ ❚♦

$❤✐. ❡♥❞ ✇❡ ♦❜.❡%✈❡ $❤❛$✱ ❞✉❡ $♦ $❤❡ ♣%♦♣❡%$✐❡. ♦❢ $❤❡ ✇❡✐❣❤$✐♥❣ ❢✉♥❝$✐♦♥ θ(q) ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✹✳✶✽✮✱ ♦♥❡
❤❛.✿

M(q) ≈ I, q ≈ 0,

M(q) ≈ −ζqI, |q| ≫ 1.

❈♦♥.❡L✉❡♥$❧②✱ N(q) ≡ I(1 − ζq) ≈ M(q)✱ ❜♦$❤ ❢♦% q ≈ 0✱ ❛♥❞ |q| ≫ 1✳ ■$ ✐. $❤❡♥ ♥❛$✉%❛❧ $♦ ❞❡✜♥❡
$❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐$❡%❛$✐✈❡ ♣%♦❝❡❞✉%❡ ❢♦% .♦❧✈✐♥❣ ✭✹✳✶✾✮✿

N(q)xr+1 = (N(q)−M(q))xr + η(q), r = 0, 1, . . . .



✹✳✸ ❇❧❡♥❞❡❞ ❍❇❱▼' ✹✺

❚❤❛# ✐%✱ ❜② ♦❜%❡+✈✐♥❣ #❤❛# N(q)−1 = θ(q)✿

xr+1 = (I − θ(q)M(q))xr + θ(q)η(q), r = 0, 1, . . . . ✭✹✳✷✶✮

❊(✉❛+✐♦♥ ✭✹✳✷✶✮ ❞❡✜♥❡2 +❤❡ ❜❧❡♥❞❡❞ ✐&❡'❛&✐♦♥ ❛22♦❝✐❛+❡❞ ✇✐+❤ +❤❡ ❜❧❡♥❞❡❞ ❢♦9♠✉❧❛+✐♦♥ ✭✹✳✶✾✮ ♦❢ +❤❡

♣9♦❜❧❡♠✳

❇② ❝♦♥2✐❞❡9✐♥❣ +❤❛+ +❤❡ 2♦❧✉+✐♦♥✱ 2❛② x∗✱ ♦❢ ✭✹✳✶✾✮ 2❛+✐2✜❡2 ❛❧2♦ ✭✹✳✷✶✮✱ ❜② 2❡++✐♥❣

er = xr − x∗, ✭✹✳✷✷✮

+❤❡ ❡99♦9 ❛+ +❤❡ r✲+❤ ✐+❡9❛+✐♦♥✱ ♦♥❡ +❤❡♥ ♦❜+❛✐♥2 +❤❡ ❡''♦' ❡*✉❛&✐♦♥

er+1 = (I − θ(q)M(q))er ≡ Z(q)er, r = 0, 1, . . . , ✭✹✳✷✸✮

✇✐+❤ Z(q) +❤❡ ❝♦99❡2♣♦♥❞✐♥❣ ✐&❡'❛&✐♦♥ ♠❛&'✐①✳ ❈♦♥2❡(✉❡♥+❧②✱ +❤❡ ✐+❡9❛+✐♦♥ ✭✹✳✷✶✮ ✇✐❧❧ ❝♦♥✈❡9❣❡ +♦

+❤❡ 2♦❧✉+✐♦♥ x∗ ♦❢ +❤❡ ♣9♦❜❧❡♠ ✐✛ +❤❡ 2♣❡❝+9❛❧ 9❛❞✐✉2 ♦❢ Z(q)✱

ρ(q) = max
ξ∈σ(Z(q))

|ξ|,

✐2 ❧❡22 +❤❛♥ ✶✱ ✇❤❡9❡ σ(·) ❞❡♥♦+❡2 +❤❡ 2♣❡❝+9✉♠ ♦❢ +❤❡ ♠❛+9✐① ✐♥ ❛9❣✉♠❡♥+✳ ❚❤❡ 2❡+

D = {q ∈ C : ρ(q) < 1} ,

✐2 +❤❡ '❡❣✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥✈❡'❣❡♥❝❡ ♦❢ +❤❡ ✐+❡9❛+✐♦♥ ✭✹✳✷✶✮✳ ❚❤❡ ✐+❡9❛+✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ 2❛✐❞ +♦ ❜❡✿

• A✲❝♦♥✈❡9❣❡♥+ ✐❢ C
− ⊆ D❀

• L✲❝♦♥✈❡9❣❡♥+ ✐❢✱ ✐♥ ❛❞❞✐+✐♦♥✱ ρ(q)→ 0, ❛2 q →∞.

❘❡♠❛$❦ ✹✳✸✳✶✳ A✲❝♦♥✈❡'❣❡♥& ✐&❡'❛&✐♦♥3 ❛'❡ &❤❡♥ ❛♣♣'♦♣'✐❛&❡ ✇❤❡♥ &❤❡ ✉♥❞❡'❧②✐♥❣ ♠❡&❤♦❞ ✐3 A✲

3&❛❜❧❡✳ ❙✐♠✐❧❛'❧②✱ L✲❝♦♥✈❡'❣❡♥& ✐&❡'❛&✐♦♥3 ❛'❡ ❛♣♣'♦♣'✐❛&❡ ✐♥ &❤❡ ❝❛3❡ ♦❢ L✲3&❛❜❧❡ ♠❡&❤♦❞3✳

❲❡ ♦❜2❡9✈❡ +❤❛+✱ ❢♦9 +❤❡ ♠❛+9✐① Z(q) ❞❡✜♥❡❞ ❛+ ✭✹✳✷✸✮✱

• Z(0) = O ⇒ ρ(0) = 0❀

• Z(q)→ O ⇒ ρ(q)→ 0✱ ❛2 q →∞❀

• Z(q) ✐2 ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ❢♦9 ❛❧❧ q ∈ C
−

✱ 2✐♥❝❡ ζ > 0✳

❈♦♥2❡(✉❡♥+❧②✱ ❢♦9 +❤❡ ❜❧❡♥❞❡❞ ✐+❡9❛+✐♦♥ ✭✹✳✷✶✮ A✲❝♦♥✈❡9❣❡♥❝❡ ❛♥❞ L✲❝♦♥✈❡9❣❡♥❝❡ ❛9❡ ❡(✉✐✈❛❧❡♥+ +♦

❡❛❝❤ ♦+❤❡9✳ ❋9♦♠ +❤❡ ♠❛①✐♠✉♠✲♠♦❞✉❧✉2 +❤❡♦9❡♠✱ ✐♥ +✉9♥✱ ✐+ ❢♦❧❧♦✇2 +❤❛+ +❤✐2 ✐2 ❡(✉✐✈❛❧❡♥+ +♦

9❡(✉✐9✐♥❣ +❤❛+ +❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♠♣❧✐✜❝❛&✐♦♥ ❢❛❝&♦' ♦❢ +❤❡ ✐+❡9❛+✐♦♥✱

ρ∗ = sup
Re(q)=0

ρ(q) = sup
x∈R

ρ(ix),

2❛+✐2✜❡2

ρ∗ ≤ 1.

❋♦9 +❤❡ ❜❧❡♥❞❡❞ ✐+❡9❛+✐♦♥✱ ❞✉❡ +♦ +❤❡ ❢❛❝+ +❤❛+ ρ(q)→ 0✱ ❛2 q →∞✱ ❛♥❞ 2✐♥❝❡ +❤❡ ♠❛+9✐① Xs ✐2 9❡❛❧✱

2♦ +❤❛+ ρ(q̄) = ρ(q)✱ ♦♥❡ ❤❛2 ❛❝+✉❛❧❧② +♦ ♣9♦✈❡ +❤❛+

ρ∗ = max
x>0

ρ(ix) ≤ 1. ✭✹✳✷✹✮

❲❡ 2❤❛❧❧ ❝❤♦♦2❡ +❤❡ ❢9❡❡ ♣♦2✐+✐✈❡ ♣❛9❛♠❡+❡9 ζ✱ ✐♥ ♦9❞❡9 +♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ρ∗✱ 2♦ +❤❛+ ✭✹✳✷✹✮ +✉9♥2 ♦✉+ +♦

❜❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞ ❢♦9 ❛❧❧ s ≥ 1✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ 9❡2✉❧+ ❤♦❧❞2 +9✉❡✳



✹✻ ■♠♣❧❡♠❡♥&❛&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ♠❡&❤♦❞-

❚❤❡♦$❡♠ ✹✳✸✳✶✳ µ ∈ σ(Xs) ⇔ q(µ− ζ)2
µ(1− qζ)2 ∈ σ(Z(q)).

 !♦♦❢✳ ❋!♦♠ ✭✹✳✷✸✮✱ ✭✹✳✷✵✮✱ ✭✹✳✶✽✮✱ ❛♥❞ ✭✷✳✶✸✮✱ ♦♥❡ ♦❜3❛✐♥5✿

Z(q) = I − θ(q)M(q) = I − θ(q)
[
θ(q)(I − qXs) + ζ(I − θ(q))(X−1s − qI)

]

= I − θ(q)2
[
(I − qXs)− ζ2q(X−1s − qI)

]

= θ(q)2
[
(1 + ζ2q2 − 2ζq)I − I + qXs + ζ2qX−1s − ζ2q2I

]

= qθ(q)2X−1s

[
X2

s − 2ζXs + ζ2I
]
= qθ(q)2X−1s (Xs − ζI)2

≡ q(Xs − ζI)2
[
Xs(1− ζq)2I

]−1
,

❢!♦♠ ✇❤✐❝❤ ♦✉! ❛55❡!3✐♦♥ ❡❛5✐❧② ❢♦❧❧♦✇5✳

❆5 ❛ ❝♦♥5❡?✉❡♥❝❡✱ ♦♥❡ ♦❜3❛✐♥5 3❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ !❡5✉❧3✳

❈♦$♦❧❧❛$② ✹✳✸✳✶✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♠♣❧✐✜❝❛1✐♦♥ ❢❛❝1♦! ✭✹✳✷✹✮ ♦❢ 1❤❡ ❜❧❡♥❞❡❞ ✐1❡!❛1✐♦♥ ✭✹✳✷✶✮ ✐: ❣✐✈❡♥

❜②✿

ρ∗ = max
µ∈σ(Xs)

|µ− ζ|2
2ζ|µ| .

 !♦♦❢✳ ❖♥❡ ❤❛5✿

ρ∗ = max
x>0

max
µ∈σ(Xs)

x|µ− ζ|2
|µ| |1− ixζ|2 = max

x>0

x

1 + ζ2x2
max

µ∈σ(Xs)

|µ− ζ|2
|µ| .

❚❤❡ ♣!♦♦❢ ✐5 ❝♦♠♣❧❡3❡❞ ❜② ❝♦♥5✐❞❡!✐♥❣ 3❤❛3

max
x>0

x

1 + ζ2x2
=

1

2ζ
,

✇❤✐❝❤ ✐5 ♦❜3❛✐♥❡❞ ❛3 x = ζ−1✳

❲❡ ❛!❡ ♥♦✇ ✐♥ 3❤❡ ♣♦5✐3✐♦♥ 3♦ ❝❤♦♦5❡ 3❤❡ ♣♦5✐3✐✈❡ ♣❛!❛♠❡3❡! ζ ✐♥ ♦!❞❡! ❢♦! ρ∗ 3♦ ❜❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞✳ ❚❤✐5
❝❧❡❛!❧② ✇✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ 3❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡5 ♦❢ ♠❛3!✐① Xs✳ ❙✐♥❝❡ 3❤✐5 ♠❛3!✐① ✐5 !❡❛❧✱ 3❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♦♥❡5

♦❝❝✉! ❛5 ❝♦♠♣❧❡①✲❝♦♥❥✉❣❛3❡ ♣❛✐!5✳ ❈♦♥5❡?✉❡♥3❧②✱ ✐❢ ✇❡ 5❡3

µj = |µj |eiφj , j = 1, . . . , s,

✇❡ ❝❛♥ 5♦!3 3❤❡♠ ❜② ❞❡❝!❡❛5✐♥❣ ❛!❣✉♠❡♥35✿

π

2
> φ1 > φ2 > · · · > φs > −

π

2
,

❞✉❡ 3♦ 3❤❡ ❢❛❝3 3❤❛3

Re(µj) > 0, j = 1, . . . , s.

▼♦!❡♦✈❡!✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥❡❣❧❡❝3 3❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥❥✉❣❛3❡ ♦♥❡5✱ 3❤✉5 ♦❜3❛✐♥✐♥❣✿

π

2
> φ1 > · · · > φℓ ≥ 0, ℓ =

⌈s

2

⌉

.

■♥ ❛❞❞✐3✐♦♥ 3♦ 3❤✐5✱ ✐3 3✉!♥5 ♦✉3 3❤❛3 3❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡5 ♦❢ ♠❛3!✐① Xs ❛❧5♦ 5❛3✐5❢②✿

0 < |µ1| < · · · < |µℓ|,

❛5 ✐5 5❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉!❡5 ✹✳✸ ❛♥❞ ✹✳✹✱ ✐♥ 3❤❡ ❝❛5❡5 s = 6 ❛♥❞ s = 7✱ !❡5♣❡❝3✐✈❡❧②✳ ■♥ 5✉❝❤ ❛ ❝❛5❡✱ 3❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ !❡5✉❧3 ❤♦❧❞5 3!✉❡✳



✹✳✹ ❆❝$✉❛❧ ❜❧❡♥❞❡❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥$❛$✐♦♥ ✹✼

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✿ ❇❧❡♥❞❡❞ ✐-❡.❛-✐♦♥ ♦❢ ❍❇❱▼(k, s) ♠❡-❤♦❞6✳

s ζ ρ∗ ρ̃

✷ ✵✳✷✽✽✼ ✵✳✶✸✹✵ ✵✳✵✼✼✹

✸ ✵✳✶✾✻✼ ✵✳✷✼✻✺ ✵✳✶✵✽✽

✹ ✵✳✶✹✼✺ ✵✳✸✼✾✸ ✵✳✶✶✶✾

✺ ✵✳✶✶✼✸ ✵✳✹✺✹✹ ✵✳✶✵✻✻

✻ ✵✳✵✾✼✶ ✵✳✺✶✶✹ ✵✳✵✾✾✸

✼ ✵✳✵✽✷✼ ✵✳✺✺✻✶ ✵✳✵✾✶✾

❚❤❡♦$❡♠ ✹✳✸✳✷✳ ρ∗ ✐! ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ❜② ❝❤♦♦!✐♥❣

ζ = |µ1| ≡ min
µ∈σ(Xs)

|µ|, ✭✹✳✷✺✮

-❡!✉❧0✐♥❣ ✐♥

ρ∗ =
1

2ζ

|µ1 − ζ|2
|µ1|

∣
∣
∣
∣
ζ=|µ1|

. ✭✹✳✷✻✮

■♥ !✉❝❤ ❛ ❝❛!❡✱ ♦♥❡ ♦❜0❛✐♥!✿

ρ∗ = 1− cosφ1 < 1. ✭✹✳✷✼✮

5-♦♦❢✳ ❋♦. ✭✹✳✷✺✮✲✭✹✳✷✻✮✱ 6❡❡ ❬✷✼❪✳ ❈♦♥❝❡.♥✐♥❣ ✭✹✳✷✼✮✱ ♦♥❡ ❤❛6✿

ρ∗ =
1

2|µ1|
|µ1 − |µ1||2

|µ1|
=
|µ1|2

[
(1− cosφ1)

2 + (sinφ1)
2
]

2|µ1|2

=
1 + (cosφ1)

2 + (sinφ1)
2 − 2 cosφ1

2
=

2− 2 cosφ1
2

= 1− cosφ1.

❈♦♥6❡I✉❡♥-❧②✱ -❤❡ ❜❧❡♥❞❡❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥-❛-✐♦♥ ♦❢ ❍❇❱▼(k, s) ♠❡-❤♦❞6 ✐6 ❛❧✇❛②! A✲❝♦♥✈❡.❣❡♥- ❛♥❞✱
-❤❡.❡❢♦.❡✱ L✲❝♦♥✈❡.❣❡♥-✳

❲❡ ❝❛♥ ❛❧6♦ ❝❤❛.❛❝-❡.✐③❡ -❤❡ 6♣❡❡❞ ♦❢ ❝♦♥✈❡.❣❡♥❝❡ ✇❤❡♥ q ≈ 0✱ ❜② ❝♦♥6✐❞❡.✐♥❣ -❤❛-✱ ❢.♦♠ ❚❤❡♦✲

.❡♠ ✹✳✸✳✶ ❛♥❞ ❚❤❡♦.❡♠ ✹✳✸✳✷✱ ✐- ❢♦❧❧♦✇6 -❤❛-

ρ(q) =
|q| |µ1 − |µ1||2

|µ1| |1− q|µ1||2
=
|µ1 − |µ1||2

|µ1|
|q|+O(|q|2) ≈ ρ̃|q|,

✇❤❡.❡ -❤❡ ♣❛.❛♠❡-❡.

ρ̃ =
|µ1 − |µ1||2

|µ1|
,

✐6 ❝❛❧❧❡❞ -❤❡ ♥♦♥✲!0✐✛ ❛♠♣❧✐✜❝❛-✐♦♥ ❢❛❝-♦.✳ ■♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶ ✇❡ ❧✐6- -❤❡ .❡❧❡✈❛♥- ✐♥❢♦.♠❛-✐♦♥ ❢♦. -❤❡

❜❧❡♥❞❡❞ ✐-❡.❛-✐♦♥ ✭✹✳✷✶✮ ♦❢ ❍❇❱▼(k, s) ♠❡-❤♦❞6✳

✹✳✹ ❆❝$✉❛❧ ❜❧❡♥❞❡❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥$❛$✐♦♥

▲❡- ✉6 ♥♦✇ 6❦❡-❝❤ -❤❡ ❜❧❡♥❞❡❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥-❛-✐♦♥ ♦❢ ❍❇❱▼6✱ ✇❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ -♦ ❛ ❣❡♥❡.❛❧✱ ♥♦♥❧✐♥❡❛.

6②6-❡♠✱ ❛❧6♦ ❛♥❛❧②③✐♥❣ ✐-6 ❝♦♠♣❧❡①✐-②✳ ■♥ -❤❡ ❝❛6❡ ♦❢ -❤❡ ✐♥✐-✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♣.♦❜❧❡♠

y′ = f(y), y(0) = y0 ∈ R
m, ✭✹✳✷✽✮



✹✽ ■♠♣❧❡♠❡♥&❛&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ♠❡&❤♦❞-

❋✐❣✉$❡ ✹✳✸✿ ❊✐❣❡♥✈❛❧✉❡/ ♦❢ ♠❛3$✐① X6✳

❋✐❣✉$❡ ✹✳✹✿ ❊✐❣❡♥✈❛❧✉❡/ ♦❢ ♠❛3$✐① X7✳



✹✳✹ ❆❝$✉❛❧ ❜❧❡♥❞❡❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥$❛$✐♦♥ ✹✾

 ❤❡ ♣$❡✈✐♦✉) ❛$❣✉♠❡♥ ) ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡$❛❧✐③❡❞ ✐♥ ❛ ) $❛✐❣❤ ❢♦$✇❛$❞ ✇❛②✱ ❜② ❝♦♥)✐❞❡$✐♥❣  ❤❛ ♥♦✇  ❤❡

✇❡✐❣❤ ✐♥❣ ❢✉♥❝ ✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡)

θ = Is ⊗ Γ−1, ✇✐ ❤ Γ = I − hζJ0 ∈ R
m×m, ✭✹✳✷✾✮

✇❤❡$❡ h ✐)  ❤❡ ) ❡♣)✐③❡✱ ζ ✐)  ❤❡ ♦♣ ✐♠❛❧ ♣❛$❛♠❡ ❡$ )♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥  ❤❡ )❡❝♦♥❞ ❝♦❧✉♠♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶✱ ❛♥❞

J0 ✐)  ❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♦❢ f ❡✈❛❧✉❛ ❡❞ ❛ y0 ✭❝❧❡❛$❧②✱ ✇❡ ❛$❡ )♣❡❛❦✐♥❣ ❛❜♦✉  ❤❡ ✈❡$② ✜$) ) ❡♣ ✐♥  ❤❡

♥✉♠❡$✐❝❛❧ ✐♥ ❡❣$❛ ✐♦♥✮✳

❋$♦♠ ✭✹✳✶✵✮ ❛♥❞ ✭✹✳✶✸✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡  ♦ )♦❧✈❡  ❤❡ ♦✉"❡$✲✐♥♥❡$ ✐ ❡$❛ ✐♦♥ ❞❡)❝$✐❜❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✷ ✭✇❤❡$❡

e ∈ R
k

❞❡♥♦ ❡)  ❤❡ ✉♥✐ ✈❡❝ ♦$✮✳

❚❛❜❧❡ ✹✳✷✿ ❖✉ ❡$✲✐♥♥❡$ ✐ ❡$❛ ✐♦♥ ❢♦$  ❤❡ ❜❧❡♥❞❡❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥ ❛ ✐♦♥ ♦❢ ❍❇❱▼)✳

µ = hζ, Zs = (Xs/ζ)
−1, Hs = hXs, Ts = hIs, Ws = P⊤s Ω

Γ = I − µJ0
θ = Is ⊗ Γ−1 % ❛❝ ✉❛❧❧②,Γ ✐) ❢❛❝ ♦$❡❞ LU

γ̂0 given % ❡✳❣✳✱ γ̂0 = 0

for ℓ = 0, 1, . . .

Y ℓ = e⊗ y0 + Ts ⊗ I γ̂ℓ

f ℓ = f(Y ℓ)

ηℓ = γ̂ℓ −Ws ⊗ I f ℓ % F (γ̂ℓ)

∆ℓ,0 = 0

for r = 0, 1, . . .

if r > 0

zℓ,r = [Is ⊗ J0]∆ℓ,r

tℓ,r = ∆ℓ,r + ηℓ

uℓ,r = [Zs ⊗ I]tℓ,r − µzℓ,r

wℓ,r = tℓ,r − [Hs ⊗ I]zℓ,r

else

uℓ,0 = [Zs ⊗ I]ηℓ

wℓ,0 = ηℓ

end

∆ℓ,r+1 = ∆ℓ,r − θ
[

uℓ,r + θ(wℓ,r − uℓ,r)
]

end ⇒ $❡ ✉$♥) ∆ℓ

γ̂ℓ+1 = γ̂ℓ +∆ℓ

end

▲❡ ✉) ❛♥❛❧②③❡ ✐ ) ❝♦♠♣✉ ❛ ✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐ ②✱ ❜② ❞❡♥♦ ✐♥❣✱ ❛) ✶ ✢♦♣✱ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥ ❛$② ✭❜✐♥❛$②✮

❛❧❣❡❜$❛✐❝ ✢♦❛ ✐♥❣✲♣♦✐♥ ♦♣❡$❛ ✐♦♥✳ ❖♥❡ ♦❜ ❛✐♥)✿



✺✵ ■♠♣❧❡♠❡♥&❛&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ♠❡&❤♦❞-

• Γ✿ ✶ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ❡✈❛❧✉❛-✐♦♥ ♣❧✉/ 2m ✢♦♣# ✭✇❡ ♠✉❧-✐♣❧② -❤❡ ❢✉♥❝-✐♦♥ f(y0) ❜② µ ❜❡❢♦6❡ ❝♦♠♣✉-✐♥❣

✐-/ ❏❛❝♦❜✐❛♥✮❀

• θ✿ 2
3m

3 − 1
2m

2 − 1
6m ✢♦♣# ❢♦6 ❝♦♠♣✉-✐♥❣ -❤❡ LU ❢❛❝-♦6✐③❛-✐♦♥ ♦❢ Γ❀

• Y ℓ
✿ km+ 2ksm ✢♦♣#❀

• f ℓ✿ k ❢✉♥❝-✐♦♥ ❡✈❛❧✉❛-✐♦♥/❀

• ηℓ✿ sm+ 2ksm ✢♦♣#❀

• zℓ,r✿ 2sm2
✢♦♣#❀

• tℓ,r✿ sm ✢♦♣#❀

• uℓ,r✿ 2s2m+ 2sm ✢♦♣#❀

• wℓ,r
✿ 2s2m+ sm ✢♦♣#❀

• ∆ℓ,r+1
✿ 4sm2 + 3sm ✢♦♣#❀

• γ̂ℓ+1
✿ sm ✢♦♣#✳

❈♦♥/❡=✉❡♥-❧②✱ -❤✐/ ❛❧❣♦6✐-❤♠ ❤❛/ ❛ ✜①❡❞ ❝♦♠♣✉-❛-✐♦♥❛❧ ❝♦/- ♦❢ ✶ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ❡✈❛❧✉❛-✐♦♥ ❛♥❞

2
3m

3 −
1
2m

2+ 11
6 m ✢♦♣#✱ ♣❧✉/✱ ❛//✉♠✐♥❣ -❤❛- ν ✐♥♥❡' ✐-❡6❛-✐♦♥/ ❛6❡ ♣❡6❢♦6♠❡❞✱ ❛ ❝♦/- ♦❢ k ❢✉♥❝-✐♦♥ ❡✈❛❧✉❛-✐♦♥/

❛♥❞ 4ksm+ km+ 2sm+ ν(6sm2 + 4s2m+ 7sm) ✢♦♣# ♣❡6 ♦✉)❡' ✐-❡6❛-✐♦♥✳

❚❛❜❧❡ ✹✳✸✿ ◆♦♥❧✐♥❡❛6 ✐-❡6❛-✐♦♥ ❢♦6 -❤❡ ❜❧❡♥❞❡❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥-❛-✐♦♥ ♦❢ ❍❇❱▼/✳

Zs = (Xs/ζ)
−1, Ts = hIs, Ws = P⊤s Ω

Γ = I − (hζ)J0

θ = Is ⊗ Γ−1 % ❛❝-✉❛❧❧②,Γ ✐/ ❢❛❝-♦6❡❞ LU

γ̂0 given % ❡✳❣✳✱ γ̂0 = 0

for ℓ = 0, 1, . . .

Y ℓ = e⊗ y0 + Ts ⊗ I γ̂ℓ

f ℓ = f(Y ℓ)

ηℓ = γ̂ℓ −Ws ⊗ I f ℓ % F (γ̂ℓ)

uℓ = [Zs ⊗ I]ηℓ

∆ℓ = θ
[

θ(uℓ − ηℓ)− uℓ
]

γ̂ℓ+1 = γ̂ℓ +∆ℓ

end

❆ /✐♠♣❧✐✜❡❞ ✭❛♥❞ /♦♠❡-✐♠❡/ ♠♦6❡ ❡✣❝✐❡♥-✮ ♣6♦❝❡❞✉6❡ ✐/ -❤❛- ♦❢ ♣❡6❢♦6♠✐♥❣ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛' ✐-❡6❛-✐♦♥

♦❜-❛✐♥❡❞ ❜② ❡①❡❝✉-✐♥❣ ❡①❛❝-❧② ✶ ✐♥♥❡6 ✐-❡6❛-✐♦♥ ✭✐✳❡✳✱ /❡--✐♥❣ r = 0 ✐♥ -❤❡ ✐♥♥❡6 ❝②❝❧❡ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✷✮

✐♥ -❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣6♦❝❡❞✉6❡✱ -❤✉/ ♦❜-❛✐♥✐♥❣ -❤❡ ❛❧❣♦6✐-❤♠ ❞❡♣✐❝-❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✸✳ ■♥ /✉❝❤ ❛ ❝❛/❡✱ -❤❡

6❡/✉❧-✐♥❣ ❝♦♠♣✉-❛-✐♦♥❛❧ ❝♦/- ✐/ ♦❜-❛✐♥❡❞ ❛/ ❢♦❧❧♦✇/✿



✹✳✺ ❚❤❡ &'✐❛♥❣✉❧❛' .♣❧✐&&✐♥❣ ♣'♦❝❡❞✉'❡ ✺✶

• Γ✿ ✶ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ❡✈❛❧✉❛-✐♦♥ ♣❧✉/ 2m ✢♦♣# ✭✇❡ ♠✉❧&✐♣❧② &❤❡ ❢✉♥❝&✐♦♥ f(y0) ❜② hζ ❜❡❢♦0❡ ❝♦♠♣✉&✐♥❣

✐&2 ❏❛❝♦❜✐❛♥✮❀

• θ✿ 2
3m

3 − 1
2m

2 − 1
6m ✢♦♣# ❢♦0 ❝♦♠♣✉&✐♥❣ &❤❡ LU ❢❛❝&♦0✐③❛&✐♦♥ ♦❢ Γ❀

• Y ℓ
✿ km+ 2ksm ✢♦♣#❀

• f ℓ✿ k ❢✉♥❝&✐♦♥ ❡✈❛❧✉❛&✐♦♥2❀

• ηℓ✿ sm+ 2ksm ✢♦♣#❀

• uℓ✿ 2s2m ✢♦♣#❀

• ∆ℓ
✿ 4sm2 + 2sm ✢♦♣#❀

• γ̂ℓ+1
✿ sm ✢♦♣#✳

❈♦♥2❡<✉❡♥&❧②✱ &❤✐2 ❧❛&&❡0 ❛❧❣♦0✐&❤♠ ❤❛2 ❛ ✜①❡❞ ❝♦♠♣✉&❛&✐♦♥❛❧ ❝♦2& ♦❢ ✶ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ❡✈❛❧✉❛&✐♦♥ ❛♥❞

2
3m

3− 1
2m

2+ 11
6 m ✢♦♣#✱ ♣❧✉2 ❛ ❝♦2& ♦❢ k ❢✉♥❝&✐♦♥ ❡✈❛❧✉❛&✐♦♥2 ❛♥❞ 4sm2+4ksm+2s2m+ km+4sm

✢♦♣# ♣❡0 ✐&❡0❛&✐♦♥✳

✹✳✺ ❚❤❡ &'✐❛♥❣✉❧❛' .♣❧✐&&✐♥❣ ♣'♦❝❡❞✉'❡

❋♦0 &❤❡ ❡✣❝✐❡♥& ✐♠♣❧❡♠❡♥&❛&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ 2✐♠♣❧✐✜❡❞✲◆❡✇&♦♥ ♠❡&❤♦❞✱ ❛❞❞✐&✐♦♥❛❧ ✐&❡0❛&✐✈❡ ♣0♦❝❡❞✉0❡2

❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❧2♦ ❞❡✈✐2❡❞✿ 2♦♠❡ ♦❢ &❤❡♠ ❛0❡ ❜❛2❡❞ ♦♥ 2✉✐&❛❜❧❡ &0✐❛♥❣✉❧❛0 2♣❧✐&&✐♥❣2 ❬✶✱ ✶✼✱ ✺✷✱ ✺✸❪✳

❍♦✇❡✈❡0✱ &❤❡ ✐&❡0❛&✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❬✺✷✱ ✺✸❪✱ ❛2 ✇❡❧❧ ❛2 ✐&2 ♠♦❞✐✜❡❞ ✈❡02✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❬✶❪✱ 0❡2✉❧& &♦ ❜❡

♥♦& ❡✛❡❝&✐✈❡ ❢♦0 ✭✹✳✶✸✮✱ ❞✉❡ &♦ &❤❡ ♣❛0&✐❝✉❧❛0 2&0✉❝&✉0❡ ♦❢ &❤❡ ♠❛&0✐① Xs ✭2❡❡ ✭✷✳✶✸✮✮✳

❚❤❡ ❜❧❡♥❞❡❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥+❛+✐♦♥ ♦❢ ❍❇❱▼✭k, s✮ ♠❡&❤♦❞2✱ ❛2 ❛❧0❡❛❞② 2❤♦✇♥ ✐♥ ❙❡❝&✐♦♥ ✹✳✹✱ &✉0♥2 ♦✉&

♠♦0❡ ❛♣♣0♦♣0✐❛&❡ ❢♦0 2♦❧✈✐♥❣ ✭✹✳✶✸✮✱ ❜✉& ✇❡ ♥♦✇ 2❤❛❧❧ ❞❡2❝0✐❜❡ ❛ ♥❡✇ ♣0♦❝❡❞✉0❡✱ ✐♥&0♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬✾❪✱

❜❛2❡❞ ♦♥ ❛ ♣❛0&✐❝✉❧❛0 &0✐❛♥❣✉❧❛0 2♣❧✐&&✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❡❛02 &♦ ❜❡ ❡✈❡♥ ♠♦0❡ ❢❛✈♦✉0❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ❜❛2✐❝

✐❞❡❛ ✐2 2✐♠✐❧❛0 &♦ &❤❛& ✐♥&0♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬✶✼❪ ❢♦0 &❤❡ ❡✣❝✐❡♥& ✐♠♣❧❡♠❡♥&❛&✐♦♥ ♦❢ ❘❛❞❛✉■■❆ ❝♦❧❧♦❝❛&✐♦♥

♠❡&❤♦❞2✱ ❜✉& &❤❡ ❢0❛♠❡✇♦0❦✱ &❤❡ ❣❡♥❡0❛❧ ❞❡&❛✐❧2 ❛♥❞ 0❡2✉❧&2 ❛0❡ ❝♦♠♣❧❡&❡❧② ❞✐✛❡0❡♥&✳

❲✐&❤ 0❡❢❡0❡♥❝❡ &♦ ✭✹✳✶✸✮✱ ✇❡ &❤❡♥ 2&❛0& ❜② ✐♥&0♦❞✉❝✐♥❣ ❛ 2❡& ♦❢ s ❛✉①✐❧✐❛/② ❛❜#❝✐##❛❡ ✭✇❤♦2❡ ❛❝&✉❛❧

❝❤♦✐❝❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ &❤❡ 2❡<✉❡❧✮✱

c̃1 < · · · < c̃s, ✭✹✳✸✵✮

&❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✭2❡❡ ✭✹✳✻✮✮

γ̃(c) =
s−1∑

j=0

Pj(c)γ̂j , c ∈ R, ✭✹✳✸✶✮

❛♥❞ ❛ ♥❡✇ 2❡& ♦❢ ✭❜❧♦❝❦✮ ✉♥❦♥♦✇♥2✱

γ̃i ≡
s−1∑

j=0

Pj(c̃i)γ̂j , i = 1, . . . , s, ✭✹✳✸✷✮

&❤❛& ❛0❡ &❤❡ ❡✈❛❧✉❛&✐♦♥2 ♦❢ ✭✹✳✸✶✮ ❛& &❤❡ ❛✉①✐❧✐❛0② ❛❜2❝✐22❛❡ ✭✹✳✸✵✮✳ ■♥&0♦❞✉❝✐♥❣ &❤❡ ✭❜❧♦❝❦✮ ✈❡❝&♦0

γ̃ =






γ̃1
✳

✳

✳

γ̃s




 ,



✺✷ ■♠♣❧❡♠❡♥&❛&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ♠❡&❤♦❞-

❛♥❞ #❤❡ ♠❛#'✐①

P̃ = (Pj−1(c̃i) ) ∈ R
s×s, ✭✹✳✸✸✮

✇❡ ❝❛♥ '❡❝❛1# ✭✹✳✸✷✮ ✐♥ ✈❡❝#♦' ❢♦'♠ ❛1

γ̃ = P̃ ⊗ Iγ̂. ✭✹✳✸✹✮

▲❡❢#✲♠✉❧#✐♣❧✐❝❛#✐♦♥ ♦❢ ✭✹✳✶✸✮ ❜② P̃ ⊗ I✱ ❛❧❧♦✇1 #♦ '❡❝❛1# #❤❡ ♣'♦❜❧❡♠ ✐♥ #❡'♠1 ♦❢ γ̃ ❛1✿

M̃0∆̃
ℓ ≡ [I − hÃ⊗ J0]∆̃ℓ = ηℓ, γ̃ℓ+1 = γ̃ℓ + ∆̃ℓ, ℓ = 0, 1, . . . , ✭✹✳✸✺✮

✇❤❡'❡

Ã = P̃XsP̃−1, ∆̃ℓ = P̃ ⊗ I∆ℓ, ηℓ = −P̃ ⊗ IF (P̃−1 ⊗ Iγ̃ℓ).

❘❡♠❛$❦ ✹✳✺✳✶✳ ❲❡ "#$❡"" #❤❛# #❤❡ ♠❛#$✐① Ã ✐" ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥# ♦❢ k✱ ❜✉# ✐# ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞" ♦♥ s ✇❤❛#❡✈❡$
✐" k ≥ s✳ ❈♦♥"❡8✉❡♥#❧② #❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♣♣$♦❛❝❤ ❛♣♣❧✐❡" ❛❧"♦ ✐♥ #❤❡ ♣❛$#✐❝✉❧❛$ ❝❛"❡ ♦❢ k = s✱ #❤❛# ✐"✱
#♦ #❤❡ s✲"#❛❣❡ ●❛✉"" ♠❡#❤♦❞✳

❲✐#❤ #❤❡1❡ ♣'❡♠✐1❡1✱ #❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ #❤❡ ❛✉①✐❧✐❛'② ❛❜1❝✐11❛❡ ✭✹✳✸✵✮ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ 1✉❝❤ ❛ ✇❛② #❤❛#

#❤❡ ♠❛#'✐① Ã ✐♥ ✭✹✳✸✺✮ ❝❛♥ ❜❡ ❢❛❝#♦'❡❞ ❛1

Ã = L̃Ũ , ✭✹✳✸✻✮

✇✐#❤ Ũ ✉♣♣❡' #'✐❛♥❣✉❧❛' ✇✐#❤ ✉♥✐# ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡♥#'✐❡1✱ ❛♥❞ L̃ ❧♦✇❡' #'✐❛♥❣✉❧❛' ✇✐#❤ ❝♦♥"#❛♥# ❞✐❛❣♦♥❛❧

❡♥#'✐❡1✳ ■♥ 1✉❝❤ ❛ ❝❛1❡✱ ❜② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ #❤❡ ❛♣♣'♦❛❝❤ ♦❢ ✈❛♥ ❞❡' ❍♦✉✇❡♥ ❡# ❛❧✳ ❬✺✷✱ ✺✸❪✱ ✇❡ '❡♣❧❛❝❡ #❤❡

✐#❡'❛#✐♦♥ ✭✹✳✸✺✮ ✇✐#❤ #❤❡ ✐♥♥❡$✲♦✉#❡$ ✐#❡$❛#✐♦♥

[

I − hL̃⊗ J0
]

∆̃ℓ,r+1 = hL̃(Ũ − I)⊗ J0∆̃ℓ,r + ηℓ, r = 0, 1, . . . , µ− 1,

✭✹✳✸✼✮

γ̃ℓ+1 = γ̃ℓ + ∆̃ℓ,µ, ℓ = 0, 1, . . . .

■♥ ♣❛'#✐❝✉❧❛'✱ 1✐♥❝❡ ∆̃ℓ,0 = 0✱ #❤❡ ❝❤♦✐❝❡ µ = 1 ❝♦''❡1♣♦♥❞1 #♦ #❤❡ ❛♣♣'♦❛❝❤ ✉1❡❞ ❜② ✈❛♥ ❞❡'

❍♦✉✇❡♥ ❡# ❛❧✳ #♦ ❞❡✈✐1❡ J❚■❘❑ ♠❡#❤♦❞1 ❬✺✷❪✱ ✇❤❡'❡❛1✱ ❜② ❝❤♦♦1✐♥❣ µ ❧❛'❣❡ ❡♥♦✉❣❤ #♦ ♦❜#❛✐♥ ❢✉❧❧

❝♦♥✈❡'❣❡♥❝❡ ♦❢ #❤❡ ✐♥♥❡'✲✐#❡'❛#✐♦♥ ✭#❤❡ ♦♥❡ ♦♥ r✮✱ ♦♥❡ ❤❛1 #❤❛# #❤❡ ♦✉#❡' ✐#❡'❛#✐♦♥ ✐1 ❡N✉✐✈❛❧❡♥# #♦

✭✹✳✸✺✮✳ ❈❧❡❛'❧②✱ ❛❧❧ #❤❡ ✐♥#❡'♠❡❞✐❛#❡ ♣♦11✐❜✐❧✐#✐❡1 ❝❛♥ ❜❡ 1✉✐#❛❜❧② ❝♦♥1✐❞❡'❡❞✳ ❆❢#❡' #❤❡ ❝♦♥✈❡'❣❡♥❝❡

♦❢ ✭✹✳✸✼✮✱ #❤❡ ♥❡✇ ❛♣♣'♦①✐♠❛#✐♦♥ ✐1 ❝♦♠♣✉#❡❞ ❛1 ✐♥ ✭✹✳✽✮✱ ✇❤❡'❡ γ̂0 ✐1 '❡#'✐❡✈❡❞ ❢'♦♠ ✭✹✳✸✹✮✳

❲❡ ♦❜1❡'✈❡ #❤❛#✱ 1✐♥❝❡ #❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡♥#'✐❡1 ♦❢ #❤❡ ❢❛❝#♦' L̃ ❛'❡ ❛❧❧ ❡N✉❛❧ #♦ ❛ ❣✐✈❡♥ ✈❛❧✉❡✱ 1❛② ds✱
#❤❡♥✱ ❢♦' ♣❡'❢♦'♠✐♥❣ #❤❡ ✐♥♥❡'✲♦✉#❡' ✐#❡'❛#✐♦♥ ✭✹✳✸✼✮ ♦♥❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞1 #♦ ❢❛❝#♦'✐③❡ #❤❡ ♠❛#'✐①

I − hdsJ0 ∈ R
m×m, ✭✹✳✸✽✮

❤❛✈✐♥❣ #❤❡ 1❛♠❡ 1✐③❡ ❛1 #❤❛# ♦❢ #❤❡ ❝♦♥#✐♥✉♦✉1 ♣'♦❜❧❡♠ ✭✹✳✷✽✮✳

❘❡♠❛$❦ ✹✳✺✳✷✳ ❆❝#✉❛❧❧②✱ ✐♥ ❛ ❝♦♠♣✉#❛#✐♦♥❛❧ ❝♦❞❡ #❤✐" ♠❛#$✐① ❝❛♥ ❜❡ ❦❡♣# ❝♦♥"#❛♥# ✉♥#✐❧ ♦♥❡ ♥❡❡❞" #♦

❝♦♠♣✉#❡ ❛❣❛✐♥ #❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛#$✐① J0 ❛♥❞✴♦$ #♦ ❝❤♦♦"❡ ❛ ❞✐✛❡$❡♥# "#❡♣"✐③❡ h✳ ❍❡$❡✱ ✇❡ ❞❡❧✐❜❡$❛#❡❧②
❞♦ ♥♦# #❛❦❡ ✐♥#♦ ❛❝❝♦✉♥# #❤✐" ✐""✉❡✱ ✇❤✐❝❤ $❡8✉✐$❡" ❛ ❢✉$#❤❡$ ❛♥❛❧②"✐" ✭"❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❬✷✾❪ ❢♦$ #❤❡ ❝♦❞❡

❞❡"❝$✐❜❡❞ ✐♥ ❬✷✽❪✮✳ ❈♦♥"❡8✉❡♥#❧② ✐♥ #❤❡ ♥✉♠❡$✐❝❛❧ #❡"#" ✇❡ "❤❛❧❧ ✉"❡ ❛ ❝♦♥"#❛♥# "#❡♣"✐③❡ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛#❡

#❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛#$✐① ❛# ❡❛❝❤ ✐♥#❡❣$❛#✐♦♥ "#❡♣✳

❈♦♥❝❡'♥✐♥❣ ds #❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ '❡1✉❧# ❤♦❧❞1 #'✉❡✳



✹✳✺ ❚❤❡ &'✐❛♥❣✉❧❛' .♣❧✐&&✐♥❣ ♣'♦❝❡❞✉'❡ ✺✸

❚❤❡♦$❡♠ ✹✳✺✳✶✳ ❆!!✉♠❡ %❤❛% %❤❡ ❢❛❝%♦+✐③❛%✐♦♥ ✭✹✳✸✻✮ ✐! ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ %❤❛% %❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡♥%+✐❡! ♦❢

%❤❡ ❢❛❝%♦+ L̃ ❛+❡ ❛❧❧ ❡9✉❛❧ %♦ ds✳ ❚❤❡♥✱ ✇✐%❤ +❡❢❡+❡♥❝❡ %♦ ✭✷✳✽✮✱ ♦♥❡ ❤❛!✿

ds =







s

√
∏ s

2

i=1 ξ
2
2i−1, ✐❢ s ✐! ❡✈❡♥✱

s

√

1
2

∏⌊ s
2
⌋

i=1 ξ
2
2i, ✐❢ s ✐! ♦❞❞✳

✭✹✳✸✾✮

A+♦♦❢✳ ❙✐♥❝❡✱ ❜② ❤②♣♦1❤❡2✐2 ✭✹✳✸✻✮ ❤♦❧❞2 16✉❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡

det(Xs) = det(P̃XsP̃−1) = det(Ã) = det(L̃Ũ) = det(L̃) = dss,

2✐♥❝❡ ❜♦1❤ Ũ ❛♥❞ L̃ ❛6❡ 16✐❛♥❣✉❧❛6 ♠❛16✐① ❛♥❞ Ũ ❤❛2 ✉♥✐1 ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡♥16✐❡2 ✇❤❡6❡❛2 1❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧

❡♥16✐❡2 ♦❢ L̃ ❛6❡ ❛❧❧ ❡?✉❛❧ 1♦ ds✳ ❈♦♥2❡?✉❡♥1❧②

ds =
s
√

det(Xs),

❛♥❞ ✭✹✳✸✾✮ ❢♦❧❧♦✇2 ❢6♦♠ ▲❡♠♠❛ ✷✳✷✳✶✳

❇② ✈✐61✉❡ ♦❢ 1❤❡ ♣6❡✈✐♦✉2 6❡2✉❧1✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♠♣✉1❡❞ 1❤❡ ❛✉①✐❧✐❛6② ❛❜2❝✐22❛❡ ✭✹✳✸✵✮ ❜② 2②♠❜♦❧✐❝❛❧❧②

2♦❧✈✐♥❣ 1❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ 2❡1 ♦❢ ❡?✉❛1✐♦♥2✱ ✇❤✐❝❤ ✐2 ❡?✉✐✈❛❧❡♥1 1♦ 6❡?✉✐6✐♥❣ 1❤❛1 L̃ ❤❛2 ❝♦♥21❛♥1 ❞✐❛❣♦♥❛❧

❡♥16✐❡2✿

det(Ãℓ+1) = ds det(Ãℓ), ℓ = 1, . . . , s− 1, ✭✹✳✹✵✮

✇❤❡6❡ Ãℓ ❞❡♥♦1❡2 1❤❡ ♣6✐♥❝✐♣❛❧ ❧❡❛❞✐♥❣ 2✉❜♠❛16✐① ♦❢ ♦6❞❡6 ℓ ♦❢ Ã ❛♥❞ ds ✐2 ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✹✳✸✾✮✳

❲❡ ♦❜2❡6✈❡ 1❤❛1 1❤❡ ❛✉①✐❧✐❛6② ❛❜2❝✐22❛❡ ✭✹✳✸✵✮ ❛6❡ s ✇❤❡6❡❛2 1❤❡ ❛❧❣❡❜6❛✐❝ ❝♦♥❞✐1✐♦♥2 ✭✹✳✹✵✮ ❛6❡

s− 1✳ ❚❤✐2 ♠❡❛♥2 1❤❛1 ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣6❡22 s− 1 ❛❜2❝✐22❛❡ ❛2 ❛ ❢✉♥❝1✐♦♥ ♦❢ 1❤❡ 6❡♠❛✐♥✐♥❣ ❢+❡❡ ❛❜!❝✐!!❛✳

❲❡ 2❤❛❧❧ ❝❤♦♦2❡ 2✉❝❤ ❢6❡❡ ❛❜2❝✐22❛ ✐♥ ♦6❞❡6 1♦ ♦♣1✐♠✐③❡ 1❤❡ ❝♦♥✈❡6❣❡♥❝❡ ♣6♦♣❡61✐❡2 ♦❢ 1❤❡ ✐1❡6❛1✐♦♥✳

❚♦ 1❤✐2 ❡♥❞✱ ❛❝❝♦6❞✐♥❣ 1♦ ❛ ❧✐♥❡❛6 ❛♥❛❧②2✐2 ♦❢ ❝♦♥✈❡6❣❡♥❝❡ 2✐♠✐❧❛6 1♦ 1❤❛1 ❞♦♥❡ ✐♥ ❙❡❝1✐♦♥ ✹✳✸✱ ✇❡

❛♣♣❧② 1❤❡ 2♣❧✐11✐♥❣ ♣6♦❝❡❞✉6❡ ✭✹✳✸✼✮ 1♦ 1❤❡ 1❡21 ❡?✉❛1✐♦♥ ✭✹✳✶✺✮✳ ❙✐♥❝❡ 1❤❡ ♣6♦❜❧❡♠ ✐2 ❧✐♥❡❛6✱ 1❤❡

✐1❡6❛1✐♦♥ ✭✹✳✸✼✮ ❝♦♥2✐212 ✐♥ 2♦❧✈✐♥❣ ♦♥❧② 1❤❡ ✐♥♥❡6 ✐1❡6❛1✐♦♥ ✭1❤❡ ♦♥❡ ✇✐1❤ ✐♥❞❡① r✮✱ 2♦ 1❤❛1 ✇❡ ❝❛♥

2❦✐♣ 1❤❡ ✐♥❞❡① ℓ ♦❢ 1❤❡ ♦✉1❡6 ✐1❡6❛1✐♦♥✳ ❇② 2❡11✐♥❣✱ ❛2 ✐2 ✉2✉❛❧✱ q = hλ ♦♥❡ ♦❜1❛✐♥2 1❤❛1 1❤❡ ❡66♦6

❡?✉❛1✐♦♥ ❛22♦❝✐❛1❡❞ ✇✐1❤ ✭✹✳✸✼✮ ✐2 ❣✐✈❡♥ ❜②

er+1 = q(I − qL̃)−1L̃(Ũ − I)er ≡ Z(q)er, r = 0, 1, . . . , µ− 1, ✭✹✳✹✶✮

✇❤❡6❡ er ✐2 1❤❡ ❡66♦6 ✈❡❝1♦6 ❛1 21❡♣ r ✭2❡❡ ✭✹✳✷✷✮✮✱ ❛♥❞ Z(q) ✐2 1❤❡ ✐1❡6❛1✐♦♥ ♠❛16✐① ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② 1❤❡

2♣❧✐11✐♥❣ ♣6♦❝❡❞✉6❡✳ ❚❤✐2 ❧❛11❡6 ✇✐❧❧ ❝♦♥✈❡6❣❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ 1❤❡ 2♣❡❝16❛❧ 6❛❞✐✉2 ♦❢ Z(q)✱ ρ(q)✱ ✐2 ❧❡22

1❤❛♥ ✶✳ ❆❝❝♦6❞✐♥❣ 1♦ 1❤❡ ❞❡✜♥✐1✐♦♥2 ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝1✐♦♥ ✹✳✸✱ ✐♥ ♦✉6 ❝❛2❡✱ 2✐♥❝❡

Z(q)→ (I − Ũ), q →∞,

✇❤✐❝❤ ✐2 ❛ ♥✐❧♣♦1❡♥1 ♠❛16✐① ♦❢ ✐♥❞❡① s✱ 1❤❡ ✐1❡6❛1✐♦♥ ✐2 L✲❝♦♥✈❡6❣❡♥1 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐1 ✐2 A✲❝♦♥✈❡6❣❡♥1✳

❙✐♥❝❡ 1❤❡ ✐1❡6❛1✐♦♥ ✐2 ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦6 ❛❧❧ q ∈ C
−

✭❞✉❡ 1♦ 1❤❡ ❢❛❝1 1❤❛1 1❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡♥16✐❡2 ♦❢ L̃ ❛6❡

❛❧❧ ❡?✉❛❧ 1♦ ds✱ ✇❤✐❝❤ ✐2 ❛ ♣♦2✐1✐✈❡ ♥✉♠❜❡6 ❛2 2❤♦✇♥ ✐♥ ✭✹✳✸✾✮✮ ❛♥❞ ρ(0) = 0✱ ❢6♦♠ 1❤❡ ♠❛①✐♠✉♠✲

♠♦❞✉❧✉2 1❤❡♦6❡♠ ✐1 ❢♦❧❧♦✇2 ✐♠♠❡❞✐❛1❡❧② 1❤❛1 A✲❝♦♥✈❡6❣❡♥❝❡ ✐2✱ ✐♥ 1✉6♥✱ ❡?✉✐✈❛❧❡♥1 1♦ 6❡?✉✐6❡ 1❤❛1

1❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♠♣❧✐✜❝❛%✐♦♥ ❢❛❝%♦+ ♦❢ 1❤❡ ✐1❡6❛1✐♦♥✱

ρ∗ = max
x∈R

ρ(ix), ✭✹✳✹✷✮

✐2 ♥♦1 ❧❛6❣❡6 1❤❛♥ ✶✳ ❙✐♠✐❧❛6❧② 1♦ ✇❤❛1 2❡❡♥ ❢♦6 1❤❡ ❜❧❡♥❞❡❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥1❛1✐♦♥✱ 1❤❡ ♥♦♥✲!%✐✛ ❛♠♣❧✐✜❝❛✲

%✐♦♥ ❢❛❝%♦+✱ ✇❤✐❝❤ ✐2 ♥♦✇ ❣✐✈❡♥ ❜②

ρ̃ = ρ(L̃(Ũ − I)), ✭✹✳✹✸✮



✺✹ ■♠♣❧❡♠❡♥&❛&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ♠❡&❤♦❞-

❣♦✈❡$♥& '❤❡ ❝♦♥✈❡$❣❡♥❝❡ ♦❢ '❤❡ ✐'❡$❛'✐♦♥ ❢♦$ &♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡& ♦❢ q✱ &✐♥❝❡

ρ(q) ≈ ρ̃|q|, ❢♦$ q ≈ 0.

❈♦♥&❡2✉❡♥'❧②✱ '❤❡ &♠❛❧❧❡$ ρ∗ ❛♥❞ ρ̃✱ '❤❡ ❜❡''❡$ '❤❡ ❝♦♥✈❡$❣❡♥❝❡ ♣$♦♣❡$'✐❡& ♦❢ '❤❡ ✐'❡$❛'✐♦♥✳ ❋♦$ '❤✐&

$❡❛&♦♥✱ ✇❡ ❝❤♦♦&❡ '❤❡ ❢$❡❡ ❛✉①✐❧✐❛$② ❛❜&❝✐&&❛ ✐♥ ♦$❞❡$ '♦ ✭❛♣♣$♦①✐♠❛'❡❧②✮ ♠✐♥✐♠✐③❡ '❤❡ ♠❛①✐♠✉♠

❛♠♣❧✐✜❝❛'✐♦♥ ❢❛❝'♦$ ρ∗ ♦❢ '❤❡ ✐'❡$❛'✐♦♥ ✭&❡❡ ✭✹✳✹✷✮✮✱ ✇❤✐❧❡ ❢✉❧✜❧❧✐♥❣ '❤❡ ❝♦♥❞✐'✐♦♥& ✭✹✳✹✵✮✳

■♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✹ ✇❡ ❧✐&' '❤❡ ♦❜'❛✐♥❡❞ ✈❛❧✉❡& ❢♦$ '❤❡ ❛✉①✐❧✐❛$② ❛❜&❝✐&&❛❡ ✭✹✳✸✵✮ ❛♥❞ '❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡♥'$②

ds ♦❢ '❤❡ ❝♦$$❡&♣♦♥❞✐♥❣ ❢❛❝'♦$ L̃ ✭&❡❡ ✭✹✳✸✾✮✮✱ ❢♦$ ❛ ❣❡♥❡$✐❝ ❍❇❱▼✭k, s✮ ✇✐'❤ k ≥ s ❛♥❞ s = 2, . . . , 6✳
❖♥❡ ❝❛♥ &❡❡ '❤❛' ✐♥ ❛❧❧ ❝❛&❡& '❤❡ ❛❜&❝✐&&❛❡ ❛$❡ ❞✐&'✐♥❝' ❛♥❞ ✐♥&✐❞❡ '❤❡ ✐♥'❡$✈❛❧ [0, 1].

❲❡ ❡♠♣❤❛&✐③❡ '❤❛'✱ ❢♦$ ❛ ❣✐✈❡♥ s✱ '❤❡ ❞✐&'$✐❜✉'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ❛✉①✐❧✐❛$② ❛❜&❝✐&&❛❡ {c̃i} ❛♥❞ '❤❡ ❢❛❝✲

'♦$✐③❛'✐♦♥ ✭✹✳✸✻✮ ♦❢ '❤❡ ♠❛'$✐① Ã ❛$❡ ❜♦'❤ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥' ♦❢ k✳ ❈♦♥&❡2✉❡♥'❧②✱ ✇❤❡♥ ♦♥❡ ✐& ❣♦✐♥❣ '♦

✐♠♣❧❡♠❡♥' '❤✐& ❝❧❛&& ♦❢ ♠❡'❤♦❞&✱ ✐' ✐& ♣♦&&✐❜❧❡ '♦ ❝♦♥❥❡❝'✉$❡ ❛ ♣$♦❝❡❞✉$❡ '♦ ❛❞✈❛♥❝❡ '❤❡ '✐♠❡ '❤❛'

❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② &❡❧❡❝'& '❤❡ ♠♦&' ❛♣♣$♦♣$✐❛'❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ k✳ ■♥ &♦ ❞♦✐♥❣✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ '❤❡ &♣❡❝✐✜❝ ♣$♦❜❧❡♠

❛' ❤❛♥❞ ❛♥❞ '❤❡ ❝♦♥✜❣✉$❛'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ &②&'❡♠ ❛' '❤❡ ❣✐✈❡♥ '✐♠❡✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❡❛&✐❧② &✇✐'❝❤✱ ❤❛✈✐♥❣ ✜①❡❞

s✱ ❢$♦♠ ❛ &②♠♣❧❡❝'✐❝ ♠❡'❤♦❞ ✭❝❤♦♦&✐♥❣ k = s ✭●❛✉&& ♠❡'❤♦❞✮✮ '♦ ❛♥ ❡♥❡$❣② ♣$❡&❡$✈✐♥❣ ♦♥❡ ✭❝❤♦♦&✐♥❣

k > s✮✳
❋♦$ &❛❦❡ ♦❢ ❝♦♠♣❛$✐&♦♥✱ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✺ ✇❡ ❧✐&' '❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♠♣❧✐✜❝❛'✐♦♥ ❢❛❝'♦$& ❛♥❞ '❤❡ ♥♦♥&'✐✛

❛♠♣❧✐✜❝❛'✐♦♥ ❢❛❝'♦$& ❢♦$ '❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ L✲❝♦♥✈❡$❣❡♥' ✐'❡$❛'✐♦♥& ❛♣♣❧✐❡❞ '♦ '❤❡ s✲&'❛❣❡ ●❛✉&&✲▲❡❣❡♥❞$❡

♠❡'❤♦❞&✿

✭✐✮ '❤❡ ✐'❡$❛'✐♦♥ ♦❜'❛✐♥❡❞ ❜② '❤❡ ♦$✐❣✐♥❛❧ '$✐❛♥❣✉❧❛$ &♣❧✐''✐♥❣ ✐♥ ❬✺✷❪❀

✭✐✐✮ '❤❡ ✐'❡$❛'✐♦♥ ♦❜'❛✐♥❡❞ ❜② '❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ '$✐❛♥❣✉❧❛$ &♣❧✐''✐♥❣ ✐♥ ❬✶❪❀

✭✐✐✐✮ '❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛$ ✐'❡$❛'✐♦♥ ♦❜'❛✐♥❡❞ ❜② '❤❡ ❜❧❡♥❞❡❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥(❛(✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ♠❡'❤♦❞&✱ ❛& ❞❡✜♥❡❞ ✐♥

❚❛❜❧❡ ✹✳✸❀

✭✐✈✮ '❤❡ ✐'❡$❛'✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✭✹✳✸✼✮✳

❲❡ $❡❝❛❧❧ '❤❛' '❤❡ &❝❤❡♠❡ ✭✐✮ ✭✜$&' ❝♦❧✉♠♥✮ $❡2✉✐$❡& s $❡❛❧ ❢❛❝'♦$✐③❛'✐♦♥& ♣❡$ ✐'❡$❛'✐♦♥✱ ✇❤❡$❡❛&

✭✐✐✮✕✭✐✈✮ ♦♥❧② ♥❡❡❞ ♦♥❡ ❢❛❝'♦$✐③❛'✐♦♥ ♣❡$ ✐'❡$❛'✐♦♥✱ ♦❢ ❛ ♠❛'$✐① ❤❛✈✐♥❣ '❤❡ &❛♠❡ &✐③❡ ❛& '❤❛' ♦❢ '❤❡

❝♦♥'✐♥✉♦✉& ♣$♦❜❧❡♠✳ ❋$♦♠ '❤❡ ♣❛$❛♠❡'❡$& ❧✐&'❡❞ ✐♥ '❤❡ '❛❜❧❡✱ ♦♥❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡& '❤❛' '❤❡ ♣$♦♣♦&❡❞

&♣❧✐''✐♥❣ ♣$♦❝❡❞✉$❡ ✐& '❤❡ ♠♦&' ❡✛❡❝'✐✈❡ ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ '❤❡ ❝♦♥&✐❞❡$❡❞ ♦♥❡&✳

❘❡♠❛$❦ ✹✳✺✳✸✳ ❋♦, -❛❦❡ ♦❢ ❛❝❝✉,❛❝②✱ ✇❡ -(,❡-- (❤❛(✱ ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐(❤ (❤❡ ❛❝(✉❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥(❛(✐♦♥

♦❢ ❍❇❱▼(k, s) ♠❡(❤♦❞-✱ ♦♥❧② (❤❡ ❜❧❡♥❞❡❞ ✐(❡,❛(✐♦♥ ❛♥❞ (❤❡ ♦♥❡ ❞❡-❝,✐❜❡❞ ✐♥ ✭✹✳✸✼✮ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥-✐❞❡,❡❞✱

✇❤❡,❡❛- (❤❡ (,✐❛♥❣✉❧❛, -♣❧✐((✐♥❣ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❬✺✷❪ ❛♥❞ ✐(- ♠♦❞✐✜❡❞ ✈❡,-✐♦♥ ❬✶❪ (✉,♥ ♦✉( (♦ ❜❡ ♥♦( ❡✛❡❝(✐✈❡✱

❛- ✇❛- ♣♦✐♥(❡❞ ♦✉( ❛( (❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ (❤✐- -❡❝(✐♦♥✳ ❈♦♥-❡J✉❡♥(❧②✱ ✐♥ -✉❝❤ ❛ ❝❛-❡✱ ♦♥❡ ❤❛- (♦ ❝♦♥-✐❞❡,

♦♥❧② (❤❡ ❧❛-( (✇♦ ❣,♦✉♣- ♦❢ ❝♦❧✉♠♥- ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✺✳

✹✳✺✳✶ ❆✈❡'❛❣❡❞ ❛♠♣❧✐✜❝❛1✐♦♥ ❢❛❝1♦'5

❚❤❡ ♣$❡✈✐♦✉& ❛♠♣❧✐✜❝❛'✐♦♥ ❢❛❝'♦$& ♠❡❛&✉$❡ '❤❡ ❛&②♠♣'♦'✐❝ &♣❡❡❞ ♦❢ ❝♦♥✈❡$❣❡♥❝❡ ✇❤❡♥ ❛♥ ✐♥✜♥✐'❡

♥✉♠❜❡$ ♦❢ ✐'❡$❛'✐♦♥& ✐& ♣❡$❢♦$♠❡❞✳ ■♥ '❤❡ ❝♦♠♣✉'❛'✐♦♥❛❧ ♣$❛❝'✐❝❡✱ ❤♦✇❡✈❡$✱ ♦♥❧② ❛ &♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡$ ♦❢

✐'❡$❛'✐♦♥& ✐& ✉&✉❛❧❧② ♣❡$❢♦$♠❡❞✳ ❋♦$ '❤✐& $❡❛&♦♥✱ ✐' ✐& ✉&❡❢✉❧ ❛❧&♦ '♦ ❝❤❡❝❦ '❤❡ ❛✈❡,❛❣❡❞ ❛♠♣❧✐✜❝❛(✐♦♥

❢❛❝(♦,- ♦✈❡$ µ ✐'❡$❛'✐♦♥&✱ ♠❡❛&✉$✐♥❣ '❤❡ ✏❛✈❡$❛❣❡✑ ❝♦♥✈❡$❣❡♥❝❡ ✇❤❡♥ µ ✐♥♥❡$ ✐'❡$❛'✐♦♥& ❛$❡ ♣❡$❢♦$♠❡❞✳

❚❤❡② ❛$❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛& ❢♦❧❧♦✇&✿

ρ∗µ = sup
x∈R

µ
√

‖Z(ix)µ‖, ρ̃µ =
µ

√
∥
∥
∥

[

L̃(Ũ − I)
]µ∥∥
∥, ρ∞µ =

µ

√

‖(Ũ − I)µ‖, ✭✹✳✹✹✮



✹✳✺ ❚❤❡ &'✐❛♥❣✉❧❛' .♣❧✐&&✐♥❣ ♣'♦❝❡❞✉'❡ ✺✺

❚❛❜❧❡ ✹✳✹✿ ❆✉①✐❧✐❛,② ❛❜.❝✐..❛❡ ✭✹✳✸✵✮ ❢♦, 6❤❡ ❍❇❱▼(k, s) ❛♥❞ s✲.6❛❣❡ ●❛✉.. ♠❡6❤♦❞✱ s = 2, . . . , 6✱
❛♥❞ 6❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡♥6,② ds ✭.❡❡ ✭✹✳✸✾✮✮ ♦❢ 6❤❡ ❝♦,,❡.♣♦♥❞✐♥❣ ❢❛❝6♦, L̃✳

s = 2

c̃1 ✵✳✷✻✵✸✻✷✾✼✶✵✽✶✽✹✺✵✽✼✽✾✶✵✶✵✸✻✺✽✼✽✹✷✺✺✺

c̃2 ✶

d2 ✵✳✷✽✽✻✼✺✶✸✹✺✾✹✽✶✷✽✽✷✷✺✹✺✼✹✸✾✵✷✺✵✾✼✽✼✸

s = 3

c̃1 ✵✳✶✺✻✸✻✸✾✾✾✸✵✵✵✻✻✼✶✵✻✵✶✹✻✻✶✼✽✻✾✾✸✽✶✷✷

c̃2 ✵✳✹✺✹✸✶✽✻✽✻✹✹✻✸✵✽✷✶✵✷✵✶✼✼✾✵✸✶✺✵✶✸✼✺✷✸

c̃3 ✵✳✾✹✽

d3 ✵✳✷✵✷✼✹✵✵✻✻✺✶✾✶✶✸✸✸✾✹✾✻✻✶✹✽✸✸✷✺✼✾✷✻✼✺

s = 4

c̃1 ✵✳✶✶✵✵✹✽✹✸✷✺✼✵✺✻✶✷✸✹✻✽✻✶✹✺✵✷✻✾✶✾✽✽✵✼✺

c̃2 ✵✳✸✶✺✽✽✻✽✾✶✸✾✼✵✺✸✾✽✻✽✸✾✽✵✵✻✺✼✷✹✾✽✶✹✸✻

c̃3 ✵✳✺✸✶✶✹✻✻✽✷✽✻✻✸✾✼✾✻✺✽✼✸✺✶✾✶✼✼✺✵✷✼✹✼✵✺

c̃4 ✵✳✽✽✹

d4 ✵✳✶✺✻✶✾✻✾✾✻✽✹✻✵✶✷✼✾✵✵✺✹✸✵✹✶✻✺✷✻✽✼✺✺✼✼

s = 5

c̃1 ✵✳✵✽✹✷✷✶✼✽✹✹✸✹✻✶✷✸✷✵✽✽✹✶✽✺✺✹✶✻✵✵✾✸✹✷✶✽

c̃2 ✵✳✷✹✽✻✶✽✺✷✵✺✽✽✺✻✷✵✶✽✵✺✶✽✶✶✼✼✾✵✷✷✷✾✸✾✹✹

c̃3 ✵✳✹✶✸✼✷✺✷✻✽✽✶✺✷✷✵✾✺✻✹✶✺✹✾✽✻✹✸✸✵✷✶✹✺✷✽✹

c̃4 ✵✳✺✽✼✵✾✽✼✹✽✾✼✶✽✼✼✶✶✻✵✸✵✽✽✷✹✸✻✼✺✶✾✻✷✸✽✹

c̃5 ✵✳✾✸✸✽

d5 ✵✳✶✷✼✵✷✸✸✼✸✺✶✶✻✹✷✺✽✾✻✸✵✾✸✹✾✵✼✽✼✾✹✸✷✽✶

s = 6

c̃1 ✵✳✷✵✾✽✺✼✼✹✶✾✻✷✻✸✻✺✼✻✸✵✸✺✻✶✶✹✵✹✶✼✺✼✼✷✹

c̃2 ✵✳✸✻✽✶✻✼✽✻✸✺✽✶✺✷✺✻✸✻✼✶✺✷✻✸✵✷✻✾✽✼✾✼✾✵✽

c̃3 ✵✳✸✾✻✵✼✸✷✽✷✷✸✻✸✺✹✼✷✹✵✶✾✷✶✾✺✶✶✹✵✸✾✵✷✶✸

c̃4 ✵✳✻✷✼✽✸✺✷✶✵✾✶✼✽✵✹✻✵✽✺✽✹✼✻✸✷✻✾✸✾✺✵✷✵✹✻

c̃5 ✵✳✵✹✺✽✵✸✵✼✷✷✼✶✸✽✸✻✹✸✾✶✺✹✵✼✻✼✸✶✵✻✶✶✼✶✼

c̃6 ✵✳✾✹✷✷✺

d6 ✵✳✶✵✼✵✷✽✹✺✹✼✽✽✵✻✺✵✾✺✷✾✷✷✷✽✾✵✾✽✶✾✾✻✵✶✾



✺✻ ■♠♣❧❡♠❡♥&❛&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ♠❡&❤♦❞-

❚❛❜❧❡ ✹✳✺✿ ❆♠♣❧✐✜❝❛/✐♦♥ ❢❛❝/♦34 ❢♦3 /❤❡ /3✐❛♥❣✉❧❛3 4♣❧✐//✐♥❣ ✐♥ ❬✺✷❪✱ /❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ /3✐❛♥❣✉❧❛3 4♣❧✐//✐♥❣

✐♥ ❬✶❪✱ /❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛3 ✐/❡3❛/✐♦♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✸ ❛♥❞ /❤❡ 4♣❧✐//✐♥❣ ✭✹✳✸✼✮✱ ❢♦3 /❤❡ s✲4/❛❣❡ ●❛✉44✲▲❡❣❡♥❞3❡
❢♦3♠✉❧❛❡✳ ❚❤❡ ❧❛4/ /✇♦ ❝❛4❡4 ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐/❤ /❤♦4❡ ❢♦3 /❤❡ ❍❇❱▼(k, s) ♠❡/❤♦❞4✱ k ≥ s✳

✭✐✮✿ /3✐❛♥❣✉❧❛3 ✭✐✐✮✿ /3✐❛♥❣✉❧❛3 ✭✐✐✐✮✿ ❜❧❡♥❞❡❞ ✭✐✈✮✿ /3✐❛♥❣✉❧❛3

4♣❧✐//✐♥❣ ✐♥ ❬✺✷❪ 4♣❧✐//✐♥❣ ✐♥ ❬✶❪ ✐/❡3❛/✐♦♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✸ 4♣❧✐//✐♥❣ ✭✹✳✸✼✮

s ρ∗ ρ̃ ρ∗ ρ̃ ρ∗ ρ̃ ρ∗ ρ̃

✷ ✵✳✶✹✷✾ ✵✳✵✽✸✸ ✵✳✶✸✹✵ ✵✳✵✼✼✹ ✵✳✶✸✹✵ ✵✳✵✼✼✹ ✵✳✶✸✹✵ ✵✳✵✼✼✹

✸ ✵✳✸✵✸✷ ✵✳✶✵✾✽ ✵✳✷✺✸✼ ✵✳✵✽✺✻ ✵✳✷✼✻✺ ✵✳✶✵✽✽ ✵✳✷✺✸✻ ✵✳✵✽✼✵

✹ ✵✳✹✸✺✶ ✵✳✶✶✷✻ ✵✳✸✹✾✷ ✵✳✵✽✵✸ ✵✳✸✼✾✸ ✵✳✶✶✶✾ ✵✳✸✷✾✶ ✵✳✵✽✺✾

✺ ✵✳✺✹✺✼ ✵✳✶✵✺✽ ✵✳✹✷✷✸ ✵✳✵✼✸✵ ✵✳✹✺✹✹ ✵✳✶✵✻✻ ✵✳✸✼✵✾ ✵✳✵✻✺✹

✻ ✵✳✻✹✸✷ ✵✳✵✾✼✸ ✵✳✹✽✻✶ ✵✳✵✼✵✷ ✵✳✺✶✶✹ ✵✳✵✾✾✸ ✵✳✹✸✺✸ ✵✳✵✻✺✵

❚❛❜❧❡ ✹✳✻✿ ❆✈❡3❛❣❡❞ ❛♠♣❧✐✜❝❛/✐♦♥ ❢❛❝/♦34 ✭✹✳✹✹✮ ❢♦3 /❤❡ 4♣❧✐//✐♥❣ ✭✹✳✸✼✮✱ ✉4❡❞ ❢♦3 /❤❡ ❍❇❱▼✭k, s✮
♠❡/❤♦❞4✱ k ≥ s✱ ✇❤❡♥ ♣❡3❢♦3♠✐♥❣ µ = 1, 2, 3 ✐/❡3❛/✐♦♥4✳

s ρ∗1 ρ̃1 ρ∞1 ρ∗2 ρ̃2 ρ∞2 ρ∗3 ρ̃3 ρ∞3
✷ ✵✳✶✸✹✵ ✵✳✵✼✼✹ ✵✳✵✾✽✶ ✵✳✶✸✹✵ ✵✳✵✼✼✹ ✵ ✵✳✶✸✹✵ ✵✳✵✼✼✹ ✵

✸ ✵✳✹✹✾✷ ✵✳✵✽✼✹ ✵✳✷✻✵✻ ✵✳✸✹✷✸ ✵✳✵✽✼✸ ✵✳✶✵✾✶ ✵✳✸✵✽✼ ✵✳✵✽✼✷ ✵

✹ ✵✳✹✼✺✶ ✵✳✶✹✺✾ ✵✳✹✼✺✶ ✵✳✹✵✾✽ ✵✳✶✷✵✵ ✵✳✶✼✺✼ ✵✳✸✽✹✽ ✵✳✶✵✾✶ ✵✳✶✷✾✹

✺ ✵✳✽✻✷✺ ✵✳✷✵✹✺ ✵✳✼✹✼✶ ✵✳✻✼✼✺ ✵✳✶✸✽✺ ✵✳✷✽✼✷ ✵✳✺✽✼✹ ✵✳✶✶✺✹ ✵✳✶✼✹✼

✻ ✸✳✵✼✾✼ ✵✳✷✼✹✼ ✶✳✹✾✽✽ ✶✳✷✼✽✵ ✵✳✶✸✺✻ ✵✳✹✾✷✾ ✵✳✾✹✺✶ ✵✳✶✶✷✶ ✵✳✷✻✾✼

✇❤❡3❡ ‖ · ‖ ✐4 ❛ 4✉✐/❛❜❧❡ ♠❛/3✐① ♥♦3♠✳ ❈❧❡❛3❧②✱

lim
µ→∞

ρ∗µ = ρ∗, lim
µ→∞

ρ̃µ = ρ̃,

❛♥❞

ρ∞µ = 0, ∀µ ≥ s.

■♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✻ ✇❡ ❧✐4/ /❤❡ ❛✈❡3❛❣❡❞ ❛♠♣❧✐✜❝❛/✐♦♥ ❢❛❝/♦34 ✇❤❡♥ ♣❡3❢♦3♠✐♥❣ µ = 1, 2, 3 ✐/❡3❛/✐♦♥4✱ ❛♥❞
❝♦♥4✐❞❡3✐♥❣ /❤❡ ✐♥✜♥✐/② ♥♦3♠✳ ❆4 ♦♥❡ ♠❛② 4❡❡✱ /❤❡ 3❡4✉❧/✐♥❣ ✐/❡3❛/✐♦♥ /✉3♥4 ♦✉/ /♦ ❜❡ ❆✲❝♦♥✈❡3❣❡♥/

❛❧4♦ ✇❤❡♥ ✉4✐♥❣ ❥✉4/ ♦♥❡ ✐♥♥❡3 ✐/❡3❛/✐♦♥✱ ✉♥❧❡44 /❤❡ ❝❛4❡ s = 6✱ ✇❤✐❝❤ 3❡T✉✐3❡4 ❛/ ❧❡❛4/ ✸ ✐♥♥❡3
✐/❡3❛/✐♦♥4✳

❘❡♠❛$❦ ✹✳✺✳✹✳ ❲❤❡♥ ♣❡)❢♦)♠✐♥❣ ♦♥❧② µ ✐♥♥❡)✲✐1❡)❛1✐♦♥3 ❢♦) 3♦❧✈✐♥❣ 1❤❡ ❞✐3❝)❡1❡ ♣)♦❜❧❡♠ ❣❡♥❡)❛1❡❞

❜② ✭✹✳✶✺✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ 1♦ ❝♦♥3✐❞❡) ❛❧3♦ 1❤❡ ♦✉/❡3 ✐1❡)❛1✐♦♥ ✭✐✳❡✳✱ 1❤❡ ♦♥❡ ♦♥ ℓ ✐♥ ✭✹✳✸✼✮✮✱ ❡✈❡♥ 1❤♦✉❣❤

1❤❡ ♣)♦❜❧❡♠ ✐3 ❧✐♥❡❛)✳ ■♥ 3✉❝❤ ❛ ❝❛3❡✱ ❜② 3❡11✐♥❣ Eℓ 1❤❡ ❡))♦) ❛1 1❤❡ ℓ✲1❤ ♦✉1❡) ✐1❡)❛1✐♦♥✱ ✐1 ✐3 B✉✐1❡

31)❛✐❣❤1❢♦)✇❛)❞ 1♦ 3❡❡ 1❤❛1 1❤❡ ❡))♦) ❡B✉❛1✐♦♥ ✐3 ♥♦✇ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

Eℓ+1 = Z(q)µEℓ, ℓ = 0, 1, . . . .

❈♦♥3❡B✉❡♥1❧②✱ 1❤❡ ❝♦♥✈❡)❣❡♥❝❡ ❛♥❛❧②3✐3 ♠❛❞❡ ❢♦) ✭✹✳✹✶✮ ❛❧3♦ ❛♣♣❧✐❡3 1♦ 1❤❡ ♣)❡3❡♥1 ❝❛3❡✳

✹✳✻ ❈♦♠♣✉(❛(✐♦♥❛❧ ❝♦.( ♦❢ (❤❡ (2✐❛♥❣✉❧❛2 .♣❧✐((✐♥❣ ✐♠♣❧❡♠❡♥(❛(✐♦♥

❲❡ ♥♦✇ ❛♥❛❧②③❡ /❤❡ ❝♦♠♣✉/❛/✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐/② ♦❢ /❤❡ /3✐❛♥❣✉❧❛3 4♣❧✐//✐♥❣ ♣3♦❝❡❞✉3❡ ❞❡4❝3✐❜❡❞ ✐♥

❙❡❝/✐♦♥ ✹✳✺ ✇❤❡♥ /❤❡ ♠❡/❤♦❞ ✐4 ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦3 ❛♣♣3♦①✐♠❛/✐♥❣ /❤❡ ✐♥✐/✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♣3♦❜❧❡♠ ✭✹✳✷✽✮✱ ❤❛✈✐♥❣



✹✳✻ ❈♦♠♣✉(❛(✐♦♥❛❧ ❝♦.( ♦❢ (❤❡ (2✐❛♥❣✉❧❛2 .♣❧✐((✐♥❣ ✐♠♣❧❡♠❡♥(❛(✐♦♥ ✺✼

❞✐♠❡♥%✐♦♥ m✱ ❜② ✉%✐♥❣ ,❤❡ %,❡♣%✐③❡ h✳ ■♥ ♦2❞❡2 ,♦ 2❡❞✉❝❡ ,❤❡ ❝♦♠♣✉,❛,✐♦♥❛❧ ❝♦%, ♦❢ ,❤❡ ♣2♦❝❡❞✉2❡✱

✇❡ ✜2%, ♠✉❧,✐♣❧② ❜♦,❤ %✐❞❡% ♦❢ ✭✹✳✸✼✮ ❜②

h−1L̃−1 ⊗ I,

❛% ❞♦♥❡ ✐♥ ❬✶✼❪✳ ❈♦♥%✐❞❡2✐♥❣ ,❤❛,

L̃−1 = d−1s I − S,
✇✐,❤ S %,2✐❝,❧② ❧♦✇❡2 ,2✐❛♥❣✉❧❛2✱ %②%,❡♠ ✭✹✳✸✼✮ ,❤❡♥ ,❛❦❡% ,❤❡ ❢♦2♠

[
1

hds
I − I ⊗ J0

]

∆̃ℓ,r+1 =
1

h
(S ⊗ I)∆̃ℓ,r+1 + (C ⊗ J0)∆̃ℓ,r +Rℓ, r = 0, 1, . . . , µ− 1, ✭✹✳✹✺✮

✇❤❡2❡

C = Ũ − I ❛♥❞ Rℓ =
1

h
(L̃−1 ⊗ I)ηℓ.

❆% ❛ ❝♦♥%❡E✉❡♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦✇ ,♦ ❢❛❝,♦2 ♦♥❧② ,❤❡ ♠❛,2✐①

1

hds
I − J0 ∈ R

m×m, ✭✹✳✹✻✮

✐♥ ♣❧❛❝❡ ♦❢ ✭✹✳✸✽✮✳ ❲❡ ♥♦✇ %❤♦✇ ,❤❛, ✐♥ ,❤❡ ❝♦♠♣✉,❛,✐♦♥ ♦❢

(C ⊗ J0)∆̃ℓ,r,

❛, ,❤❡ 2✐❣❤,✲❤❛♥❞ %✐❞❡ ♦❢ ✭✹✳✹✺✮✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣❧❡,❡❧② ❡❧✐♠✐♥❛,❡ ❛♥② O(m2) ❝♦♠♣❧❡①✐,② ,❡2♠ ✭,❤❛,

✇♦✉❧❞ ❜❡ ,❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ♦♥❡ %✐♥❝❡✱ ✉%✉❛❧❧②✱ m ≫ s✮✳ ❚❤✐% ✐% ,2✉❡ ❛, ,❤❡ ✈❡2② ✜2%, %,❡♣✱ %✐♥❝❡ ❜②

❞❡✜♥✐,✐♦♥✱

∆̃ℓ,0 = 0.

❇② %❡,,✐♥❣

wr = (C ⊗ J0)∆̃ℓ,r +Rℓ, ❛♥❞ vr+1 = h−1(S ⊗ I)∆̃ℓ,r+1 +wr,

✇❡ ❤❛✈❡ ,❤❛, w0 = Rℓ
❛♥❞✱ ❛❢,❡2 %♦❧✈✐♥❣ ,❤❡ ✜2%, %,❡♣ ♦❢ ✭✹✳✹✺✮✱ ✇❤✐❝❤ 2❡❛❞%

[
1

hds
I − I ⊗ J0

]

∆̃ℓ,1 =
1

h
(S ⊗ I)∆̃ℓ,1 +w0 ≡ v1,

❢♦2 ,❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ∆̃ℓ,1
✱ ✇❡ ❛2❡ ❛❜❧❡ ,♦ ❝♦♠♣✉,❡ ,❤❡ ,❡2♠

(I ⊗ J0)∆̃ℓ,1 = (hds)
−1∆̃ℓ,1 − v1,

❛, ❛ ❝♦%, ♦❢ O(ms) ♦♣❡2❛,✐♦♥%✳ ■, ❢♦❧❧♦✇% ,❤❛,

(C ⊗ J0)∆̃ℓ,1 = (C ⊗ I)
[

(I ⊗ J0)∆̃ℓ,1
]

= (C ⊗ I)
[

(hds)
−1∆̃ℓ,1 − v1

]

.

❛♥❞ ,❤✉% w1 = (C ⊗ J0)∆̃
ℓ,1 + Rℓ

❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉,❡❞ ✇✐,❤ O(s2m) ✢♦♣#✳ ❚❤❡ %❛♠❡ ♣2♦❝❡❞✉2❡ ❝❛♥

,❤❡♥ ❜❡ 2❡♣❡❛,❡❞ ✐♥ ,❤❡ %✉❜%❡E✉❡♥, %,❡♣%✱ ❛% %❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✼ ✭✇❤❡2❡✱ ❛% ❛❜♦✈❡✱ e ❞❡♥♦,❡% ,❤❡ ✉♥✐,
✈❡❝,♦2 ✐♥ R

k
✮✱ ,❤✉% ❛✈♦✐❞✐♥❣ ,❤❡ O(sm2) ❝♦♠♣❧❡①✐,② ,❡2♠✳

▲❡, ✉% ♥♦✇ ❛♥❛❧②③❡ ,❤❡ ❝♦♠♣✉,❛,✐♦♥❛❧ ❝♦%, ♦❢ ❡❛❝❤ %,❡♣ ♦❢ ,❤❡ ♣2♦❝❡❞✉2❡ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✼✱ ✐♥ ,❡2♠%

♦❢ ✢♦♣#✿

• θ✿ ✶ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ❡✈❛❧✉❛,✐♦♥ ♣❧✉%

2
3m

3 − 1
2m

2 + 11
6 m ✢♦♣# ✭2m ♦♣❡#❛%✐♦♥( ♣❧✉( %❤♦(❡ #❡,✉✐#❡❞ %♦

❝♦♠♣✉%❡ ❛ LU ❢❛❝%♦#✐③❛%✐♦♥✮❀



✺✽ ■♠♣❧❡♠❡♥&❛&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ♠❡&❤♦❞-

❚❛❜❧❡ ✹✳✼✿ ❖✉+❡,✲✐♥♥❡, ✐+❡,❛+✐♦♥ ❢♦, +❤❡ +,✐❛♥❣✉❧❛, 4♣❧✐++✐♥❣ ✐♠♣❧❡♠❡♥+❛+✐♦♥ ♦❢ ❍❇❱▼4✳

Ts = hIs, Ws = P⊤s Ω, Ã = P̃XsP̃
−1 ≡ L̃Ũ , C = Ũ − I, H =

1

h
L̃−1 ≡ (Hi,j),

µs = hds

γ̂0 given % ❡✳❣✳✱ γ̂0 = 0

θ = (µ−1s I − J0)−1

for ℓ = 0, 1, . . .

Y ℓ = e⊗ y0 + Ts ⊗ Iγ̂ℓ

f ℓ = f(Y ℓ)

ηℓ = [P̃ ⊗ I]
[

(Ws ⊗ I)f ℓ − γ̂ℓ
]

Rℓ = (H ⊗ I)ηℓ

∆̃ℓ,0 = 0

wℓ,0 = Rℓ

for r = 0, 1, . . .

for i = 1, . . . , s % ,❡4♦❧✉+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ❜❧♦❝❦✲+,✐❛♥❣✉❧❛, 4②4+❡♠ ❜② 4♦❧✈✐♥❣

% s 4②4+❡♠4 ♦❢ ❞✐♠❡♥4✐♦♥ m

vℓ,r+1
i = (wℓ,r

(i−1)m+1, . . . , w
ℓ,r
im)

if i > 1

for j = 1, . . . , i− 1

vℓ,r+1
i = vℓ,r+1

i +Hi,j∆
ℓ,r+1
j

end

end

∆ℓ,r+1
i = vℓ,r+1

i θ⊤

end

∆̃ℓ,r+1 = (∆ℓ,r+1
1 , . . . ,∆ℓ,r+1

s )⊤

vℓ,r+1 = (vℓ,r+1
1 , . . . , vℓ,r+1

s )⊤

wℓ,r+1 = (C ⊗ I)
[

µ−1s ∆̃ℓ,r+1 − vℓ,r+1
]

+Rℓ

end ⇒ ,❡+✉,♥4 ∆̃ℓ

γ̂ℓ+1 = γ̂ℓ + [P̃−1 ⊗ I]∆̃ℓ

end



✹✳✼ ❚❤❡ &'✐❛♥❣✉❧❛' .♣❧✐&&✐♥❣ ♣'♦❝❡❞✉'❡ ❢♦' .❡♣❛'❛❜❧❡ ❍❛♠✐❧&♦♥✐❛♥ ♣'♦❜❧❡♠.✳ ✺✾

• Y ℓ
✿ km+ 2ksm ✢♦♣#❀

• f ℓ✿ k ❢✉♥❝&✐♦♥ ❡✈❛❧✉❛&✐♦♥-❀

• ηℓ✿ 2s2m+ 2ksm+ sm ✢♦♣#❀

• Rℓ
✿ s2m ✢♦♣# ✭&❛❦✐♥❣ ✐♥&♦ ❛❝❝♦✉♥& &❤❛& H ✐- ❧♦✇❡3 &3✐❛♥❣✉❧❛3✮❀

• ∆̃ℓ,r+1
✿ 2sm2 + s2m− sm ✢♦♣# &♦ -♦❧✈❡ &❤❡ ❜❧♦❝❦✲&3✐❛♥❣✉❧❛3 -②-&❡♠❀

• wℓ,r+1
✿ 2s2m+ 3sm❀

• γℓ+1
✿ 2s2m+ sm ✢♦♣#❀

❈♦♥-❡:✉❡♥&❧②✱ &❤✐- ❛❧❣♦3✐&❤♠ ❤❛- ❛ ✜①❡❞ ❝♦♠♣✉&❛&✐♦♥❛❧ ❝♦-& ♦❢ ✶ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ❡✈❛❧✉❛&✐♦♥ ❛♥❞

2
3m

3 −
1
2m

2+ 11
6 m ✢♦♣#✱ ♣❧✉-✱ ❛--✉♠✐♥❣ &❤❛& ν ✐♥♥❡' ✐&❡3❛&✐♦♥- ❛3❡ ♣❡3❢♦3♠❡❞✱ ❛ ❝♦-& ♦❢ k ❢✉♥❝&✐♦♥ ❡✈❛❧✉❛&✐♦♥-

❛♥❞ 4ksm+ 5s2m+ km+ 2sm+ ν(3s2m+ 2sm2 + 2sm) ✢♦♣# ♣❡3 ♦✉)❡' ✐&❡3❛&✐♦♥✳

✹✳✼ ❚❤❡ &'✐❛♥❣✉❧❛' .♣❧✐&&✐♥❣ ♣'♦❝❡❞✉'❡ ❢♦' .❡♣❛'❛❜❧❡ ❍❛♠✐❧&♦♥✐❛♥

♣'♦❜❧❡♠.✳

❲❡ ♥♦✇ ❞❡-❝3✐❜❡✱ ❛❝❝♦3❞✐♥❣ &♦ ❬✶✵❪✱ ❤♦✇ &❤❡ &3✐❛♥❣✉❧❛3 -♣❧✐&&✐♥❣ ♣3♦❝❡❞✉3❡ ❝❛♥ ❜❡ ❢✉3&❤❡3 ✐♠♣3♦✈❡❞✱

✇❤❡♥ &❤❡ ♠❡&❤♦❞ ✐- ❛♣♣❧✐❡❞ &♦ ❛ -❡♣❛3❛❜❧❡ ❍❛♠✐❧&♦♥✐❛♥ ♣3♦❜❧❡♠ ✇✐&❤ ❍❛♠✐❧&♦♥✐❛♥✿

H(q, p) =
1

2
p⊤p+ U(q).

❈♦♥-❡:✉❡♥&❧②✱ &❤❡ ♣3♦❜❧❡♠ ❛--✉♠❡- &❤❡ -✐♠♣❧✐✜❡❞ ❢♦3♠

q′ = p, p′ = −∇U(q), q(0) = q0, p(0) = p0 ∈ R
m, ✭✹✳✹✼✮

✇❤✐❝❤ ✇❡ ♣❧❛♥ &♦ -♦❧✈❡ ♦♥ &❤❡ ✐♥&❡3✈❛❧ [0, h]✳ ❚❤❡ ❍❇❱▼ ♠❡&❤♦❞ ✭✸✳✶✹✮ ♣3♦✈✐❞❡- &❤❡ ❛♣♣3♦①✐♠❛&✐♦♥-

✭-❡❡ ✭✸✳✶✷✮✮

q1 = q0 + hb⊤ ⊗ IP ≈ q(h), p1 = p0 − hb⊤ ⊗ I∇U(Q) ≈ p(h),

✇✐&❤ -&❛❣❡ ✈❡❝&♦3-

Q = (Q⊤1 , . . . , Q
⊤
k )
⊤, P = (P⊤1 , . . . , P

⊤
k )
⊤,

❣✐✈❡♥ ❜② ✭-❡❡ ✭✸✳✶✶✮✮✿

Q = e⊗ q0 + hIsP⊤s Ω⊗ I P, P = e⊗ p0 − hIsP⊤s Ω⊗ I∇U(Q), ✭✹✳✹✽✮

✇❤❡3❡ ∇U(Q) = (∇U(Q1)
⊤, . . . ,∇U(Qs)

⊤)⊤ ❛♥❞✱ ❛- ✐♥ &❤❡ ♣3❡✈✐♦✉- -❡❝&✐♦♥-✱ e ∈ R
k

✐- &❤❡ ✉♥✐&

✈❡❝&♦3✳ ❙✉❜-&✐&✉&✐♥❣ &❤❡ -❡❝♦♥❞ ❡:✉❛&✐♦♥ ♦❢ ✭✹✳✹✽✮ ✐♥&♦ &❤❡ ✜3-& ♦♥❡✱ ❛❧-♦ ❝♦♥-✐❞❡3✐♥❣ &❤❛& IsP⊤s Ωe =
c✱ ❛♥❞ &❛❦✐♥❣ ✐♥&♦ ❛❝❝♦✉♥& ✭✷✳✶✸✮ ❛♥❞ ✭✹✳✶✷✮✱ ♦♥❡ ❤❛-

Q = e⊗ q0 + hc⊗ p0 − h2Ps+1X̂sXsP⊤s Ω⊗ I∇U(Q). ✭✹✳✹✾✮

❚❤✐- ♣3♦❜❧❡♠ ❤❛- ✭❜❧♦❝❦✮ ❞✐♠❡♥-✐♦♥ k✳ ■♥ ♦3❞❡3 &♦ 3❡❝♦✈❡3 ❛ ♣3♦❜❧❡♠ ♦❢ ✭❜❧♦❝❦✮ ❞✐♠❡♥-✐♦♥ s✱
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥&❧② ♦❢ k✱ -✐♠✐❧❛3❧② &♦ ✇❤❛& ❤❛- ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ✐♥ ❙❡❝&✐♦♥ ✹✳✷✱ ✇❡ ❝♦♥-✐❞❡3 ❛- ✉♥❦♥♦✇♥ &❤❡

✭❜❧♦❝❦✮ ✈❡❝&♦3 ✇✐&❤ &❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥&- ♦❢ &❤❡ ✉♥❞❡3❧②✐♥❣ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ ❞❡❣3❡❡ s✿

γ̂ = P⊤s Ω⊗ I∇U(Q). ✭✹✳✺✵✮



✻✵ ■♠♣❧❡♠❡♥&❛&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ♠❡&❤♦❞-

❙✉❜#$✐$✉$✐♥❣ ✭✹✳✹✾✮ ✐♥$♦ ✭✹✳✺✵✮✱ ✇❡ $❤❡♥ ♦❜$❛✐♥ $❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐#❝9❡$❡ ♣9♦❜❧❡♠✿

F (γ̂) ≡ γ̂ − P⊤s Ω⊗ I∇U
(

e⊗ q0 + hc⊗ p0 − h2Ps+1X̂sXs ⊗ I γ̂
)

= 0. ✭✹✳✺✶✮

❇② $❛❦✐♥❣ ✐♥$♦ ❛❝❝♦✉♥$ $❤❛$

P⊤s ΩPs+1X̂sXs = [Is 0]X̂sXs = X2
s ,

$❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ #✐♠♣❧✐✜❡❞✲◆❡✇$♦♥ ♠❡$❤♦❞ ❢♦9 #♦❧✈✐♥❣ ✭✹✳✺✶✮ 9❡#✉❧$# ✐♥ $❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐$❡9❛$✐♦♥✿

[
I + h2X2

s ⊗∇2U(q0)
]
∆ℓ = −F (γ̂ℓ), γ̂ℓ+1 = γ̂ℓ +∆ℓ, ℓ = 0, 1, . . . . ✭✹✳✺✷✮

❚❤✐# ✐# $❤❡ ♣9♦❜❧❡♠ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♥♦✇ ❛$$❛❝❦ ❜② ♠❡❛♥# ♦❢ ❛ $9✐❛♥❣✉❧❛9 #♣❧✐$$✐♥❣ ♣9♦❝❡❞✉9❡✳ ❆# ❞♦♥❡ ✐♥

❙❡❝$✐♦♥ ✹✳✺✱ ✇❡ ✐♥$9♦❞✉❝❡ ❛ #❡$ ♦❢ ❛✉①✐❧✐❛9② ❛❜#❝✐##❛❡

c̃1 < · · · < c̃s, ✭✹✳✺✸✮

✇✐$❤ $❤❡ ❝♦99❡#♣♦♥❞✐♥❣ ♠❛$9✐① P̃ ❞❡✜♥❡❞ ❛# ✐♥ ✭✹✳✸✸✮ ❛♥❞ $❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ✈❡❝$♦9 γ̃ ✐♥ ❢♦9♠ ✭✹✳✸✹✮✳

❙✐♠✐❧❛9❧② ❛# ♣9❡✈✐♦✉#❧② ❞♦♥❡ ✐♥ ✭✹✳✸✺✮✱ ❧❡❢$✲♠✉❧$✐♣❧✐❝❛$✐♦♥ ♦❢ ✭✹✳✺✷✮ ❜② P̃ ⊗ I ❛❧❧♦✇# $♦ 9❡❝❛#$ $❤❡

♣9♦❜❧❡♠ ✐♥ $❡9♠# ♦❢ γ̃✱ $❤✉# ♦❜$❛✐♥✐♥❣ $❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡J✉✐✈❛❧❡♥$ ❧✐♥❡❛9 #②#$❡♠✱

[

I + h2Ã⊗∇2U(q0)
]

∆̃ℓ = ηℓ, ✭✹✳✺✹✮

✇❤❡9❡

Ã = P̃X2
s P̃−1, ∆̃ℓ = P̃ ⊗ I∆ℓ, ηℓ = −P̃ ⊗ I F (P̃−1 ⊗ I γ̃ℓ).

❆❝❝♦9❞✐♥❣ $♦ ✇❤❛$ ❤❛# ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ✐♥ ❙❡❝$✐♦♥ ✹✳✺✱ ✇❡ ❝❤♦♦#❡ $❤❡ ❛✉①✐❧✐❛9② ❛❜#❝✐##❛❡ ✭✹✳✺✸✮ ✐♥ #✉❝❤ ❛

✇❛② $❤❛$ Ã ❛❞♠✐$# $❤❡ ❢❛❝$♦9✐③❛$✐♦♥ ✭✹✳✸✻✮ ✇✐$❤ Ũ ✉♣♣❡9 $9✐❛♥❣✉❧❛9 ✇✐$❤ ✉♥✐$ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡♥$9✐❡#✱ ❛♥❞

L̃ ❧♦✇❡9 $9✐❛♥❣✉❧❛9 ✇✐$❤ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡♥$9✐❡# ❛❧❧ ❡J✉❛❧ $♦

ds =
s
√

detX2
s ✭✹✳✺✺✮

✭$❤✐# ❝❛♥ ❜❡ ♣9♦✈❡❞ ✐♥ ❛ #✐♠✐❧❛9 ✇❛② ❛# ❞♦♥❡ ✐♥ ❚❤❡♦9❡♠ ✹✳✺✳✶✮✳ ❆# ♦❜#❡9✈❡❞ ✐♥ ❙❡❝$✐♦♥ ✹✳✺✱ $❤✐#

❛❧❧♦✇# ♦♥❡ $♦ ❡①♣9❡## s − 1 ❛❜#❝✐##❛❡ ❛# ❛ ❢✉♥❝$✐♦♥ ♦❢ ❛ 9❡♠❛✐♥✐♥❣ ❢!❡❡ ❛❜%❝✐%%❛✳ ❚❤❡ ❢9❡❡ ❛❜#❝✐##❛

✇✐❧❧ $❤❡♥ ❜❡ ❝❤♦#❡♥ ✐♥ ♦9❞❡9 $♦ ✭❛♣♣9♦①✐♠❛$❡❧②✮ ♦♣$✐♠✐③❡ $❤❡ ❝♦♥✈❡9❣❡♥❝❡ ♣9♦♣❡9$✐❡# ♦❢ $❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

✐♥♥❡9 ✐$❡9❛$✐♦♥✱ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐$❤ $❤❡ ♦✉$❡9 ✐$❡9❛$✐♦♥ ✭✹✳✺✹✮✿

[

I + h2L̃⊗∇2U(q0)
]

∆̃ℓ,r+1 = h2
[

L̃− Ã
]

⊗∇2U(q0)∆̃
ℓ,r + ηℓ, r = 0, 1, . . . . ✭✹✳✺✻✮

❙✐♠✐❧❛9❧② ❛# ✐♥ ✭✹✳✸✼✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦✇ $❤❛$ $❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥$ ♠❛$9✐① ✐# ❧♦✇❡9 ❜❧♦❝❦ $9✐❛♥❣✉❧❛9✱ ✇✐$❤ ❞✐❛❣♦♥❛❧

❜❧♦❝❦ ❡♥$9✐❡# ❛❧❧ ❡J✉❛❧ $♦

I + h2ds∇2U(q0) ∈ R
m×m,

✇❤✐❝❤ ✐# ❛ #②♠♠❡$9✐❝ ♠❛$9✐① ❤❛✈✐♥❣ $❤❡ #❛♠❡ #✐③❡ ❛# $❤❛$ ♦❢ $❤❡ ❝♦♥$✐♥✉♦✉# ♣9♦❜❧❡♠ ✭✹✳✹✼✮✱ ✐♥❞❡✲

♣❡♥❞❡♥$❧② ♦❢ s✳ ❆❝❝♦9❞✐♥❣ $♦ ❬✸✵❪✱ ❛ ❧✐♥❡❛9 ❝♦♥✈❡9❣❡♥❝❡ ❛♥❛❧②#✐# ♦❢ $❤❡ ✐$❡9❛$✐♦♥ ✭✹✳✺✻✮ ✐# ♦❜$❛✐♥❡❞

❜② ❝♦♥#✐❞❡9✐♥❣ $❤❡ #❝❛❧❛9 ♣9♦❜❧❡♠

y′′ = −ν2y, ν ∈ R.

❇② #❡$$✐♥❣ x = hν ♦♥❡ ♦❜$❛✐♥# $❤❛$ $❤❡ ❝♦99❡#♣♦♥❞✐♥❣ ✐$❡9❛$✐♦♥ ♠❛$9✐① ✐# ❣✐✈❡♥ ❜②

Z(x2) = x2(I + x2L̃)−1L̃(I − Ũ). ✭✹✳✺✼✮



✹✳✼ ❚❤❡ &'✐❛♥❣✉❧❛' .♣❧✐&&✐♥❣ ♣'♦❝❡❞✉'❡ ❢♦' .❡♣❛'❛❜❧❡ ❍❛♠✐❧&♦♥✐❛♥ ♣'♦❜❧❡♠.✳ ✻✶

▲❡" ρ(x2) ❞❡♥♦"❡ "❤❡ '♣❡❝"*❛❧ *❛❞✐✉' ♦❢ "❤❡ ✐"❡*❛"✐♦♥ ♠❛"*✐① ✭✹✳✺✼✮✳ ❲❡ ♦❜'❡*✈❡ "❤❛"

ρ(0) = 0 ❛♥❞ ρ(x2)→ 0 ❛' x→∞.

❚❤❡*❡❢♦*❡✱ ❛❝❝♦*❞✐♥❣ "♦ ❬✸✵❪✱ ✐"❡*❛"✐♦♥ ✭✹✳✺✻✮ ✐' L✲❝♦♥✈❡*❣❡♥" ✐❢ "❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♠♣❧✐✜❝❛"✐♦♥ ❢❛❝"♦* ♦❢

"❤❡ ✐"❡*❛"✐♦♥✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛'

ρ∗ = max
x≥0

ρ(x2),

✐' ♥♦" ❧❛*❣❡* "❤❛♥ ✶✳

▼♦*❡♦✈❡*✱ ♦♥❡ ❤❛'

ρ(x2) ≈ ρ̃x2, ❢♦* x ≈ 0,

✇✐"❤ "❤❡ ♥♦♥✲'"✐✛ ❛♠♣❧✐✜❝❛"✐♦♥ ❢❛❝"♦* ρ̃ ❢♦*♠❛❧❧② '"✐❧❧ ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✹✳✹✸✮✳ ❈❧❡❛*❧②✱ "❤❡ '♠❛❧❧❡* "❤❡

♣❛*❛♠❡"❡*' ρ∗ ❛♥❞ ρ̃, "❤❡ ❜❡""❡* "❤❡ ❝♦♥✈❡*❣❡♥❝❡ ♣*♦♣❡*"✐❡' ♦❢ "❤❡ ✐"❡*❛"✐♦♥✳

■♥ ❛❞❞✐"✐♦♥ "♦ "❤✐'✱ ❜② *❡♣❡❛"✐♥❣ '✐♠✐❧❛* ❛*❣✉♠❡♥"' ❛' "❤♦'❡ *❡♣♦*"❡❞ ✐♥ ❙❡❝"✐♦♥ ✹✳✺✳✶✱ ✇❡ ❛❧'♦

✐♥"*♦❞✉❝❡ "❤❡ ❛✈❡*❛❣❡❞ ❛♠♣❧✐✜❝❛"✐♦♥ ❢❛❝"♦*' ❢♦* "❤❡ ✐"❡*❛"✐♦♥ ✭✹✳✺✻✮✱ ♠❡❛'✉*✐♥❣ "❤❡ ✏❛✈❡*❛❣❡✑ ❝♦♥✲

✈❡*❣❡♥❝❡ ✇❤❡♥ ❡①❛❝"❧② µ ✐"❡*❛"✐♦♥' ❛*❡ ♣❡*❢♦*♠❡❞✳ ❚❤❡② ❛*❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛' ✭'❡❡ ✭✹✳✺✼✮✮

ρ∗µ = sup
x∈R

µ
√

‖Z(x2)µ‖, ρ̃µ =
µ

√
∥
∥
∥

[

L̃(Ũ − I)
]µ∥∥
∥, ρ∞µ =

µ

√

‖(Ũ − I)µ‖, ✭✹✳✺✽✮

✇❤❡*❡ ‖ · ‖ ✐' ❛ '✉✐"❛❜❧❡ ♠❛"*✐① ♥♦*♠ ✭❝♦♠♣❛*❡ ✇✐"❤ ✭✹✳✹✹✮✮✳ ❚❤❡'❡ ♣❛*❛♠❡"❡*' ❛*❡ ✈❡*② ✉'❡❢✉❧ ✐♥

"❤❡ ❛❝"✉❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥"❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ♠❡"❤♦❞'✱ ✇❤❡*❡ ❣❡♥❡*❛❧❧② ♦♥❧② ❛ '♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡* ♦❢ ✐"❡*❛"✐♦♥' ✐'

♣❡*❢♦*♠❡❞✳ ❋♦* "❤✐' *❡❛'♦♥ ✇❡ ❝❤♦♦'❡ "❤❡ ❢*❡❡ ❛❜'❝✐''❛ ✐♥ ♦*❞❡* "♦ ✭❛♣♣*♦①✐♠❛"❡❧②✮ ♠✐♥✐♠✐③❡ "❤❡

✈❛❧✉❡' ♦❢ ρ∗µ, µ = 1, 2, 3, 4✿ ✐♥ ♣❛*"✐❝✉❧❛*✱ ✐" ✐' ♦♣"✐♠✐③❡❞ "❤❡ ✜*'" ♣❛*❛♠❡"❡* ✇❤✐❝❤ "✉*♥' ♦✉" "♦ ❜❡

❧❡'' "❤❛♥ ✶✳ ❚❤✐' ✐' ❞✐✛❡*❡♥" ❢*♦♠ ✇❤❛" ❞♦♥❡ ✐♥ ❬✶✵❪✱ ✇❤❡*❡ "❤❡ ❢*❡❡ ❛❜'❝✐''❛ ❤❛' ❜❡❡♥ ❝❤♦'❡♥ ✐♥ ♦*❞❡*

"♦ ✭❛♣♣*♦①✐♠❛"❡❧②✮ ♠✐♥✐♠✐③❡ "❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♠♣❧✐✜❝❛"✐♦♥ ❢❛❝"♦* ρ∗✳

■♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✽ ✇❡ ❧✐'" "❤❡ ❝♦♠♣✉"❡❞ ♦♣"✐♠❛❧ ❛✉①✐❧✐❛*② ♥♦❞❡' ❢♦* s = 2, . . . , 6✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐"❤ "❤❡

❝♦**❡'♣♦♥❞✐♥❣ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡♥"*② ds✱ ✇✐"❤ ✸✻ '✐❣♥✐✜❝❛♥" ❞✐❣✐"'✿ ♦♥❡ ♠❛② '❡❡ "❤❛" "❤❡ ❛✉①✐❧✐❛*② ♥♦❞❡' ❛*❡
❛❧❧ ❞✐'"✐♥❝" ❛♥❞ ✐♥'✐❞❡ "❤❡ ✐♥"❡*✈❛❧ [0, 1]✳

❚❛❜❧❡ ✹✳✾ '❤♦✇' "❤❡ ❝♦♥✈❡*❣❡♥❝❡ ❢❛❝"♦*' ❢♦* "❤❡ ✐"❡*❛"✐♦♥ ✭✹✳✺✻✮✱ ✇❤❡*❡ "❤❡ ✐♥✜♥✐"❡ ♥♦*♠ ❤❛' ❜❡❡♥

✉'❡❞ ❢♦* "❤❡ ❝♦♠♣✉"❛"✐♦♥ ♦❢ ✭✹✳✺✽✮✳ ❆' ♦♥❡ ❝❛♥ '❡❡✱ ✐♥ ♦*❞❡* "♦ ♦❜"❛✐♥ ❛ ❝♦♥✈❡*❣❡♥" ✐"❡*❛"✐♦♥✱ ♦♥❡

✐♥♥❡* ✐"❡*❛"✐♦♥ ✐' '✉✣❝✐❡♥" ❢♦* "❤❡ ❝❛'❡ s = 2 ❛♥❞ s = 3✱ ✇❤✐❧❡ "✇♦ ✐♥♥❡* ✐"❡*❛"✐♦♥' ❛*❡ ♥❡❡❞❡❞ ✐♥ "❤❡
❝❛'❡' s = 4 ❛♥❞ s = 5✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛" ❧❡❛'" ❢♦✉* ✐♥♥❡* ✐"❡*❛"✐♦♥' ❛*❡ ♥❡❡❞❡❞ "♦ ♦❜"❛✐♥ ❝♦♥✈❡*❣❡♥❝❡✱ ✐♥
"❤❡ ❝❛'❡ s = 6✳

❋♦* '❛❦❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡"❡♥❡'' ✇❡ ❛❧'♦ ♠❡♥"✐♦♥ "❤❛" ❛❝"✉❛❧❧②✱ '✐♠✐❧❛*❧② ❛' ❞♦♥❡ ❛" "❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢

❙❡❝"✐♦♥ ✹✳✻✱ ✐♥ ♦*❞❡* "♦ *❡❞✉❝❡ "❤❡ ❝♦♠♣✉"❛"✐♦♥❛❧ ❝♦'" ♦❢ "❤❡ ♣*♦❝❡❞✉*❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ '♦❧✈❡ "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

'②'"❡♠ ♦❜"❛✐♥❡❞ ❜② ♠✉❧"✐♣❧②✐♥❣ ❜♦"❤ '✐❞❡' ♦❢ ✭✹✳✺✻✮ ❜② h−2L̃−1 ⊗ I✿
[

1

h2ds
I + I ⊗∇2U(q0)

]

∆̃ℓ,r+1 =
1

h2
(S ⊗ I)∆̃ℓ,r+1 − C ⊗∇2U(q0)∆̃

ℓ,r +Rℓ, r = 0, 1, . . . ,

✇✐"❤

S = d−1s I − L̃−1,

'"*✐❝"❧② ❧♦✇❡* "*✐❛♥❣✉❧❛* ❛♥❞

C = Ũ − I, Rℓ =
1

h2
(L̃−1 ⊗ I)ηℓ.

❚❤❡ *❡♠❛✐♥✐♥❣ ❞❡"❛✐❧' ❛*❡ "❤❡♥ '✐♠✐❧❛* "♦ "❤♦'❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝"✐♦♥ ✹✳✻✳



✻✷ ■♠♣❧❡♠❡♥&❛&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ♠❡&❤♦❞-

❚❛❜❧❡ ✹✳✽✿ ❆✉①✐❧✐❛-② ❛❜/❝✐//❛❡ ✭✹✳✸✵✮ ❢♦- 7❤❡ ❍❇❱▼(k, s) ❛♥❞ s✲/7❛❣❡ ●❛✉// ♠❡7❤♦❞✱ s = 2, . . . , 6 ❢♦-
/❡♣❛-❛❜❧❡ ❍❛♠✐❧7♦♥✐❛♥ ♣-♦❜❧❡♠/✱ ❛♥❞ 7❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡♥7-② ds ✭/❡❡ ✭✹✳✺✺✮✮ ♦❢ 7❤❡ ❝♦--❡/♣♦♥❞✐♥❣ ❢❛❝7♦-
L̃✳

s = 2

c̃1 ✵✳✸

c̃2 ✶

d2 ✶✴✶✷

s = 3

c̃1 ✵✳✶✽✽✸✽✼✶✽✶✶✷✸✻✵✻✶✸✸✺✶✽✾✺✶✹✹✸✺✶✵✵✷✹✸✹✷

c̃2 ✵✳✹✷✺✹✶✾✷✷✶✹✶✽✶✽✸✹✼✽✸✺✹✸✵✵✺✹✻✽✾✹✻✽✼✽✽✽

c̃3 ✵✳✽✼

d3 ✵✳✵✹✶✶✵✸✺✸✹✺✼✷✶✼✹✺✵✶✻✾✶✺✷✻✽✺✺✸✽✺✾✵✾✽✶✼✹

s = 4

c̃1 ✵✳✶✸✽✸✾✶✼✾✺✹✻✵✸✸✾✾✷✷✾✸✸✻✽✼✺✻✵✽✵✵✼✾✽✾✵✺

c̃2 ✵✳✷✾✾✷✶✸✽✽✶✵✻✻✺✶✺✼✻✹✸✾✹✶✺✼✶✼✷✶✼✾✽✾✷✻✼✸

c̃3 ✵✳✺✸✽✻✵✶✶✾✵✽✽✼✶✺✷✸✺✼✵✺✾✾✺✼✶✵✹✼✺✾✻✹✻✵✸✻

c̃4 ✵✳✽✾✺

d4 ✵✳✵✷✹✸✾✼✺✵✶✽✷✸✼✶✸✸✷✾✹✽✸✽✺✾✻✶✺✾✵✻✵✵✷✺✵✹✼

s = 5

c̃1 ✵✳✷✻✹✻✾✶✾✸✽✷✾✵✼✶✼✸✾✸✹✹✶✶✹✾✷✾✵✸✻✽✻✶✶✼✹✵

c̃2 ✵✳✸✹✼✶✷✻✻✵✽✼✵✼✺✾✻✻✾✹✾✽✶✽✸✹✻✹✵✵✽✹✷✵✵✾✽✽

c̃3 ✵✳✵✺✸✻✹✺✺✾✽✸✺✶✷✺✸✺✾✽✷✸✺✸✶✺✵✺✾✾✶✾✻✹✽✻✻✶

c̃4 ✵✳✹✾✾✶✸✾✻✻✻✻✹✶✶✾✺✹✶✻✷✹✾✶✹✵✶✸✽✺✵✽✺✾✹✼✵✷

c̃5 ✵✳✼✼✶

d5 ✵✳✵✶✻✶✸✹✾✸✼✹✶✽✷✼✽✷✻✹✷✼✷✺✸✵✹✾✸✽✵✽✽✷✽✾✷✺✻

s = 6

c̃1 ✵✳✷✷✺✾✽✺✽✾✶✹✽✾✺✾✽✼✽✵✼✺✾✵✹✵✸✼✻✼✵✼✾✺✽✹✾✻

c̃2 ✵✳✸✻✻✹✸✶✽✾✶✼✵✷✺✽✼✷✾✻✵✽✵✺✻✽✽✻✶✽✺✹✸✾✵✸✻✹

c̃3 ✵✳✹✸✾✽✵✼✹✸✹✷✵✺✽✹✵✽✵✷✻✽✹✶✷✶✺✹✶✾✶✸✶✾✶✾✼✶

c̃4 ✵✳✵✹✵✺✾✺✵✾✼✽✸✼✼✼✷✽✷✽✵✼✷✵✻✼✼✹✵✽✷✵✵✹✵✶✺✶✷

c̃5 ✵✳✻✶✺✽✷✺✵✹✺✷✺✽✽✵✵✼✵✺✾✻✾✵✽✷✻✽✵✹✺✽✾✹✽✷✼

c̃6 ✵✳✽✽✻✺

d6 ✵✳✵✶✶✹✺✺✵✾✵✶✸✹✸✷✵✽✾✹✷✷✷✵✷✻✹✼✶✷✽✷✷✷✶✸✹✼✵

❚❛❜❧❡ ✹✳✾✿ ❆♠♣❧✐✜❝❛7✐♦♥ ❢❛❝7♦-/ ❢♦- 7❤❡ /♣❧✐77✐♥❣ ✭✹✳✺✻✮✱ ❢♦- 7❤❡ ❍❇❱▼(k, s) ♠❡7❤♦❞/✱ k ≥ s✱ ❛♣♣❧✐❡❞
7♦ ❛ /❡♣❛-❛❜❧❡ ❍❛♠✐❧7♦♥✐❛♥ ♣-♦❜❧❡♠✳

s ρ∗
1

ρ∗
2

ρ∗
3

ρ∗
4

ρ̃1 ρ̃2 ρ̃3 ρ̃4 ρ∞
1

ρ∞
2

ρ∞
3

ρ∞
4

ρ∗ ρ̃
✷ ✵✳✷✺ ✵✳✷✺ ✵✳✷✺ ✵✳✷✺ ✵✳✵✽✸✸ ✵✳✵✽✸✸ ✵✳✵✽✸✸ ✵✳✵✽✸✸ ✵✳✷ ✵ ✵ ✵ ✵✳✷✺ ✵✳✵✽✸✸

✸ ✵✳✻✸✵ ✵✳✹✽✷ ✵✳✹✹✼ ✵✳✹✸✸ ✵✳✶✼✸ ✵✳✶✶✸ ✵✳✵✾✺✹ ✵✳✵✽✼✸ ✵✳✻✸✵ ✵✳✶✼✵ ✵ ✵ ✵✳✹✸✸ ✵✳✵✻✻✽

✹ ✶✳✵✻✺ ✵✳✻✶✽ ✵✳✻✵✷ ✵✳✺✽✽ ✵✳✷✺✽ ✵✳✶✸✵ ✵✳✵✾✵✸ ✵✳✵✼✶✽ ✶✳✵✻✺ ✵✳✹✺✷ ✵✳✷✷✵ ✵ ✵✳✺✺✻ ✵✳✵✸✷✽

✺ ✷✳✸✶✵ ✵✳✾✾✸ ✵✳✼✼✼ ✵✳✼✶✹ ✵✳✹✷✸ ✵✳✶✸✵ ✵✳✵✼✽✾ ✵✳✵✺✽✽ ✷✳✸✶✵ ✵✳✻✷✾ ✵✳✸✼✷ ✵✳✵✾✾✽ ✵✳✺✽✷ ✵✳✵✷✶✾

✻ ✺✳✶✵✻ ✶✳✺✼✾ ✶✳✵✵✷✷ ✵✳✽✸✵ ✵✳✸✵✹ ✵✳✵✼✾✼ ✵✳✵✻✵✹ ✵✳✵✹✼✽ ✸✳✶✸✾ ✶✳✸✷✽ ✵✳✺✶✺ ✵✳✷✹✻ ✵✳✺✹✸ ✵✳✵✶✼✽



✹✳✽ ◆✉♠❡'✐❝❛❧ ❚❡-.- ✻✸

✹✳✽ ◆✉♠❡'✐❝❛❧ ❚❡-.-

❲❡ ❡♥❞ $❤✐' '❡❝$✐♦♥ ❜② '❤♦✇✐♥❣ ❛ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ♥✉♠❡4✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡' ❛✐♠❡❞ $♦ ♣✉$ ✐♥$♦ ❡✈✐❞❡♥❝❡ $❤❡

❢❡❛$✉4❡' ❛♥❞ ❡✛❡❝$✐✈❡♥❡'' ♦❢ $❤❡ ♠❡$❤♦❞' ❛♥❞ ♦❢ $❤❡✐4 ✐♠♣❧❡♠❡♥$❛$✐♦♥✱ ❛' ♣4❡✈✐♦✉'❧② ❞❡'❝4✐❜❡❞✳

❋♦4 ❜♦$❤ ♣4♦❜❧❡♠'✱ ✇❡ ❧✐'$ $❤❡ ❝♦♠♣✉$❛$✐♦♥❛❧ ❝♦'$ ❢♦4 ❍❇❱▼✭k, s✮ ♠❡$❤♦❞'✱ ✐♥ $❡4♠' ♦❢ 4❡A✉✐4❡❞
✐$❡4❛$✐♦♥' ❢♦4 '♦❧✈✐♥❣ $❤❡ ❣❡♥❡4❛$❡❞ ❞✐'❝4❡$❡ ♣4♦❜❧❡♠' ✇✐$❤ ❛ ❝♦♥'$❛♥$ '$❡♣'✐③❡✱ ✇❤❡♥ ✉'✐♥❣✿

✭✐✮ $❤❡ ✜①❡❞✲♣♦✐♥$ ✐$❡4❛$✐♦♥❀

✭✐✐✮ $❤❡ ❜❧❡♥❞❡❞ ✐$❡4❛$✐♦♥ ❞❡'❝4✐❜❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✸❀

✭✐✐✐✮ $❤❡ $4✐❛♥❣✉❧❛4 '♣❧✐$$✐♥❣ ✐$❡4❛$✐♦♥ ❞❡'❝4✐❜❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✼✱ ❜② ✉'✐♥❣ ✷ ✐♥♥❡4 ✐$❡4❛$✐♦♥'✳

❲❡ ❝❤♦♦'❡ ✷ ✐♥♥❡4 ✐$❡4❛$✐♦♥' ❢♦4 $❤❡ $4✐❛♥❣✉❧❛4 '♣❧✐$$✐♥❣ ✐$❡4❛$✐♦♥ ✭✐✐✐✮✱ '♦ $❤❛$ $❤❡ ❝♦'$ ♦❢ ♦♥❡

♦✉$❡4 ✐$❡4❛$✐♦♥ ✐' ❝♦♠♣❛4❛❜❧❡ $♦ $❤❛$ ♦❢ ♦♥❡ ❜❧❡♥❞❡❞ ✐$❡4❛$✐♦♥ ✭✐✐✮✳ ❲❡ '$4❡'' $❤❛$✱ ❢♦4 ❛❧❧ $❤❡ $❤4❡❡

❛❜♦✈❡ ✐$❡4❛$✐♦♥'✱ $❤❡ $♦$❛❧ ♥✉♠❜❡4 ♦❢ ❢✉♥❝$✐♦♥❛❧ ❡✈❛❧✉❛$✐♦♥' ❡A✉❛❧' $❤❡ ♥✉♠❜❡4 ♦❢ ✐$❡4❛$✐♦♥' $✐♠❡'

k✳ ▼♦4❡♦✈❡4✱ ❢♦4 $❤❡ ❧❛'$ $✇♦ ✐$❡4❛$✐♦♥'✱ ❛$ ❡❛❝❤ '$❡♣ ♦♥❡ ❛❧'♦ ♥❡❡❞' $♦ ❡✈❛❧✉❛$❡ $❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ J0✱ ❛'
✇❡❧❧ ❛' $♦ ❢❛❝$♦4 ❛ ♠❛$4✐① ❤❛✈✐♥❣ $❤❡ '❛♠❡ '✐③❡ ❛' $❤❛$ ♦❢ $❤❡ ❝♦♥$✐♥✉♦✉' ♣4♦❜❧❡♠ ✭✐✳❡✳✱ ✭✹✳✷✾✮ ❢♦4 ✭✐✐✮

❛♥❞ ✭✹✳✹✻✮ ❢♦4 ✭✐✐✐✮✮✳

❚❤❡ ✜4'$ ♣4♦❜❧❡♠ ✐' ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛4 ❍❛♠✐❧$♦♥✐❛♥ ♣4♦❜❧❡♠ ❞❡'❝4✐❜✐♥❣ $❤❡ ♠♦$✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❤❛4❣❡❞ ♣❛4$✐❝❧❡✱

✇✐$❤ ❝❤❛4❣❡ e ❛♥❞ ♠❛'' m✱ ✐♥ ❛ ♠❛❣♥❡$✐❝ ✜❡❧❞ ✇✐$❤ ❇✐♦$✲❙❛✈❛4$ ♣♦$❡♥$✐❛❧ ❬✶✾❪✳ ■$ ✐' ❞❡✜♥❡❞ ❜② $❤❡
❍❛♠✐❧$♦♥✐❛♥✿

H(x, y, z, x′, y′, z′) =
1

2m

[(

x′ − α x
ρ2

)2

+

(

y′ − α y
ρ2

)2

+ (z′ + α log ρ)2

]

, ✭✹✳✺✾✮

✇✐$❤ ρ =
√

x2 + y2 ❛♥❞ α = eB0✱ B0 ❜❡✐♥❣ $❤❡ ✐♥$❡♥'✐$② ♦❢ $❤❡ ♠❛❣♥❡$✐❝ ✜❡❧❞✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ✉'❡❞ $❤❡

✈❛❧✉❡'

m = 1, e = −1, B0 = 1,

❛♥❞ $❤❡ ✐♥✐$✐❛❧ ✈❛❧✉❡'

x = 0.5, y = 10, x′ = −0.1, y′ = −0.3, z = z′ = 0. ✭✹✳✻✵✮

■♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶✵ ✇❡ ❧✐'$ $❤❡ 4❡'✉❧$' ♦❜$❛✐♥❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ $❤❡ ❍❇❱▼✭k, 2✮ ♠❡$❤♦❞'✱ ✇✐$❤ k =
2, 4, 6, 8, 10✱ ❢♦4 '♦❧✈✐♥❣ $❤✐' ♣4♦❜❧❡♠ ♦✈❡4 $❤❡ ✐♥$❡4✈❛❧ [0, 103] ✇✐$❤ '$❡♣'✐③❡ h = 0.1✳ ❋4♦♠ $❤❡ 4❡'✉❧$'
✐♥ $❤❡ $❛❜❧❡✱ ♦♥❡ ✐♥❢❡4' $❤❛$✿

• $❤❡ 4❡❧❛$✐✈❡ ❡44♦4 ♦♥ $❤❡ ❍❛♠✐❧$♦♥✐❛♥ ♠♦♥♦$♦♥✐❝❛❧❧② ❞❡❝4❡❛'❡' ❛' k ✐' ✐♥❝4❡❛'❡❞ ❛♥❞✱ ❢♦4 k = 10✱
♦♥❡ ♦❜$❛✐♥' ❛ ♣4❛❝$✐❝❛❧ ❝♦♥'❡4✈❛$✐♦♥✱ ❢♦4 $❤❡ ❣✐✈❡♥ '$❡♣'✐③❡ ✭❝♦♥'❡A✉❡♥$❧② ❧❛4❣❡4 ✈❛❧✉❡' ♦❢ k
✇♦✉❧❞ ❜❡ ✉'❡❧❡''✮❀

• ✇❤❡♥ ✉'✐♥❣ $❤❡ '②♠♣❧❡❝$✐❝ ✷✲'$❛❣❡' ●❛✉'' ♠❡$❤♦❞ ✭✐✳❡✳✱ ❍❇❱▼✭✷✱✷✮✮ $❤❡ 4❡❧❛$✐✈❡ ❡44♦4 ♦♥ $❤❡
'♦❧✉$✐♦♥ ✐' ❧❛4❣❡4 $❤❛♥ $❤❛$ ♦❜$❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ $❤❡ ❡♥❡4❣② ❡44♦4 ❞❡❝4❡❛'❡'❀

• $❤❡ $4✐❛♥❣✉❧❛4 '♣❧✐$$✐♥❣ ♣4♦❝❡❞✉4❡ ✭✐✐✐✮ ✐' ♠♦4❡ ❡✛❡❝$✐✈❡ $❤❛♥ $❤❡ ❜❧❡♥❞❡❞ ✐$❡4❛$✐♦♥ ✭✐✐✮✳ ■♥ '✉❝❤
❛ ❝❛'❡✱ ❤♦✇❡✈❡4✱ ❜♦$❤ ✐$❡4❛$✐♦♥' $✉4♥ ♦✉$ $♦ ❜❡ ♥♦$ ✈❡4② ❝♦♠♣❡$✐$✐✈❡✱ ✇✐$❤ 4❡'♣❡❝$ $♦ $❤❡ ✉'❡

♦❢ ❛ ✜①❡❞✲♣♦✐♥$ ✐$❡4❛$✐♦♥✱ '✐♥❝❡ $❤✐' ♣4♦❜❧❡♠ ✐' ♥♦$  !✐✛❀

• ❛❧❧ ✐$❡4❛$✐♦♥' ♣4♦✈✐❞❡ ❛ $♦$❛❧ ❝♦'$ ✇❤✐❝❤ ✐' ❡''❡♥$✐❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥$ ♦❢ k✳



✻✹ ■♠♣❧❡♠❡♥&❛&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ♠❡&❤♦❞-

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✵✿ ❘❡+✉❧-+ ✇❤❡♥ +♦❧✈✐♥❣ ♣6♦❜❧❡♠ ✭✹✳✺✾✮✲✭✹✳✻✵✮ ❜② ✉+✐♥❣ -❤❡ ❍❇❱▼✭k, 2✮ ♠❡-❤♦❞ ✇✐-❤
+-❡♣+✐③❡ h = 0.1 ♦✈❡6 -❤❡ ✐♥-❡6✈❛❧ [0, 103]✳

❍❛♠✐❧-♦♥✐❛♥ +♦❧✉-✐♦♥ ✜①❡❞✲♣♦✐♥- ❜❧❡♥❞❡❞ +♣❧✐--✐♥❣

k ❡66♦6 ❡66♦6 ✐-❡6❛-✐♦♥+ ✐-❡6❛-✐♦♥+ ✐-❡6❛-✐♦♥+

✷ 1.6 · 10−3 7.18 · 10−4 ✼✾✺✶✶ ✻✻✽✺✹ ✹✽✵✸✵

✹ 8.3 · 10−6 2.42 · 10−5 ✼✾✽✹✻ ✻✻✽✽✹ ✹✽✷✺✷

✻ 5.9 · 10−9 1.02 · 10−5 ✼✾✾✶✶ ✻✻✾✹✶ ✹✽✸✹✾

✽ 1.7 · 10−12 1.02 · 10−5 ✼✾✾✸✾ ✻✻✾✻✸ ✹✽✸✼✼

✶✵ 4.4 · 10−16 1.02 · 10−5 ✼✾✾✻✷ ✻✻✾✼✻ ✹✽✹✵✷

❆+ ❛ +❡❝♦♥❞ 2❡+2 ♣4♦❜❧❡♠ ✇❡ ❝♦♥+✐❞❡4✱ ♦♥ 2❤❡ ❝♦♥24❛4②✱ ❛  !✐✛ ♦ ❝✐❧❧❛!♦(② ♣4♦❜❧❡♠✳ ■2 ✐+ ❞❡✜♥❡❞ ❛+

❛ +❧✐❣❤2 ♠♦❞✐✜❝❛2✐♦♥ ♦❢ 2❤❡ ❋❡4♠✐✲D❛+2❛✲❯❧❛♠ ♣4♦❜❧❡♠ ❞❡+❝4✐❜❡❞ ✐♥ ❬✹✾❪✳

✸

❚❤❡ ❍❛♠✐❧2♦♥✐❛♥ ❞❡✜♥✐♥❣

2❤✐+ ♣4♦❜❧❡♠ ✐+ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

H(q, p) =
1

2

m∑

i=1

(p22i−1 + p22i) +
1

4

m∑

i=1

ω2
i (q2i − q2i−1)2 +

m∑

i=0

(q2i+1 − q2i)4, ✭✹✳✻✶✮

✇✐2❤ q, p ∈ R
2m

❛♥❞ q0 = q2m+1 = 0✳ ❲❡ ❝❤♦♦+❡ m = 7✱ +♦ 2❤❛2 2❤❡ ♣4♦❜❧❡♠ ❤❛+ ❞✐♠❡♥+✐♦♥ ✷✽✱ ❛♥❞

ωi = ωm−i+1 = 10, i = 1, 2, 3, ❛♥❞ ω4 = 104. ✭✹✳✻✷✮

❚❤❡ +2❛42✐♥❣ ✈❡❝2♦4 ✐+

pi = 0, qi =
i− 1

4m− 2
, i = 1, . . . , 2m. ✭✹✳✻✸✮

❙✐♥❝❡ 2❤❡ ❍❛♠✐❧2♦♥✐❛♥ ❢✉♥❝2✐♦♥ ✭✹✳✻✶✮ ✐+ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ ❞❡❣4❡❡ ✹✱ 2❤❡ ❍❇❱▼✭2s, s✮ ♠❡2❤♦❞

✭❤❛✈✐♥❣ ♦4❞❡4 ✷s✮✱ ✐+ ❛❜❧❡ 2♦ ❡①❛❝2❧② ♣4❡+❡4✈❡ 2❤❡ ❍❛♠✐❧2♦♥✐❛♥✱ ❢♦4 ❛❧❧ s ≥ 1✳ ❆+ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡

✜① s = 3 ❛♥❞ ✐♥2❡❣4❛2❡ 2❤❡ ♣4♦❜❧❡♠ ♦✈❡4 2❤❡ ✐♥2❡4✈❛❧ [0, 10]✳ ■♥ 2❤✐+ ❝❛+❡✱ 2❤❡ ✜①❡❞✲♣♦✐♥2 ✐2❡4❛2✐♦♥

❝❛♥♥♦2 ❜❡ ❡①♣❡❝2❡❞ 2♦ ✇♦4❦✱ ✇❤❡♥ ✉+✐♥❣ +2❡♣+✐③❡+ ♠✉❝❤ ❧❛4❣❡4 2❤❛♥ ‖ω‖−1∞ = 10−4✱ ❛+ ✐+ ❝♦♥✜4♠❡❞

❜② 2❤❡ 4❡+✉❧2+ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶✶✳

❙✐♠✐❧❛4❧②✱ ❡①♣❧✐❝✐2 ♠❡2❤♦❞+✱ ✇❤✐❝❤ ❡①✐+2 ✐♥ 2❤✐+ +♣❡❝✐✜❝ ❝❛+❡ +✐♥❝❡ 2❤❡ ♣4♦❜❧❡♠ ✐+ +❡♣❛4❛❜❧❡ ✭+❡❡

❬✻✾✱ ❈❤❛♣2❡4 ✽❪✮✱ +✉✛❡4 ❢4♦♠ ❛ +✐♠✐❧❛4 4❡+24✐❝2✐♦♥ ♦♥ 2❤❡ +2❡♣+✐③❡ ❜❡❝❛✉+❡ ♦❢ +2❛❜✐❧✐2② 4❡❛+♦♥+✳ ■♥

♣❛42✐❝✉❧❛4 ✇❡ ❝♦♥+✐❞❡4 ❛ ❝♦♠♣♦+✐2✐♦♥ ♠❡2❤♦❞✱ ❤❛✈✐♥❣ ♦4❞❡4 ✻✱ ❜❛+❡❞ ♦♥ 2❤❡ ❙2Y4♠❡4✲❱❡4❧❡2 ♠❡2❤♦❞

✭+❡❡ ❬✹✾✱ ❈❤❛♣2❡4 ■■✳✹❪ ❢♦4 ❞❡2❛✐❧+✮✱ 4❡Z✉✐4✐♥❣ ✶✽ ❢✉♥❝2✐♦♥ ❡✈❛❧✉❛2✐♦♥+ ♣❡4 +2❡♣✿

✹

2❤❡ 4❡+✉❧2+ ❧✐+2❡❞ ✐♥

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✷ ❝❧❡❛4❧② ❝♦♥✜4♠ 2❤✐+ ❢❛❝2✳

❈♦♥✈❡4+❡❧②✱ 2❤❡ ✉+❡ ♦❢ ◆❡✇2♦♥✲2②♣❡ ✐2❡4❛2✐♦♥+ ❢♦4 +♦❧✈✐♥❣ 2❤❡ ❞✐+❝4❡2❡ ♣4♦❜❧❡♠+ ❣❡♥❡4❛2❡❞ ❜② 2❤❡

❍❇❱▼✭✻✱✸✮ ♠❡2❤♦❞✱ ♠❛❦❡+ ✐2 ♣♦++✐❜❧❡ 2♦ ✉+❡ ♠✉❝❤ ❧❛4❣❡4 +2❡♣+✐③❡+✱ 2❤✉+ ❛❧❧♦✇✐♥❣ 2♦ ❛♣♣4♦①✐♠❛2❡

2❤❡ ❧♦✇ ❢4❡Z✉❡♥❝✐❡+ ✇✐2❤♦✉2 ❜❡✐♥❣ ❤✐♥❞❡4❡❞ ❜② 2❤❡ ❤✐❣❤ ♦♥❡+✳ ❇② ✉+✐♥❣ 2❤❡ ❜❧❡♥❞❡❞ ✐2❡4❛2✐♦♥ ✭✐✐✮ ❛♥❞

2❤❡ 24✐❛♥❣✉❧❛4 +♣❧✐22✐♥❣ ✐2❡4❛2✐♦♥ ✭✐✐✐✮✱ ♦♥❡ ♦❜2❛✐♥+ 2❤❡ ✜❣✉4❡+ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶✸✳ ❊✈❡♥ ✇❤❡♥ ✉+✐♥❣ ✈❡4②

❝♦❛4+❡ +2❡♣+✐③❡+✱ 2❤❡ ❛♣♣4♦①✐♠❛2✐♦♥ ♦❢ 2❤❡ +❧♦✇❧②✲♦+❝✐❧❧❛2✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥2+ ♦❢ 2❤❡ +♦❧✉2✐♦♥ ✭✷✹ ♦✉2 ♦❢ ✷✽✮

✐+ +❛2✐+❢❛❝2♦4②✿ ❛+ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❋✐❣✉4❡ ✹✳✺ ❛♥❞ ❋✐❣✉4❡ ✹✳✻ 2❤❡4❡ ✐+ 2❤❡ ♣❧♦2 ♦❢ 2❤❡ +❧♦✇❧②✲♦+❝✐❧❧❛2✐♥❣

❝♦♠♣♦♥❡♥2+ q14 ❛♥❞ p14✱ 4❡+♣❡❝2✐✈❡❧②✱ ❜② ✉+✐♥❣ ❛ ✜♥❡4 +2❡♣✱ h = 10−4✱ ❛♥❞ ❛ ♠✉❝❤ ❝♦❛4+❡4 ♦♥❡✱

h = 0.1✳✺ ▲❛+2 ❜✉2 ♥♦2 ❧❡❛+2✱ ❢4♦♠ 2❤❡ ✜❣✉4❡+ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶✸✱ ♦♥❡ +❡❡+ 2❤❛2 2❤❡ 24✐❛♥❣✉❧❛4 +♣❧✐22✐♥❣

♣4♦❝❡❞✉4❡ ✭✐✐✐✮ ✐+ 2❤❡ ♠♦+2 ❡✛❡❝2✐✈❡ ♦♥❡✱ 2❤♦✉❣❤ ✉+✐♥❣ ♦♥❧② ✷ ✐♥♥❡4+ ✐2❡4❛2✐♦♥+✳

✸

❚❤❡ ♦$✐❣✐♥❛❧ ♣$♦❜❧❡♠ $❡♣♦$-❡❞ ✐♥ ❬✹✾❪ ✐3 ♦❜-❛✐♥❡❞ ❜② 3❡--✐♥❣ m = 3 ❛♥❞ ωi = 50, i = 1, . . . ,m ✐♥ ✭✹✳✻✶✮✳

✹

❈♦♥3❡;✉❡♥-❧②✱ ❡❛❝❤ 3-❡♣ ♦❢ -❤✐3 ❝♦♠♣♦3✐-✐♦♥ ♠❡-❤♦❞ ❤❛3 ❛ ❝♦3- ✇❤✐❝❤ ✐3 ❝♦♠♣❛$❛❜❧❡ -♦ ✸ ✜①❡❞✲♣♦✐♥- ✐-❡$❛-✐♦♥3 ❢♦$

❍❇❱▼✭6, 3✮✳
✺

❇② -❤❡ ✇❛②✱ ✇❡ ♠❡♥-✐♦♥ -❤❛- ❛❧3♦ -❤❡ ❛♠♣❧✐%✉❞❡ ♦❢ -❤❡ $❡♠❛✐♥✐♥❣ ✹ ❤✐❣❤❧②✲♦3❝✐❧❧❛-♦$② ❝♦♠♣♦♥❡♥-3 -✉$♥3 ♦✉- -♦ ❜❡

✇❡❧❧ ❛♣♣$♦①✐♠❛-❡❞✱ ✇❤❡♥ ✉3✐♥❣ ❛ 3-❡♣3✐③❡ h = 0.1✳



✹✳✽ ◆✉♠❡'✐❝❛❧ ❚❡-.- ✻✺

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✶✿ ❋✐①❡❞✲♣♦✐♥1 ✐1❡2❛1✐♦♥3 ❢♦2 3♦❧✈✐♥❣ ♣2♦❜❧❡♠ ✭✹✳✻✶✮✲✭✹✳✻✸✮ ♦♥ 1❤❡ ✐♥1❡2✈❛❧ [0, 10]✱ ❜② ✉3✐♥❣
1❤❡ ❍❇❱▼✭6, 3✮ ♠❡1❤♦❞ ✇✐1❤ 31❡♣3✐③❡ h ✭✯✯✯ ♠❡❛♥3 1❤❛1 1❤❡ ✐1❡2❛1✐♦♥ ❞♦❡3 ♥♦1 ❝♦♥✈❡2❣❡✮✳

✜①❡❞✲♣♦✐♥1

h ✐1❡2❛1✐♦♥3

10−4 ✷✷✼✹✺✽✻

2 · 10−4 ✶✾✵✶✾✵✼

4 · 10−4 ✹✺✸✾✾✸✵

5 · 10−4 ✯✯✯

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✷✿ ❘❡❧❛1✐✈❡ ❡22♦2 ♦♥ 1❤❡ ❍❛♠✐❧1♦♥✐❛♥✱ ♦❜1❛✐♥❡❞ ❜② ✉3✐♥❣ ❛ 3✐①1❤✲♦2❞❡2 ❡①♣❧✐❝✐1 ❝♦♠♣♦3✐1✐♦♥

♠❡1❤♦❞ ❜❛3❡❞ ♦♥ 1❤❡ ❙1Q2♠❡1✲❱❡2❧❡1 ♠❡1❤♦❞✱ ❢♦2 3♦❧✈✐♥❣ ♣2♦❜❧❡♠ ✭✹✳✻✶✮✲✭✹✳✻✸✮ ♦♥ 1❤❡ ✐♥1❡2✈❛❧ [0, 10]✱
❜② ✉3✐♥❣ 31❡♣3✐③❡ h ✭✯✯✯ ♠❡❛♥3 1❤❛1 1❤❡ ✐1❡2❛1✐♦♥ ❞♦❡3 ♥♦1 ❝♦♥✈❡2❣❡✮✳

h ❍❛♠✐❧1♦♥✐❛♥ ❡22♦2

10−5 9.2 · 10−8
5 · 10−5 1.5 · 10−3
10−4 8.4 · 10−2
2 · 10−4 ✯✯✯

4 · 10−4 ✯✯✯

5 · 10−4 ✯✯✯

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✸✿ ◆❡✇1♦♥✲1②♣❡ ✐1❡2❛1✐♦♥3 ❢♦2 3♦❧✈✐♥❣ ♣2♦❜❧❡♠ ✭✹✳✻✶✮✲✭✹✳✻✸✮✱ ♦♥ 1❤❡ ✐♥1❡2✈❛❧ [0, 10] ❜② ✉3✐♥❣
1❤❡ ❍❇❱▼✭6, 3✮ ♠❡1❤♦❞ ✇✐1❤ 31❡♣3✐③❡ h✳

❜❧❡♥❞❡❞ 3♣❧✐11✐♥❣

h ✐1❡2❛1✐♦♥3 ✐1❡2❛1✐♦♥3

10−4 ✶✻✷✽✶✹✾ ✽✺✺✶✶✾

5 · 10−4 ✺✾✾✼✷✽ ✷✾✼✾✶✾

10−3 ✷✹✵✹✽✻ ✶✹✵✺✺✽

5 · 10−3 ✷✽✽✶✾ ✶✾✶✷✼

10−2 ✶✷✻✶✻ ✽✽✸✾

5 · 10−2 ✷✽✷✸ ✶✻✶✸

10−1 ✶✼✸✽ ✾✼✶



h = 10−4 h = 0.1

h = 10−4 h = 0.1



❈❤❛♣$❡& ✺

❊♥❡#❣② ❝♦♥(❡#✈✐♥❣ ♠❡,❤♦❞( ❢♦# ,❤❡

(❡♠✐❧✐♥❡❛# ✇❛✈❡ ❡3✉❛,✐♦♥

✺✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥ %♦ %❤❡ ♣&♦❜❧❡♠

■♥ "❤❡ ♣&❡'❡♥" ❝❤❛♣"❡& ✇❡ ❞✐'❝✉'' ❡♥❡&❣②✲❝♦♥'❡&✈❛"✐♦♥ ✐''✉❡' ❝♦♥❝❡&♥✐♥❣ "❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ '❡♠✐❧✐♥❡❛&

✇❛✈❡ ❡6✉❛"✐♦♥✳ ❋♦& '✐♠♣❧✐❝✐"②✱ "❤♦✉❣❤ ✇✐"❤♦✉" ❧♦'' ♦❢ ❣❡♥❡&❛❧✐"②✱ ✇❡ '❤❛❧❧ ❝♦♥'✐❞❡& "❤❡ ✶❉ ❝❛'❡✱

utt(x, t) = α2uxx(x, t)− f ′(u(x, t)), (x, t) ∈ (0, 1)× (0,∞),

u(x, 0) = ψ0(x), ✭✺✳✶✮

ut(x, 0) = ψ1(x), x ∈ (0, 1),

❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐"❤ '✉✐"❛❜❧❡ ❜♦✉♥❞❛&② ❝♦♥❞✐"✐♦♥'✳ ❆' ✉'✉❛❧✱ '✉❜'❝&✐♣"' ❞❡♥♦"❡ ♣❛&"✐❛❧ ❞❡&✐✈❛"✐✈❡'✳ ❲❡

❛''✉♠❡ "❤❛" "❤❡ ❢✉♥❝"✐♦♥' f ✱ ψ0 ❛♥❞ ψ1 ❛&❡ '✉✐"❛❜❧② &❡❣✉❧❛&✱ '♦ "❤❛" "❤❡② ❞❡✜♥❡ ❛ &❡❣✉❧❛& '♦❧✉"✐♦♥

u(x, t) ✭f ′ ❞❡♥♦"❡' "❤❡ ❞❡&✐✈❛"✐✈❡ ♦❢ f✮✳ ❚❤❡ ♣&♦❜❧❡♠ ✐' ❝♦♠♣❧❡"❡❞ ❜② ❛''✐❣♥✐♥❣ '✉✐"❛❜❧❡ ❜♦✉♥❞❛&②

❝♦♥❞✐"✐♦♥' ❛♥❞ ✇❡ '❤❛❧❧ ❝♦♥'✐❞❡& "❤❡ ❞✐✛❡&❡♥" ❝❛'❡' ♦❢ ♣❡&✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛&② ❝♦♥❞✐"✐♦♥'✱

u(0, t) = u(1, t), ux(0, t) = ux(1, t), t > 0, ✭✺✳✷✮

❉✐&✐❝❤❧❡" ❜♦✉♥❞❛&② ❝♦♥❞✐"✐♦♥'✱

u(0, t) = ϕ0(t), u(1, t) = ϕ1(t), t > 0, ✭✺✳✸✮

❛♥❞ ◆❡✉♠❛♥♥ ❜♦✉♥❞❛&② ❝♦♥❞✐"✐♦♥'✱

ux(0, t) = φ0(t), ux(1, t) = φ1(t), t > 0, ✭✺✳✹✮

✇✐"❤ ϕ0(t)✱ ϕ1(t)✱ φ0(t) ❛♥❞ φ1(t) '✉✐"❛❜❧② &❡❣✉❧❛&✳ ■♥ ❛❧❧ ❝❛'❡'✱ ❛❧❧ "❤❡ ❢✉♥❝"✐♦♥' ❛&❡ ❛''✉♠❡❞ "♦

'❛"✐'❢② '✉✐"❛❜❧❡ ❝♦♠♣❛"✐❜✐❧✐"② ❝♦♥❞✐"✐♦♥'✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ "❤❡ ❝♦♥'✐❞❡&❡❞ '❡" ♦❢ ❜♦✉♥❞❛&② ❝♦♥❞✐"✐♦♥'✳

❘❡♠❛$❦ ✺✳✶✳✶✳ ■! ✐# ✇♦&!❤ ♠❡♥!✐♦♥✐♥❣ !❤❛! ❛ ♣&♦❜❧❡♠ ❢♦& !❤❡ #❡♠✐❧✐♥❡❛& ✇❛✈❡ ❡2✉❛!✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞

♦♥ ❛ ❣❡♥❡&✐❝ ✐♥!❡&✈❛❧ [a, b]✱ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛❧✇❛②# !&❛♥#❢♦&♠❡❞ !♦ !❤❡ ❢♦&♠ ✭✺✳✶✮✱ ❜② ♠❡❛♥# ♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛&

!&❛♥#❢♦&♠❛!✐♦♥ ♦❢ !❤❡ x ✈❛&✐❛❜❧❡✳ ■♥ #✉❝❤ ❛ ❝❛#❡✱ !❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥! α ✐♥ ✭✺✳✶✮ ❝❤❛♥❣❡# ❛❝❝♦&❞✐♥❣❧②

✭✐✳❡✳ ✐! ❜❡❝♦♠❡# (b− a)−1α)✳

❇② '❡""✐♥❣

v = ut, ✭✺✳✺✮

✻✼



✻✽ ❊♥❡#❣② ❝♦♥(❡#✈✐♥❣ ♠❡,❤♦❞( ❢♦# ,❤❡ (❡♠✐❧✐♥❡❛# ✇❛✈❡ ❡3✉❛,✐♦♥

❛♥❞ ❞❡✜♥✐♥❣ '❤❡ ❢✉♥❝'✐♦♥❛❧

✶

H[u, v](t) =
∫ 1

0

[
1

2
v2(x, t) +

1

2
α2u2x(x, t) + f(u(x, t))

]

dx ≡
∫ 1

0
E(x, t)dx, ✭✺✳✻✮

✇❡ ❝❛♥ 4❡✇4✐'❡ ✭✺✳✶✮ ❛6 '❤❡ ✐♥✜♥✐'❡✲❞✐♠❡♥6✐♦♥❛❧ ❍❛♠✐❧'♦♥✐❛♥ 6②6'❡♠ ✭❢♦4 ❜4❡✈✐'②✱ ✇❡ ♥❡❣❧❡❝' '❤❡

❛4❣✉♠❡♥'6 ♦❢ '❤❡ ❢✉♥❝'✐♦♥6 u ❛♥❞ v✮

zt = J
δH
δz
, ✭✺✳✼✮

✇❤❡4❡

J =

(
0 1
−1 0

)

, z =

(
u
v

)

, ✭✺✳✽✮

❛♥❞

δH
δz

=

(
δH
δu

,
δH
δv

)⊤

✭✺✳✾✮

✐6 '❤❡ ❢✉♥❝'✐♦♥❛❧ ❞❡4✐✈❛'✐✈❡ ♦❢ H✳ ❚❤✐6 ❧❛''❡4 ✐6 ❞❡✜♥❡❞ ❛6 ❢♦❧❧♦✇6✿ ❣✐✈❡♥ ❛ ❣❡♥❡4✐❝ ❢✉♥❝'✐♦♥❛❧ ✐♥ '❤❡

❢♦4♠

L[q] =
∫ b

a

L(x, q(x), q′(x), . . .)dx,

✐'6 ❢✉♥❝'✐♦♥❛❧ ❞❡4✐✈❛'✐✈❡ ✐6 ❣✐✈❡♥ ❜②✿

δL
δq

=
∞∑

n=0

(−1)n dn

dxn
∂L

∂q(n)
, ✇✐'❤ q(n) =

∂nq

∂xn
. ✭✺✳✶✵✮

■♥ '❤❡ ♣❛4'✐❝✉❧❛4 ❝❛6❡ ✇❤❡♥ L = L(x, q(x), q′(x))✱ '❤❛' ✐6✱ ✇❤❡♥ '❤❡ ❢✉♥❝'✐♦♥ L ❞♦❡6 ♥♦' ❞❡♣❡♥❞ ♦♥

q(n) ❢♦4 n > 1✱ ❛6 ✐♥ '❤❡ ❝❛6❡ ♦❢ ✭✺✳✻✮✱ ✭✺✳✶✵✮ ❜❡❝♦♠❡6✿

δL
δq

=
∂L

∂q
−
(
d

dx

∂L

∂q′

)

. ✭✺✳✶✶✮

❊①♣❧♦✐'✐♥❣ ✭✺✳✶✶✮✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡❛6✐❧② ✈❡4✐❢② '❤❛' ✭✺✳✼✮✕✭✺✳✾✮ ❛4❡ ❡I✉✐✈❛❧❡♥' '♦ ✭✺✳✶✮✳ ■♥ ❢❛❝'✿

zt =

(
ut
vt

)

= J
δH
δz

=

(
δH
δv

− δH
δu

)

=

(
v

α2uxx − f ′(u)

)

,

♦4

ut(x, t) = v(x, t), (x, t) ∈ (0, 1)× (0,∞),
✭✺✳✶✷✮

vt(x, t) = α2uxx(x, t)− f ′(u(x, t)),

'❤❛' ✐6✱ '❤❡ ✜46'✲♦4❞❡4 ❢♦4♠✉❧❛'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ❞✐✛❡4❡♥'✐❛❧ ❡I✉❛'✐♦♥ ✐♥ ✭✺✳✶✮✳

❘❡♠❛$❦ ✺✳✶✳✷✳ ❊✈❡♥ ✐❢ ✇❡ ❛(❡ ❝♦♥+✐❞❡(✐♥❣ ❛ ♣(♦❜❧❡♠ ❢♦( 2❤❡ +❡♠✐❧✐♥❡❛( ✇❛✈❡ ❡4✉❛2✐♦♥✱ 2❤❡ ❛(❣✉✲

♠❡♥2+ ✐♥ 2❤✐+ ❝❤❛♣2❡( ❝❛♥ ❜❡ ❡①2❡♥❞❡❞ 2♦ ❛ ❣❡♥❡(✐❝ ❍❛♠✐❧2♦♥✐❛♥ :❉❊ ✐♥ 2❤❡ ❢♦(♠ ✭✺✳✼✮✱ +✉❝❤ ❛+ 2❤❡

♥♦♥❧✐♥❡❛( ✇❛✈❡ ❡4✉❛2✐♦♥✱ 2❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛( ❙❝❤(B❞✐♥❣❡( ❡4✉❛2✐♦♥✱ 2❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛( ❜❡❛♠ ❡4✉❛2✐♦♥✱ 2❤❡ ❊✉❧❡(

❡4✉❛2✐♦♥+ ♦❢ ❤②❞(♦❞②♥❛♠✐❝+ ❛♥❞ ♥✉♠❡(♦✉+ ♠♦❞❡❧+ 2❤❛2 ❞❡(✐✈❡ ❢(♦♠ ✐2✳

✶

❚❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ✐♥*❡❣,❛*✐♦♥ ✐- *❤❡ -♣❛*✐❛❧ ✐♥*❡,✈❛❧ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐- ❞❡✜♥❡❞ ♣,♦❜❧❡♠ ✭✺✳✶✮✱ ✐♥ ♦✉, ❝❛-❡ [0, 1]✳



✺✳✷ ❚❤❡ ❝❛(❡ ♦❢ ♣❡,✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛,② ❝♦♥❞✐3✐♦♥ ✻✾

❆! ✐! ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥✱ ❛♥ ✐♠♣♦-.❛♥. ❢❡❛.✉-❡ ♦❢ ♦✉- ♣-♦❜❧❡♠ ✐! .❤❛.✱ ✇❤❛.❡✈❡- .❤❡ ❜♦✉♥❞❛-② ❝♦♥❞✐.✐♦♥!✱

.❤❡ -❛.❡ ♦❢ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ .❤❡ ❡♥❡-❣② ❞❡♥!✐.② ✐♥.❡❣-❛.❡❞ ♦✈❡- ❛♥ ✐♥.❡-✈❛❧ ❞❡♣❡♥❞! ♦♥❧② ♦♥ .❤❡ ♥❡. ✢✉①

.❤-♦✉❣❤ ✐.! ❡♥❞♣♦✐♥.!✳ ■♥ ❢❛❝.✱

Et(x, t) = v(x, t)vt(x, t) + α2ux(x, t)uxt(x, t) + f ′(u(x, t))ut(x, t)

= v(x, t)(α2uxx(x, t)− f ′(u(x, t))) + α2ux(x, t)vx(x, t) + f ′(u(x, t))v(x, t)

= α2(v(x, t)uxx(x, t) + ux(x, t)vx(x, t)) = α2(ux(x, t)v(x, t))x ≡ −Fx(x, t).

❈♦♥!❡=✉❡♥.❧②✱ ♦♥❡ ❤❛! ✭!❡❡ ✭✺✳✻✮✮

Ḣ[z](t) =
∫ 1

0
Et(x, t)dx = α2[ux(x, t)v(x, t)]

1
x=0, ✭✺✳✶✸✮

✇❤❡-❡✱ ❛! ✉!✉❛❧✱ .❤❡ ❞♦. ❞❡♥♦.❡! .❤❡ .✐♠❡ ❞❡-✐✈❛.✐✈❡✳

❲❡ -❡❝❛!. .❤❡ ❍❛♠✐❧.♦♥✐❛♥ ❢✉♥❝.✐♦♥❛❧ ✭✺✳✻✮ ✐♥ ❛ ♠♦-❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥. ❢♦-♠ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉!❡❢✉❧ ✐♥

.❤❡ !❡=✉❡❧✿

H[z](t) =

∫ 1

0
E(x, t)dx =

∫ 1

0

[
1

2
v2(x, t) +

1

2
α2u2x(x, t) + f(u(x, t))

]

dx

=

∫ 1

0

[
1

2
v2(x, t) +

1

2
α2[(u(x, t)ux(x, t))x − u(x, t)uxx(x, t)] + f(u(x, t))

]

dx

=

∫ 1

0

[
1

2
v2(x, t)− α2

2
u(x, t)uxx(x, t) + f(u(x, t))

]

dx+
α2

2
[u(x, t)ux(x, t)]

1
x=0. ✭✺✳✶✹✮

■♥ .❤❡ ♣-❡!❡♥. ❝❤❛♣.❡-✱ ✇❡ !❤❛❧❧ ❢♦❝✉! ♦✉- ❛..❡♥.✐♦♥ ♦♥ ♥✉♠❡-✐❝❛❧ .❡❝❤♥✐=✉❡! ❜❛!❡❞ ♦♥ .❤❡ ♠❡.❤♦❞ ♦❢

❧✐♥❡! ❛♣♣-♦❛❝❤✱ ❛❜❧❡ .♦ ♣-♦✈✐❞❡ ❛ ❢✉❧❧ ❞✐!❝-❡.✐③❛.✐♦♥ ♦❢ .❤❡ ♦-✐❣✐♥❛❧ !②!.❡♠ ✇✐.❤ .❤❡ ❞✐!❝-❡.❡ ❡♥❡-❣②

❜❡❤❛✈✐♥❣ ❝♦♥!✐!.❡♥.❧② ✇✐.❤ .❤❡ ❡♥❡-❣② ❢✉♥❝.✐♦♥ ❛!!♦❝✐❛.❡❞ ✇✐.❤ ✭✺✳✶✮ ✭!❡❡ ✭✺✳✶✸✮✮✳ ■♥ ♣❛-.✐❝✉❧❛-✱ ✐♥

❡❛❝❤ ♦❢ .❤❡ ♥❡①. .❤-❡❡ !❡❝.✐♦♥! ♦❢ .❤✐! ❝❤❛♣.❡- ✇❡ !❤❛❧❧ ❝♦♥!✐❞❡- ♣-♦❜❧❡♠ ✭✺✳✶✮ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐.❤ .❤❡

❜♦✉♥❞❛-② ❝♦♥❞✐.✐♦♥ ✭✺✳✷✮✱ ✭✺✳✸✮✱ ❛♥❞ ✭✺✳✹✮✱ -❡!♣❡❝.✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ ✇❡ !❤❛❧❧ ❝♦♥!✐❞❡- ❛ ✜♥✐.❡ ❞✐✛❡-❡♥❝❡

❛♣♣-♦❛❝❤ .♦ ♦❜.❛✐♥ ❛ !❡♠✐✲❞✐!❝-❡.❡ ♠♦❞❡❧ ✇❤♦!❡ ❢✉❧❧✲❞✐!❝-❡.✐③❛.✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❝❝♦♠♣❧✐!❤❡❞ ❜② ♠❡❛♥! ♦❢

❛♥ ❡♥❡-❣②✲❝♦♥!❡-✈✐♥❣ ♠❡.❤♦❞ ✐♥ .❤❡ ❝❧❛!! ♦❢ ❍❇❱▼!✳ ■♥ ❙❡❝.✐♦♥ ✺✳✺✱ .❤❡ ❝❛!❡ ♦❢ ♣❡-✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛-②

❝♦♥❞✐.✐♦♥! ✐! ❢✉-.❤❡- ✐♥✈❡!.✐❣❛.❡❞ ❜② ❝♦♥!✐❞❡-✐♥❣ ❤✐❣❤❡-✲♦-❞❡- ✜♥✐.❡ ❞✐✛❡-❡♥❝❡ !❝❤❡♠❡! ♦- ❛ ❋♦✉-✐❡-✲

●❛❧❡-❦✐♥ !♣❡❝.-❛❧ ♠❡.❤♦❞ ❢♦- .❤❡ !♣❛.✐❛❧ !❡♠✐✲❞✐!❝-❡.✐③❛.✐♦♥✳ ■♥ .❤❡ ❧❛!. !❡❝.✐♦♥ ✇❡ ♣-❡!❡♥. ❛ ❢❡✇

♥✉♠❡-✐❝❛❧ .❡!.! ✐♥ ♦-❞❡- .♦ !❤♦✇ .❤❡ ❡✛❡❝.✐✈❡ ❜❡♥❡✜. ✐♥ .❤❡ ✉!❡ ♦❢ ❡♥❡-❣②✲❝♦♥!❡-✈✐♥❣ ♠❡.❤♦❞! ❛❧!♦

✐♥ .❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❍❛♠✐❧.♦♥✐❛♥ S❉❊!✳

✺✳✷ ❚❤❡ ❝❛(❡ ♦❢ ♣❡,✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛,② ❝♦♥❞✐3✐♦♥

▲❡. ✉! ❝♦♥!✐❞❡- ♣-♦❜❧❡♠ ✭✺✳✶✮ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐.❤ .❤❡ ♣❡-✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛-② ❝♦♥❞✐.✐♦♥! ✭✺✳✷✮✳ ■♥ .❤✐! ❝❛!❡ .❤❡

❍❛♠✐❧.♦♥✐❛♥ ❢✉♥❝.✐♦♥❛❧ ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✺✳✶✹✮ ❜❡❝♦♠❡!✿

H[z](t) =
∫ 1

0

[
1

2
v2(x, t)− α2

2
u(x, t)uxx(x, t) + f(u(x, t))

]

dx, ✭✺✳✶✺✮

❛♥❞ ❢-♦♠ ✭✺✳✶✸✮ ♦♥❡ ❤❛!

Ḣ[z](t) = α2[ux(x, t)v(x, t)]
1
x=0 = 0,

❜❡❝❛✉!❡ ♦❢ .❤❡ ♣❡-✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛-② ❝♦♥❞✐.✐♦♥! ✭✺✳✷✮✱ !♦ .❤❛. ✭✺✳✶✺✮ ✐! ❛ ❝♦♥!❡-✈❡❞ =✉❛♥.✐.② ❛♥❞ ❛. .✐♠❡

t = h ♦♥❡ ❤❛!
H[z](h)−H[z](0) = 0.



✼✵ ❊♥❡#❣② ❝♦♥(❡#✈✐♥❣ ♠❡,❤♦❞( ❢♦# ,❤❡ (❡♠✐❧✐♥❡❛# ✇❛✈❡ ❡3✉❛,✐♦♥

✺✳✷✳✶ ❙❡♠✐✲❞✐*❝,❡-✐③❛-✐♦♥

❋♦" ♥✉♠❡"✐❝❛❧❧② ,♦❧✈✐♥❣ ♣"♦❜❧❡♠ ✭✺✳✶✮✲✭✺✳✷✮✱ ❧❡9 ✉, ✐♥9"♦❞✉❝❡ 9❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐,❝"❡9✐③❛9✐♦♥ ♦❢ 9❤❡ ,♣❛9✐❛❧

✈❛"✐❛❜❧❡✱

xi = i∆x, i = 0, . . . , N, ∆x = 1/N,

❛♥❞ 9❤❡ ✈❡❝9♦",✿

x =






x0
✳

✳

✳

xN−1




 , q(t) =






u0(t)
✳

✳

✳

uN−1(t)




 , p(t) =






v0(t)
✳

✳

✳

vN−1(t)




 ∈ R

N ,

✇✐9❤

ui(t) ≈ u(xi, t), vi(t) ≈ v(xi, t) ≡ ut(xi, t). ✭✺✳✶✻✮

❇❡❝❛✉,❡ ♦❢ 9❤❡ ♣❡"✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛"② ❝♦♥❞✐9✐♦♥ ✭✺✳✷✮✱ ✇❡ ❛❧,♦ ,❡9✿

uN (t) ≡ u0(t), u−1(t) ≡ uN−1(t), t ≥ 0.

❆♣♣"♦①✐♠❛9✐♥❣ 9❤❡ ,❡❝♦♥❞ ❞❡"✐✈❛9✐✈❡ ✐♥ ✭✺✳✶✷✮ ❛,

uxx(xi, t) ≈
ui+1(t)− 2ui(t) + ui−1(t)

∆x2
, i = 0, . . . , N − 1, ✭✺✳✶✼✮

②✐❡❧❞, 9❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ,❡♠✐✲❞✐,❝"❡9❡ ♣"♦❜❧❡♠

q̇ = p,
✭✺✳✶✽✮

ṗ = − α2

∆x2
TNq− f ′(q), t > 0,

❛♥❞ 9❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♣♣"♦①✐♠❛9✐♦♥ ♦❢ 9❤❡ ❍❛♠✐❧9♦♥✐❛♥ ✭✺✳✶✺✮✱

H ≡ H(q,p) = ∆x

[
p⊤p

2
+ α2q

⊤TNq

2∆x2
+ e⊤f(q)

]

, ✭✺✳✶✾✮

✇❤❡"❡ TN ✐, ❛ ,②♠♠❡9"✐❝ ❛♥❞ ❝✐"❝✉❧❛♥9 ♠❛9"✐①✱

✷

TN =












2 −1 −1
−1 ✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳ −1
−1 −1 2












∈ R
N×N , ✭✺✳✷✵✮

❛♥❞

e =
(
1 . . . 1

)⊤ ∈ R
N . ✭✺✳✷✶✮

I"♦❜❧❡♠ ✭✺✳✶✽✮ ✐, ❝❧❡❛"❧② ❍❛♠✐❧9♦♥✐❛♥✳ ■♥ ❢❛❝9✱ ♦♥❡ ❤❛,

q̇ =
1

∆x
∇pH, ṗ = − 1

∆x
∇qH,

✷

❇❡❝❛✉%❡ ♦❢ (❤❡ ♣❡+✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛+② ❝♦♥❞✐(✐♦♥ ✭✺✳✷✮



✺✳✷ ❚❤❡ ❝❛(❡ ♦❢ ♣❡,✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛,② ❝♦♥❞✐3✐♦♥ ✼✶

♦!✱ ❜② ✐♥'!♦❞✉❝✐♥❣ '❤❡ ✈❡❝'♦!

y =

(
q

p

)

,

♦♥❡ ♦❜'❛✐♥0 '❤❡ ♠♦!❡ ❝♦♠♣❛❝' ❢♦!♠

ẏ = JN∇H(y), ✇✐'❤ JN =
1

∆x

(
IN

−IN

)

, ✭✺✳✷✷✮

✇❤❡!❡ ❤❡!❡ ❛♥❞ ✐♥ '❤❡ 0❡:✉❡❧ ✇❡ ✉0❡✱ ✇❤❡♥ ❛♣♣!♦♣!✐❛'❡✱ '❤❡ ♥♦'❛'✐♦♥ H(y) = H(q,p)✳ ❈♦♥0❡:✉❡♥'❧②✱

Ḣ(y) = ∇H(y)⊤ẏ = ∇H(y)⊤JN∇H(y) = 0,

0✐♥❝❡ JN ✐0 0❦❡✇✲0②♠♠❡'!✐❝✳ ❖♥❡ '❤❡♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡0 '❤❛' '❤❡ ❞✐0❝!❡'❡ ❛♣♣!♦①✐♠❛'✐♦♥ ✭✺✳✶✾✮ '♦ ✭✺✳✶✺✮ ✐0

❛ ❝♦♥0❡!✈❡❞ :✉❛♥'✐'② ❢♦! '❤❡ 0❡♠✐✲❞✐0❝!❡'❡ ♣!♦❜❧❡♠ ✭✺✳✷✷✮✳ ❇② ✇!✐'✐♥❣ ✭✺✳✶✾✮ ✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥'✇✐0❡ ❢♦!♠

H(q,p) = ∆x
N−1∑

i=0

(
1

2
v2i − α2ui

ui−1 − 2ui + ui+1

2∆x2
+ f(ui)

)

,

♦♥❡ ♥♦'✐❝❡0 '❤❛' ✭✺✳✶✾✮ ✐0 ♥♦'❤✐♥❣ ❜✉' '❤❡ ❛♣♣!♦①✐♠❛'✐♦♥ ♦❢ ✭✺✳✶✺✮ ✈✐❛ '❤❡ ❝♦♠♣♦0✐'❡ '!❛♣❡③♦✐❞❛❧ !✉❧❡

✭♣!♦✈✐❞❡❞ '❤❛' '❤❡ 0❡❝♦♥❞ ❞❡!✐✈❛'✐✈❡ uxx ❤❛0 ❜❡❡♥ ♣!❡✈✐♦✉0❧② ❛♣♣!♦①✐♠❛'❡❞ ❛0 ✐♥❞✐❝❛'❡❞ ✐♥ ✭✺✳✶✼✮✮✳

✺✳✷✳✷ ❋✉❧❧ ❞✐(❝*❡,✐③❛,✐♦♥

❚❤❡ ❍❛♠✐❧'♦♥✐❛♥ ♣!♦❜❧❡♠ ✭✺✳✷✷✮✱ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐'❤ '❤❡ ✐♥✐'✐❛❧ ❝♦♥❞✐'✐♦♥ ✭0❡❡ ✭✺✳✶✮✮

y0 ≡ y(0) =

(
ψ0(x)
ψ1(x)

)

,

❝❛♥ ❜❡ ❞✐0❝!❡'✐③❡❞ ✐♥ '✐♠❡ ❜② ✉0✐♥❣ ❛ ❍❇❱▼✭k, s✮ ♠❡'❤♦❞✳ ▲❡' ✉0 '❤❡♥ ❡①♣❛♥❞ '❤❡ !✐❣❤'✲❤❛♥❞ 0✐❞❡

✐♥ ✭✺✳✷✷✮ 0✐♠✐❧❛!❧② ❛0 ❞♦♥❡ ✐♥ ✭✸✳✶✮✕✭✸✳✷✮

ẏ(ch) =
∑

j≥0

γj(y)Pj(c), c ∈ [0, 1], ✭✺✳✷✸✮

✇✐'❤

γj(y) =

∫ 1

0
JN∇H(y(τh))Pj(τ)dτ, j ≥ 0, ✭✺✳✷✹✮

❛♥❞ ❝♦♥0✐❞❡! '❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛♣♣!♦①✐♠❛'✐♦♥ ♦❢ ❞❡❣!❡❡ s ❣✐✈❡♥ ❜② ✭0❡❡ ✭✸✳✺✮✮✿

σ̇(ch) =

s−1∑

j=0

Pj(c)

∫ 1

0
Pj(τ)JN∇H(σ(τh))dτ ≡

s−1∑

j=0

Pj(c)γj(σ), c ∈ [0, 1],

✭✺✳✷✺✮

σ(0) = y0.

■♥ 0✉❝❤ ❛ ❝❛0❡✱ ♦♥❡ ♦❜'❛✐♥0 ❡♥❡!❣② ❝♦♥0❡!✈❛'✐♦♥ 0✐♥❝❡

H(σ(h))−H(σ(0)) = h

∫ 1

0
∇H(σ(τh))⊤σ̇(τh)dτ

✭✺✳✷✻✮

= h

∫ 1

0
∇H(σ(τh))⊤

s−1∑

j=0

Pj(τ)γj(σ)dτ = h∆x2
s−1∑

j=0

γj(σ)
⊤JNγj(σ) = 0,



✼✷ ❊♥❡#❣② ❝♦♥(❡#✈✐♥❣ ♠❡,❤♦❞( ❢♦# ,❤❡ (❡♠✐❧✐♥❡❛# ✇❛✈❡ ❡3✉❛,✐♦♥

❜❡✐♥❣ J−⊤N = ∆x2JN ✳ ❈♦♥(❡)✉❡♥+❧②✱ ✐❢ ♦♥❡ ✐( ❛❜❧❡ +♦ ❡①❛❝+❧② ❝♦♠♣✉+❡ +❤❡ ✐♥+❡❣6❛❧( ❜② ♠❡❛♥( ♦❢ ❛

)✉❛❞6❛+✉6❡ 6✉❧❡ ❜❛(❡❞ ❛+ k ≥ s ♣♦✐♥+(✱ ✇✐+❤ k ❧❛6❣❡ ❡♥♦✉❣❤✱ ❡♥❡6❣② ❝♦♥(❡6✈❛+✐♦♥ ✐( ❣❛✐♥❡❞✳ ■♥ +❤❡

(❡)✉❡❧ ✇❡ (❤❛❧❧ ❝♦♥(✐❞❡6 +❤❡ )✉❛❞6❛+✉6❡ 6✉❧❡ ❜❛(❡❞ ❛+ k ≥ s ●❛✉((✐❛♥ ♣♦✐♥+(✱ (♦ +❤❛+✱ ❛❝❝♦6❞✐♥❣ +♦

❘❡♠❛6❦ ✸✳✹✳✶✱ ✇❡ (❤❛❧❧ ♦❜+❛✐♥ ❡♥❡6❣② ❝♦♥(❡6✈❛+✐♦♥ ✐♥ +❤❡ ❝❛(❡ ✇❤❡♥ H ✐( ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ ❞❡❣6❡❡

ν ≥ 2✱✸ +❤❛+ ✐( f ∈ Πν ✱ ❛♥❞ k ✐( ❛♥ ✐♥+❡❣❡6 (✉❝❤ +❤❛+ ✭(❡❡ ✭✸✳✶✼✮✮

k ≥ 1

2
νs ⇔ ν ≤ 2k

s
. ✭✺✳✷✼✮

■❢ f ✱ ❛♥❞ +❤❡♥ H✱ ✐( ♥♦+ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ +❤❡ ✉(❡ ♦❢ ❛ ●❛✉((✐❛♥ )✉❛❞6❛+✉6❡ ❢♦6♠✉❧❛ ♦❢ ♦6❞❡6 2k +♦

❛♣♣6♦①✐♠❛+❡ +❤❡ ✐♥+❡❣6❛❧( ✐♥ ✭✺✳✷✹✮ ✇♦✉❧❞ ❣✐✈❡ ✭(❡❡ ✭✸✳✶✵✮✮

γj(σ) ≡
∫ 1

0
JN∇H(σ(τh))Pj(τ)dτ

=
k∑

ℓ=1

bℓPj(cℓ)JN∇H(σ(cℓh))
︸ ︷︷ ︸

γ̂j(σ)

+ ∆j(h) ≡ γ̂j(σ) + ∆j(h),

✭✺✳✷✽✮

✇✐+❤ ∆j(h) = O(h2k−j), j = 0, . . . , s− 1.

■♥ (✉❝❤ ❛ ❝❛(❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❞✐✛❡6❡♥+ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ u ∈ Πs (♦❧✉+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ♣6♦❜❧❡♠

u̇(ch) =
s−1∑

j=0

γ̂j(u)Pj(c), c ∈ [0, 1], u(0) = y0, ✭✺✳✷✾✮

✐♥ ♣❧❛❝❡ ♦❢ σ (♦❧✉+✐♦♥ ♦❢ ✭✺✳✷✺✮✳ ❆( ❛ ❝♦♥(❡)✉❡♥❝❡✱ ❜② +❛❦✐♥❣ ✐♥+♦ ❛❝❝♦✉♥+ ✭✺✳✷✷✮✱ ✭✺✳✷✽✮✕✭✺✳✷✾✮✱ ❛♥❞

+❤❡ 6❡(✉❧+ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷✳✶✳✷✱ +❤❡ ❡66♦6 ♦♥ +❤❡ ❍❛♠✐❧+♦♥✐❛♥ H✱ ❛+ t = h✱ ✐(✿

H(u(h))−H(u(0)) = h

∫ 1

0
∇H(u(τh))⊤u̇(τh)dτ

= h

∫ 1

0
∇H(u(τh))⊤

s−1∑

j=0

Pj(τ) (γj(u)−∆j(h)) dτ

= h∆x2
s−1∑

j=0






=0
︷ ︸︸ ︷

γj(u)
⊤JNγj(u)−γj(u)⊤JN∆j(h)






= h∆x ·N
︸ ︷︷ ︸

=1

·O(h2k) ≡ O
(

h2k+1
)

. ✭✺✳✸✵✮

❈♦♥(❡)✉❡♥+❧②✱ ❝❤♦♦(✐♥❣ k ❧❛6❣❡ ❡♥♦✉❣❤ ❛❧❧♦✇( ✉( +♦ ❛♣♣6♦①✐♠❛+❡ +❤❡ ❍❛♠✐❧+♦♥✐❛♥ H ✇✐+❤✐♥ ❢✉❧❧

♠❛❝❤✐♥❡ ❛❝❝✉6❛❝②✳

❙✉♠♠✐♥❣ ✉♣ ❛❧❧ +❤❡ ♣6❡✈✐♦✉( ❛6❣✉♠❡♥+(✱ ❛♥❞ +❛❦✐♥❣ ✐♥+♦ ❛❝❝♦✉♥+ +❤❡ 6❡(✉❧+( ✐♥ ❈❤❛♣+❡6 ✸✱ ✇❡

❝❛♥ (+❛+❡ +❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ 6❡(✉❧+✳

❚❤❡♦$❡♠ ✺✳✷✳✶✳ ❆!!✉♠❡ k ≥ s✱ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ y1 = u(h) ❛! *❤❡ ♥❡✇ ❛♣♣.♦①✐♠❛*✐♦♥ *♦ y(h) ♣.♦✈✐❞❡❞
❜② ❛ ❍❇❱▼✭k, s✮ ♠❡*❤♦❞ ✉!❡❞ ✇✐*❤ !*❡♣!✐③❡ h✳ ❖♥❡ *❤❡♥ ♦❜*❛✐♥!✿

y1 − y(h) = O(h2s+1),

✸

■♥❞❡❡❞✱ H ❝♦♥'❛✐♥* ❛' ❧❡❛*' ❛ ,✉❛❞.❛'✐❝ '❡.♠✳



✺✳✸ ❚❤❡ ❝❛(❡ ♦❢ ❉✐-✐❝❤❧❡/ ❜♦✉♥❞❛-② ❝♦♥❞✐/✐♦♥( ✼✸

 ❤❛ ✐$  ❤❡ ♠❡ ❤♦❞ ❤❛$ ♦)❞❡) 2s ✭$❡❡ ❈♦)♦❧❧❛)② ✸✳✶✳✶✮✳ ▼♦)❡♦✈❡)✱ ❛$$✉♠✐♥❣  ❤❛ f ✐$ $✉✐ ❛❜❧② )❡❣✉❧❛)✿

H(y1)−H(y0) =







0, ✐❢ f ∈ Πν ❛♥❞ ν ≤ 2k/s✱

O(h2k+1), ♦ ❤❡)✇✐$❡✳

❆! ❛ ❝♦♥!❡'✉❡♥❝❡ ♦❢ ❚❤❡♦,❡♠ ✺✳✷✳✶✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞♦ !✐♠✐❧❛, ❝♦♥!✐❞❡,❛7✐♦♥! ❛! 7❤♦!❡ ✐♥ ❘❡♠❛,❦ ✸✳✹✳✶✳

✺✳✸ ❚❤❡ ❝❛(❡ ♦❢ ❉✐-✐❝❤❧❡/ ❜♦✉♥❞❛-② ❝♦♥❞✐/✐♦♥(

▲❡7 ✉! ♥♦✇ ❝♦♥!✐❞❡, 7❤❡ ❝❛!❡ ✇❤❡♥ 7❤❡ ❝♦♥!✐❞❡,❡❞ ♣,♦❜❧❡♠ ✐! ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✺✳✶✮ ✇✐7❤ ❜♦✉♥❞❛,② ❝♦♥❞✐7✐♦♥!

✭✺✳✸✮✳ ■♥ !✉❝❤ ❛ ❝❛!❡ H[z]✱ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭✺✳✶✹✮✱ ✐! ♥♦ ♠♦,❡ ❝♦♥!❡,✈❡❞✳ ■♥ ❢❛❝7✱ ❢,♦♠ ✭✺✳✶✸✮ ♦♥❡ ♦❜7❛✐♥!✿

Ḣ[z](t) = α2[ux(x, t)v(x, t)]
1
x=0 = α2[ux(1, t)ϕ

′
1(t)− ux(0, t)ϕ′0(t)]. ✭✺✳✸✶✮

❊'✉❛7✐♦♥ ✭✺✳✸✶✮ ♠❛② ❜❡ ✐♥7❡,♣,❡7❡❞ ❛! 7❤❡ ✐♥!7❛♥7 ✈❛,✐❛7✐♦♥ ♦❢ 7❤❡ ❡♥❡,❣② ✇❤✐❝❤ ✐! ,❡❧❡❛!❡❞ ♦, ❣❛✐♥❡❞

❜② 7❤❡ !②!7❡♠ ❛7 7✐♠❡ t✳ ❚❤✉!✱ 7❤❡ ❝♦♥7✐♥✉♦✉! ❍❛♠✐❧7♦♥✐❛♥ ✭✺✳✻✮✱ 7❤♦✉❣❤ ♥♦ ♠♦,❡ ❝♦♥!❡,✈❡❞✱ ❤❛! ❛
♣)❡$❝)✐❜❡❞ ✈❛)✐❛ ✐♦♥ ✐♥  ✐♠❡✳ ❋,♦♠ ✭✺✳✸✶✮✱ ❛7 7✐♠❡ t = h ♦♥❡ ❡❛!✐❧② ♦❜7❛✐♥!✿

H[z](h)−H[z](0) =
∫ h

0
Ḣ[z](t)dt =

∫ h

0
α2[ux(1, t)ϕ

′
1(t)− ux(0, t)ϕ′0(t)]dt. ✭✺✳✸✷✮

✺✳✸✳✶ ❙❡♠✐✲❞✐*❝,❡-✐③❛-✐♦♥

■♥ ♦,❞❡, ❢♦, ♥✉♠❡,✐❝❛❧❧② !♦❧✈✐♥❣ ♣,♦❜❧❡♠ ✭✺✳✶✮✕✭✺✳✸✮✱ ❧❡7 ✉! ✐♥7,♦❞✉❝❡ 7❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐!❝,❡7✐③❛7✐♦♥ ♦❢

7❤❡ !♣❛7✐❛❧ ✈❛,✐❛❜❧❡✱

xi = i∆x, i = 0, . . . , N + 1, ∆x = 1/(N + 1), ✭✺✳✸✸✮

❛♥❞ 7❤❡ ✈❡❝7♦,!✿

x =






x1
✳

✳

✳

xN




 , q(t) =






u1(t)
✳

✳

✳

uN (t)




 , p(t) =






v1(t)
✳

✳

✳

vN (t)




 ∈ R

N , ✭✺✳✸✹✮

✇✐7❤ ui(t) ❛♥❞ vi(t) ❢♦,♠❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛! ✐♥ ✭✺✳✶✻✮✳ ❆♣♣,♦①✐♠❛7✐♥❣ 7❤❡ !❡❝♦♥❞ ❞❡,✐✈❛7✐✈❡! ✐♥ ✭✺✳✶✷✮ ❛!
❢♦❧❧♦✇!✱

uxx(xi, t) ≈
ui+1(t)− 2ui(t) + ui−1(t)

∆x2
, i = 1, . . . , N, ✭✺✳✸✺✮

❛♥❞ ♠♦,❡♦✈❡,✱

ux(1, t) ≈
uN+1(t)− uN (t)

∆x
, ux(0, t) ≈

u1(t)− u0(t)
∆x

, ✭✺✳✸✻✮

✇❡ ♦❜7❛✐♥ 7❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ !❡♠✐✲❞✐!❝,❡7❡ ❛♣♣,♦①✐♠❛7✐♦♥ 7♦ 7❤❡ ❍❛♠✐❧7♦♥✐❛♥ ✭✺✳✶✹✮✿

H = ∆x
N∑

i=1

(
1

2
v2i − α2ui

ui−1 − 2ui + ui+1

2∆x2
+ f(ui)

)

+ α2

[

uN+1
uN+1 − uN

2∆x
+ u0

u0 − u1
2∆x

]

.

✭✺✳✸✼✮

▼♦,❡♦✈❡,✱ ❜❡❝❛✉!❡ ♦❢ 7❤❡ ❜♦✉♥❞❛,② ❝♦♥❞✐7✐♦♥ ✭✺✳✸✮✱ ✇❡ !❡7✿

u0(t) = ϕ0(t), uN+1(t) = ϕ1(t), ✭✺✳✸✽✮



✼✹ ❊♥❡#❣② ❝♦♥(❡#✈✐♥❣ ♠❡,❤♦❞( ❢♦# ,❤❡ (❡♠✐❧✐♥❡❛# ✇❛✈❡ ❡3✉❛,✐♦♥

 ♦ "❤❛" ✭✺✳✸✼✮ ❜❡❝♦♠❡ ✿

H = ∆x
N∑

i=1

(
1

2
v2i − α2ui

ui−1 − 2ui + ui+1

2∆x2
+ f(ui)

)

+ α2

[

ϕ1
ϕ1 − uN
2∆x

+ ϕ0
ϕ0 − u1
2∆x

]

,

✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ 3❡✇3✐""❡♥ ✐♥ ✈❡❝"♦3 ❢♦3♠ ❛ 

H ≡ H(q,p, t) = ∆x

[
p⊤p

2
+ α2q

⊤TNq

2∆x2
+ e⊤f(q)

]

+ α2

[
ϕ(t)⊤ϕ(t)

2∆x
− q⊤ϕ(t)

∆x

]

, ✭✺✳✸✾✮

✇❤❡3❡ e ❤❛ ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✺✳✷✶✮✱ ❛♥❞ ♠♦3❡♦✈❡3✿

TN =












2 −1
−1 ✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳ −1
−1 2












∈ R
N×N , ϕ(t) =










ϕ0(t)
0
✳

✳

✳

0
ϕ1(t)










∈ R
N . ✭✺✳✹✵✮

❲✐"❤ 3❡❢❡3❡♥❝❡ "♦ ✭✺✳✸✾✮✱ "❤❡ ❝♦33❡ ♣♦♥❞✐♥❣  ❡♠✐✲❞✐ ❝3❡"❡ ♣3♦❜❧❡♠ ✐ "❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

q̇ = p ≡ 1

∆x
∇pH, t > 0,

✭✺✳✹✶✮

ṗ = − α2

∆x2
TNq+

α2

∆x2
ϕ− f ′(q) ≡ − 1

∆x
∇qH,

✇❤✐❝❤ ✐ ❝❧❡❛3❧② ❍❛♠✐❧"♦♥✐❛♥✱ "❤♦✉❣❤ "❤❡ ❍❛♠✐❧"♦♥✐❛♥ ✭✺✳✸✾✮ ✐ ♥♦✇ ♥♦♥✲❛✉"♦♥♦♠♦✉ ✱ ❛ ❛ ❝♦♥ ❡✲

F✉❡♥❝❡ ♦❢ "❤❡ ❜♦✉♥❞❛3② ❝♦♥❞✐"✐♦♥ ✭✺✳✸✮✳ ❋♦3 "❤✐ 3❡❛ ♦♥✱ "❤❡ ❍❛♠✐❧"♦♥✐❛♥ ✭✺✳✸✾✮ ✐ ♥♦" ❝♦♥ ❡3✈❡❞✱

✐♥ ❢❛❝" ♦♥❡ ❤❛ ✭❝♦♠♣❛3❡ ✇✐"❤ ✭✺✳✸✶✮✮✱

d

dt
H(q,p, t) =

∂

∂t
H(q,p, t) = α2

[
ϕ1(t)− uN (t)

∆x
ϕ′1(t)−

u1(t)− ϕ0(t)

∆x
ϕ′0(t)

]

. ✭✺✳✹✷✮

❖♥❡ "❤❡♥ ♦❜"❛✐♥ "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣  ❡♠✐✲❞✐ ❝3❡"❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ♦❢ ✭✺✳✸✷✮ ✭ ❡❡ ✭✺✳✸✻✮ ❛♥❞ ✭✺✳✸✽✮✮✿

H(q(h),p(h), h)−H(q(0),p(0), 0) =

=

∫ h

0
α2

[
ϕ1(t)− uN (t)

∆x
ϕ′1(t)−

u1(t)− ϕ0(t)

∆x
ϕ′0(t)

]

dt. ✭✺✳✹✸✮

■♥ ♦3❞❡3 "♦ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥"❧② ❤❛♥❞❧❡ ♣3♦❜❧❡♠ ✭✺✳✹✶✮✱ ✇❡ ❛" ✜3 " "3❛♥ ❢♦3♠ ✐" ✐♥"♦ ❛♥ ❡♥❧❛3❣❡❞ ❛✉✲

"♦♥♦♠♦✉ ❍❛♠✐❧"♦♥✐❛♥  ② "❡♠✱ ❜② ✐♥"3♦❞✉❝✐♥❣ "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛✉①✐❧✐❛3② ❝♦♥❥✉❣❛"❡  ❝❛❧❛3 ✈❛3✐❛❜❧❡ ✱

q̃ ≡ t, p̃, ✭✺✳✹✹✮

❛♥❞ "❤❡ ❛✉❣♠❡♥"❡❞ ❍❛♠✐❧"♦♥✐❛♥ ✭❝♦♠♣❛3❡ ✇✐"❤ ✭✺✳✸✾✮✮✱

H̃(q,p, q̃, p̃) = ∆x

[
p⊤p

2
+ α2q

⊤TNq

2∆x2
+ e⊤f(q)

]

+ α2

[
ϕ(q̃)⊤ϕ(q̃)

2∆x
− q⊤ϕ(q̃)

∆x

]

+ p̃,

≡ H(q,p, q̃) + p̃. ✭✺✳✹✺✮



✺✳✸ ❚❤❡ ❝❛(❡ ♦❢ ❉✐-✐❝❤❧❡/ ❜♦✉♥❞❛-② ❝♦♥❞✐/✐♦♥( ✼✺

❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ +②+,❡♠ ❝♦..❡+♣♦♥❞✐♥❣ ,♦ ,❤✐+ ♥❡✇ ❍❛♠✐❧,♦♥✐❛♥ ❢✉♥❝,✐♦♥ ✐+✱ ❢♦. t > 0✿

q̇ = p ≡ 1

∆x
∇pH̃,

ṗ = − α2

∆x2
TNq+

α2

∆x2
ϕ− f ′(q) ≡ − 1

∆x
∇qH̃,

d

dt
q̃ = 1 ≡ ∂

∂p̃
H̃, ✭✺✳✹✻✮

d

dt
p̃ = α2

[
u1 − ϕ0(q̃)

∆x
ϕ′0(q̃)−

ϕ1(q̃)− uN
∆x

ϕ′1(q̃)

]

≡ − ∂

∂q̃
H̃,

✇✐,❤ ✐♥✐,✐❛❧ ❝♦♥❞✐,✐♦♥+ ❣✐✈❡♥ ❜② ✭+❡❡ ✭✺✳✶✮✮

q(0) = ψ0(x), p(0) = ψ1(x), q̃(0) = p̃(0) = 0. ✭✺✳✹✼✮

❚❤❡ ✜.+, ,❤.❡❡ ❡B✉❛,✐♦♥ ✐♥ ✭✺✳✹✻✮ ❡①❛❝,❧② ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐,❤ ✭✺✳✹✶✮ ✭❝♦♥+✐❞❡.✐♥❣ ,❤❛, q̃ ≡ t✮✱ ✇❤❡.❡❛+ ,❤❡
❧❛+, ♦♥❡ ❛❧❧♦✇+ ❢♦. ,❤❡ ❝♦♥+❡.✈❛,✐♦♥ ♦❢ H̃✿

H̃(q(t),p(t), q̃(t), p̃(t)) = H̃(q(0),p(0), 0, 0) ≡ H(q(0),p(0), 0), t ≥ 0.

■♥❞❡❡❞✱ ❜② ✈✐.,✉❡ ♦❢ ✭✺✳✹✻✮✱ ♦♥❡ .❡❛❞✐❧② +❡❡+ ,❤❛,

d

dt
H̃(q,p, q̃, p̃) =

=0
︷ ︸︸ ︷

∇qH̃
⊤q̇+∇pH̃

⊤ṗ+
∂

∂q̃
H̃
d

dt
q̃ +

∂

∂p̃
H̃
d

dt
p̃

︸ ︷︷ ︸

=0

= 0. ✭✺✳✹✽✮

❘❡♠❛$❦ ✺✳✸✳✶✳ ❚❛❦✐♥❣ ✐♥&♦ ❛❝❝♦✉♥& &❤❛& q̃ ≡ t✱ ✭✺✳✹✺✮ ❛♥❞ &❤❡ ❧❛4& ❡5✉❛&✐♦♥ ✐♥ ✭✺✳✹✻✮✱ ♦♥❡ ❤❛4 &❤❛&
✭✺✳✹✽✮ ✐4 ❡5✉✐✈❛❧❡♥& &♦ ✭✺✳✹✷✮✱ ❛♥❞ &❤✉4 ♦♥❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡4 &❤❛& &♦ ❦❡❡♣ ❝♦♥4&❛♥& H̃(q(t),p(t), t, p̃(t)) ❛❧♦♥❣
&❤❡ 4♦❧✉&✐♦♥ ♦❢ ✭✺✳✹✻✮ ✐4 ❡5✉✐✈❛❧❡♥& &♦ ✭✺✳✹✸✮✳ ❈♦♥4❡5✉❡♥&❧②✱ ❜② ❝♦♥4❡@✈✐♥❣ &❤❡ ❛✉❣♠❡♥&❡❞ ❍❛♠✐❧&♦♥✐❛♥

H̃✱ ♦♥❡ ♦❜&❛✐♥4 &❤❛& H 4❛&✐4✜❡4 ❛ ♣@❡4❝@✐❜❡❞ ✈❛@✐❛&✐♦♥ ✐♥ &✐♠❡ ✇❤✐❝❤✱ ✐♥ &✉@♥✱ ✐4 ❝♦♥4✐4&❡♥& ✇✐&❤ &❤❡

❝♦@@❡4♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♥&✐♥✉♦✉4 ♦♥❡ ✭❝♦♠♣❛@❡ ✭✺✳✹✷✮ ✇✐&❤ ✭✺✳✸✶✮ ❛♥❞ ✭✺✳✹✸✮ ✇✐&❤ ✭✺✳✸✷✮✮✳

■♥ ♦.❞❡. ,♦ +✐♠♣❧✐❢② ,❤❡ ♥♦,❛,✐♦♥✱ ❧❡, ✉+ +❡,

y =







q

p

q̃
p̃,






, J̃N =








1
∆x
IN

− 1
∆x
IN

1
−1







, ✭✺✳✹✾✮

&♦ (❤❛( ✭✺✳✹✻✮✕✭✺✳✹✼✮ ❝❛♥ ❜❡ 2❡✇2✐((❡♥ ❛&

ẏ = J̃N∇H̃(y), t ≥ 0, y(0) = (ψ0(x)
⊤, ψ1(x)

⊤, 0, 0)⊤ ≡ y0. ✭✺✳✺✵✮

✺✳✸✳✷ ❋✉❧❧ ❞✐)❝+❡-✐③❛-✐♦♥

❚❤❡ ❢✉❧❧ ❞✐&❝2❡(✐③❛(✐♦♥ ♦❢ ✭✺✳✹✾✮✕✭✺✳✺✵✮ ❢♦❧❧♦✇& &✐♠✐❧❛2 &(❡♣& ❛& (❤♦&❡ &❡❡♥ ✐♥ ❙❡❝(✐♦♥ ✺✳✷✳✷ ❢♦2 ✭✺✳✷✷✮✳

❇② ❡①♣❛♥❞✐♥❣ (❤❡ 2✐❣❤(✲❤❛♥❞ &✐❞❡ ✐♥ ✭✺✳✺✵✮ ❛& ❞♦♥❡ ✐♥ ✭✺✳✷✸✮✕✭✺✳✷✹✮✱ ❛♥❞ ❝♦♥&✐❞❡2✐♥❣ σ✱ (❤❡ ♣♦❧②✲

♥♦♠✐❛❧ ❛♣♣2♦①✐♠❛(✐♦♥ ♦❢ ❞❡❣2❡❡ s ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✺✳✷✺✮ ✇✐(❤ H ❢♦2♠❛❧❧② 2❡♣❧❛❝❡❞ ✇✐(❤ H̃ ❛♥❞ JN ✇✐(❤

♠❛(2✐① J̃N ✐♥ ✭✺✳✹✾✮✱ ✇❡ &(✐❧❧ ♦❜(❛✐♥ ❡♥❡2❣② ❝♦♥&❡2✈❛(✐♦♥ ✇✐(❤ &✐♠✐❧❛2 &(❡♣& ❛& ✐♥ ✭✺✳✷✻✮✱ (❛❦✐♥❣ ✐♥(♦

❛❝❝♦✉♥( (❤❛( J̃−⊤N ✐& &❦❡✇✲&②♠♠❡(2✐❝✱ ❤❛✈✐♥❣ (❤❡ &❛♠❡ &❤❛♣❡ ❛& J̃N ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭✺✳✹✾✮✱ ❜✉( ✇✐(❤ 1/∆x



✼✻ ❊♥❡#❣② ❝♦♥(❡#✈✐♥❣ ♠❡,❤♦❞( ❢♦# ,❤❡ (❡♠✐❧✐♥❡❛# ✇❛✈❡ ❡3✉❛,✐♦♥

 ❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ∆x✳ ❈♦♥-❡.✉❡♥0❧②✱ -✐♠✐❧❛ ❧② ❛- ✐♥ 0❤❡ ❝❛-❡ ♦❢ ♣❡ ✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛ ② ❝♦♥❞✐0✐♦♥-✱ ✐❢ ♦♥❡ ✐-

❛❜❧❡ 0♦ ❡①❛❝0❧② ❝♦♠♣✉0❡ 0❤❡ ✐♥0❡❣ ❛❧- ❜② ♠❡❛♥- ♦❢ ❛ ●❛✉--✐❛♥ .✉❛❞ ❛0✉ ❡  ✉❧❡ ♦❢ ♦ ❞❡ 2k✱ ❡♥❡ ❣②

❝♦♥-❡ ✈❛0✐♦♥ ✐- ❣❛✐♥❡❞ ❢♦ 0❤❡ ❛✉❣♠❡♥0❡❞ ♣ ♦❜❧❡♠ ✭✺✳✹✾✮✕✭✺✳✺✵✮✳ ❚❤✐- ✐- 0❤❡ ❝❛-❡✱ ♣ ♦✈✐❞❡❞ 0❤❛0 H̃
✐- ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ 0❤❛0 ✐-✱ f ∈ Πν ❛♥❞ ϕ0, ϕ1 ∈ Πρ ❛♥❞✱ ♠♦ ❡♦✈❡ k -❛0✐-✜❡-

k ≥ 1

2
max{νs, 2ρ+ s− 1, ρ+ 2s− 1} ✭✺✳✺✶✮

✭✇❡ ♦❜-❡ ✈❡ 0❤❛0✱ ✐♥ 0❤❡ ❝❛-❡ ρ = 0✱ -✉❝❤ ❜♦✉♥❞  ❡❞✉❝❡- 0♦ 0❤❡ ❜♦✉♥❞ ✭✺✳✷✼✮ ♦❜0❛✐♥❡❞ ✐♥ 0❤❡ ❝❛-❡

♦❢ ♣❡ ✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛ ② ❝♦♥❞✐0✐♦♥-✮✳ ❉✐✛❡ ❡♥0❧②✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛♣♣ ♦①✐♠❛0❡ 0❤❡ ✐♥0❡❣ ❛❧- ❜② ♠❡❛♥- ♦❢ ❛

●❛✉--✐❛♥ .✉❛❞ ❛0✉ ❡ ♦❢ ♦ ❞❡ 2k ❛- ✐♥ ✭✺✳✷✽✮ ❜✉0 ❢♦ ♠❛❧❧②  ❡♣❧❛❝✐♥❣ H ✇✐0❤ H̃ ❛♥❞ JN ✇✐0❤ J̃N ✳

■♥ -✉❝❤ ❛ ❝❛-❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❣❛✐♥ ❛ ❞✐✛❡ ❡♥0 ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ u ∈ Πs✱ ✐♥ ♣❧❛❝❡ ♦❢ σ✱ -♦❧✉0✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣ ♦❜❧❡♠

❢♦ ♠❛❧❧② -0✐❧❧ ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✺✳✷✾✮✳ ❆- ❛ ❝♦♥-❡.✉❡♥❝❡✱ ✇✐0❤ -✐♠✐❧❛ -0❡♣- ❛- ✐♥ ✭✺✳✸✵✮✱ 0❤❡ ❡  ♦ ✐♥ 0❤❡

❍❛♠✐❧0♦♥✐❛♥ H̃✱ ❛0 t = h✱ ✐-✿

H̃(u(h))− H̃(u(0)) = O(h2k+1).

❈♦♥-❡.✉❡♥0❧②✱ ❜② ❝❤♦♦-✐♥❣ k ❧❛ ❣❡ ❡♥♦✉❣❤✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣ ♦①✐♠❛0❡ 0❤❡ ❍❛♠✐❧0♦♥✐❛♥ H̃ ✇✐0❤✐♥ ❢✉❧❧

♠❛❝❤✐♥❡ ❛❝❝✉ ❛❝②✳

❆❧❧ 0❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛ ❣✉♠❡♥0- ❝❛♥ ❜❡ -✉♠♠❛ ✐③❡❞ ❜② 0❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ 0❤❡♦ ❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ❣❡♥❡ ❛❧✐③❡- ❚❤❡♦✲

 ❡♠ ✺✳✷✳✶ 0♦ 0❤❡ ♣ ❡-❡♥0 ❝❛-❡✳

❚❤❡♦$❡♠ ✺✳✸✳✶✳ ❆!!✉♠❡ k ≥ s✱ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ y1 = u(h) ❛! *❤❡ ♥❡✇ ❛♣♣.♦①✐♠❛*✐♦♥ *♦ y(h)✱ !♦❧✉*✐♦♥
♦❢ ✭✺✳✺✵✮✱ ♣.♦✈✐❞❡❞ ❜② ❛ ❍❇❱▼✭k, s✮ ♠❡*❤♦❞ ✉!❡❞ ✇✐*❤ !*❡♣!✐③❡ h✳ ❖♥❡ *❤❡♥ ♦❜*❛✐♥!✿

y1 − y(h) = O(h2s+1),

*❤❛* ✐! *❤❡ ♠❡*❤♦❞ ❤❛! ♦.❞❡. 2s✳ ▼♦.❡♦✈❡.✱ ❛!!✉♠✐♥❣ *❤❛* f ✱ ϕ0 ❛♥❞ ϕ1 ✐♥ ✭✺✳✶✮✲✭✺✳✸✮ ❛.❡ !✉✐*❛❜❧②

.❡❣✉❧❛.✿

H̃(y1)− H̃(y0) =







0, ✐❢ f ∈ Πν ✱ ϕ0, ϕ1 ∈ Πρ, ❛♥❞ ✭✺✳✺✶✮ ❤♦❧❞! *.✉❡✱

O(h2k+1), ♦*❤❡.✇✐!❡✳

❈❧❡❛ ❧②✱ -✐♠✐❧❛ ❝♦♥-✐❞❡ ❛0✐♦♥- 0♦ 0❤♦-❡ -0❛0❡❞ ✐♥ ❘❡♠❛ ❦ ✸✳✹✳✶ ❝❛♥ ❜❡  ❡♣❡❛0❡❞ ✐♥ 0❤❡ ♣ ❡-❡♥0 -✐0✉✲

❛0✐♦♥✳

✺✳✹ ❚❤❡ ❝❛(❡ ♦❢ ◆❡✉♠❛♥♥ ❜♦✉♥❞❛1② ❝♦♥❞✐4✐♦♥(

▲❡0 ✉- ♥♦✇ ❞✐-❝✉-- 0❤❡ ❝❛-❡ ✇❤❡♥ 0❤❡ ❝♦♥-✐❞❡ ❡❞ ♣ ♦❜❧❡♠ ✐- ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✺✳✶✮ ✇✐0❤ 0❤❡ ◆❡✉♠❛♥♥

❜♦✉♥❞❛ ② ❝♦♥❞✐0✐♦♥- ✭✺✳✹✮✳ ❙✐♠✐❧❛ ❧② ❛- ✐♥ 0❤❡ ❝❛-❡ ♦❢ ❉✐ ✐❝❤❧❡0 ❜♦✉♥❞❛ ② ❝♦♥❞✐0✐♦♥-✱ 0❤❡ ❍❛♠✐❧0♦♥✐❛♥

❢✉♥❝0✐♦♥❛❧ H[z]✱ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭✺✳✶✹✮✱ ✐- ♥♦0 ❝♦♥-❡ ✈❡❞✳ ■♥ ❢❛❝0✱ ✐♥ 0❤❡ ♣ ❡-❡♥0 ❝❛-❡✱ ✭✺✳✶✸✮  ❡❞✉❝❡- 0♦✿

Ḣ[z](t) = α2[ux(x, t)v(x, t)]
1
x=0 = α2[φ1(t)v(1, t)− φ0(t)v(0, t)]. ✭✺✳✺✷✮

❆- ❛ ❝♦♥-❡.✉❡♥❝❡✱ -✐♠✐❧❛ ❧② ❛- ✐♥ ✭✺✳✸✷✮✱ ❛0 0✐♠❡ t = h ♦♥❡ ❤❛-

H[z](h)−H[z](0) =
∫ h

0
Ḣ[z](t)dt =

∫ h

0
α2[φ1(t)v(1, t)− φ0(t)v(0, t)]dt. ✭✺✳✺✸✮

■♥ ♦ ❞❡ 0♦ ♥✉♠❡ ✐❝❛❧❧② -♦❧✈❡ ♣ ♦❜❧❡♠ ✭✺✳✶✮ ✇✐0❤ ❜♦✉♥❞❛ ② ❝♦♥❞✐0✐♦♥- ✭✺✳✹✮✱ ✇❡ ✉-❡ ❛❣❛✐♥ 0❤❡ ❞✐-✲

❝ ❡0✐③❛0✐♦♥ ✭✺✳✸✸✮ ♦❢ 0❤❡ -♣❛0✐❛❧ ✈❛ ✐❛❜❧❡✱ ❛- ✇❡❧❧ ❛- 0❤❡ ✈❡❝0♦ - ❞❡✜♥❡❞ ❛0 ✭✺✳✸✹✮✱ ✇✐0❤ ui(t) ❛♥❞ vi(t)
❢♦ ♠❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛- ✐♥ ✭✺✳✶✻✮✳ ❆♣♣ ♦①✐♠❛0✐♥❣ 0❤❡ ❞❡ ✐✈❛0✐✈❡- ❛- ❞♦♥❡ ✐♥ ✭✺✳✸✺✮✲✭✺✳✸✻✮✱ ♦♥❡ ♦❜0❛✐♥-



✺✳✹ ❚❤❡ ❝❛(❡ ♦❢ ◆❡✉♠❛♥♥ ❜♦✉♥❞❛1② ❝♦♥❞✐4✐♦♥( ✼✼

 ❤❡ ✈❡$② &❛♠❡ &❡♠✐✲❞✐&❝$❡ ✐③❛ ✐♦♥ ✭✺✳✸✾✮ ♦❢  ❤❡ ❝♦♥ ✐♥✉♦✉& ❍❛♠✐❧ ♦♥✐❛♥ ❢✉♥❝ ✐♦♥❛❧✱ ✇✐ ❤ TN ❞❡✜♥❡❞

❛& ✐♥ ✭✺✳✹✵✮✱ ✇❤❡$❡❛&✱ ❜② ❝♦♥&✐❞❡$✐♥❣  ❤❡ ❛♣♣$♦①✐♠❛ ✐♦♥ ✭✺✳✸✻✮✱

ϕ(t) =
(
u1 − φ0(t)∆x 0 . . . 0 uN + φ1(t)∆x

)⊤
.

◆❡✈❡$ ❤❡❧❡&&✱ ✐ ✐& ♣$❡❢❡$❛❜❧❡  ♦ ❞❡$✐✈❡ ❛♥♦ ❤❡$ ❢♦$♠✉❧❛ ✐♦♥ ♦❢  ❤❡ &❡♠✐✲❞✐&❝$❡ ❡ ❍❛♠✐❧ ♦♥✐❛♥✱ ❛&

❞❡&❝$✐❜❡❞ ❜❡❧♦✇✳

❙ ❛$ ✐♥❣ ❢$♦♠ ✭✺✳✸✼✮✱ ♦♥❡ ♦❜ ❛✐♥&

H = ∆x

N∑

i=1

(
1

2
v2i − α2ui

ui−1 − 2ui + ui+1

2∆x2
+ f(ui)

)

+
α2

2

[

uN+1
uN+1 − uN

∆x
− u0

u1 − u0
∆x

]

= ∆x
N−1∑

i=2

(
1

2
v2i − α2ui

ui−1 − 2ui + ui+1

2∆x2
+ f(ui)

)

+
α2

2

[

uN+1
uN+1 − uN

∆x
− u0

u1 − u0
∆x

]

+∆x

(
1

2
v21 − α2u1

u0 − 2u1 + u2
2∆x2

+ f(u1) +
1

2
v2N − α2uN

uN−1 − 2uN + uN+1

2∆x2
+ f(uN )

)

= ∆x

N−1∑

i=2

(
1

2
v2i − α2ui

ui−1 − 2ui + ui+1

2∆x2
+ f(ui)

)

+
α2

2

[
(uN+1 − uN )2

∆x
+
(u1 − u0)2

∆x

]

+∆x

(
1

2
v21 − α2u1

−u1 + u2
2∆x2

+ f(u1) +
1

2
v2N − α2uN

uN−1 − uN
2∆x2

+ f(uN )

)

.

❚❤❡ ♣$❡✈✐♦✉& ❡H✉❛ ✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛& ✱ ♠♦$❡ ❝♦♠♣❛❝ ❧②✱ ✐♥ ✈❡❝ ♦$ ❢♦$♠ ❛&✿

H ≡ H(q,p, t) = ∆x

[
p⊤p

2
+ α2q

⊤TNq

2∆x2
+ e⊤f(q)

]

+ α2w(q, t)
⊤w(q, t)

2∆x
, ✭✺✳✺✹✮

✇❤❡$❡ e ❤❛& ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✺✳✷✶✮ ❛♥❞✱ ♠♦$❡♦✈❡$✱

TN =










1 −1
−1 2 −1

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

−1 2 −1
−1 1










∈ R
N×N , w(q, t) =










u1 − u0(t)
0
✳

✳

✳

0
uN+1(t)− uN










∈ R
N . ✭✺✳✺✺✮

❚❤❡ &❡♠✐✲❞✐&❝$❡ ❡ ❍❛♠✐❧ ♦♥✐❛♥ ♣$♦❜❧❡♠ ❝♦$$❡&♣♦♥❞✐♥❣  ♦ ✭✺✳✺✹✮ ✐&  ❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

q̇ = p ≡ 1

∆x
∇pH, t > 0,

✭✺✳✺✻✮

ṗ = − α2

∆x2
TNq+ α2 Θ

∆x2
w(q, t)− f ′(q) ≡ − 1

∆x
∇qH,

✇✐ ❤

Θ =










−1
0

✳

✳

✳

0
1










∈ R
N×N .



✼✽ ❊♥❡#❣② ❝♦♥(❡#✈✐♥❣ ♠❡,❤♦❞( ❢♦# ,❤❡ (❡♠✐❧✐♥❡❛# ✇❛✈❡ ❡3✉❛,✐♦♥

❇② ❝♦♥%✐❞❡)✐♥❣ +❤❡ ◆❡✉♠❛♥♥ ❜♦✉♥❞❛)② ❝♦♥❞✐+✐♦♥% ✭✺✳✹✮ ❛♥❞ +❤❡ ✉%❡❞ ❛♣♣)♦①✐♠❛+✐♦♥ ✭✺✳✸✻✮ ♦❢ +❤❡

✜)%+ %♣❛❝❡ ❞❡)✐✈❛+✐✈❡%✱ ♦♥❡ ❤❛% ✭%❡❡ ✭✺✳✺✺✮✮

Θ

∆x2
w(q, t) =

1

∆x2










u0(t)− u1
0
✳

✳

✳

0
uN+1(t)− uN










=
1

∆x










−φ0(t)
0
✳

✳

✳

0
φ1(t)










≡ 1

∆x
φ(t),

%♦ +❤❛+ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡)✐✈❡ +❤❡ ✜♥❛❧ %❤❛♣❡ ♦❢ ✭✺✳✺✻✮✿

q̇ = p, t > 0,
✭✺✳✺✼✮

ṗ = − α2

∆x2
TNq+

α2

∆x
φ(t)− f ′(q),

✇❤✐❝❤ ✐% ❝❧❡❛)❧② ❍❛♠✐❧+♦♥✐❛♥✱ ❡✈❡♥ +❤♦✉❣❤✱ %✐♠✐❧❛)❧② ❛% ❢♦) ✭✺✳✹✶✮✱ +❤❡ ❍❛♠✐❧+♦♥✐❛♥ ✭✺✳✺✹✮ ✐% ♥♦♥✲

❛✉+♦♥♦♠♦✉%✱ ❛% ❛ ❝♦♥%❡F✉❡♥❝❡ ♦❢ +❤❡ ❜♦✉♥❞❛)② ❝♦♥❞✐+✐♦♥% ✭✺✳✹✮✳ ❈♦♥%❡F✉❡♥+❧②✱ +❤❡ ❍❛♠✐❧+♦♥✐❛♥

✭✺✳✺✹✮ ✐% ♥♦+ ❝♦♥%❡)✈❡❞✱ ✐♥ ❢❛❝+ ♦♥❡ ❤❛% ✭❝♦♠♣❛)❡ ✇✐+❤ ✭✺✳✺✷✮✮

d

dt
H(q,p, t) =

∂

∂t
H(q,p, t) =

α2

∆x
w(q, t)⊤

∂

∂t
w(q, t) = α2(φ1(t)vN+1(t)− φ0(t)v0(t)). ✭✺✳✺✽✮

❖♥❡ +❤❡♥ ♦❜+❛✐♥% +❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ♦❢ ✭✺✳✺✸✮✿

H(q(h),p(h), h)−H(q(0),p(0), 0) =
∫ h

0
α2(φ1(t)vN+1(t)− φ0(t)v0(t))dt, ✭✺✳✺✾✮

✇❤✐❝❤✱ ❜② +❛❦✐♥❣ ✐♥+♦ ❛❝❝♦✉♥+ ✭✺✳✸✻✮ ❛♥❞ +❤❡ ❜♦✉♥❞❛)② ❝♦♥❞✐+✐♦♥% ✭✺✳✹✮✱ ❜❡❝♦♠❡%

H(q(h),p(h), h)−H(q(0),p(0), 0) =
✭✺✳✻✵✮

=

∫ h

0
α2
[
φ1(t)(vN (t) + ∆xφ′1(t))− φ0(t)(v1(t)−∆xφ′0(t))

]
dt.

❆% ✐♥ +❤❡ ❝❛%❡ ♦❢ ❉✐)✐❝❤❧❡+ ❜♦✉♥❞❛)② ❝♦♥❞✐+✐♦♥%✱ ✇❡ ❝❛♥ ✐♥+)♦❞✉❝❡ +❤❡ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ❛✉①✐❧✐❛)② ❝♦♥❥✉❣❛+❡

✈❛)✐❛❜❧❡% ✭✺✳✹✹✮ ❛♥❞ +❤❡ ❛✉❣♠❡♥+❡❞ ❍❛♠✐❧+♦♥✐❛♥

H̃(q,p, q̃, p̃) = ∆x

[
p⊤p

2
+ α2q

⊤TNq

2∆x2
+ e⊤f(q)

]

+α2w(q, q̃)
⊤w(q, q̃)

2∆x
+ p̃ ≡ H(q,p, q̃)+ p̃. ✭✺✳✻✶✮

❈♦♥%❡F✉❡♥+❧②✱ +❤❡ ❛%%♦❝✐❛+❡❞ ❍❛♠✐❧+♦♥✐❛♥ %②%+❡♠✱ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐+❤ +❤❡ ✐♥✐+✐❛❧ ❝♦♥❞✐+✐♦♥% ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭✺✳✹✼✮✱

✐%✿

q̇ = p ≡ 1

∆x
∇pH̃, t > 0,

ṗ = − α2

∆x2
TNq+

α2

∆x
φ(t)− f ′(q) ≡ − 1

∆x
∇qH̃,

d

dt
q̃ = 1 ≡ ∂

∂p̃
H̃, ✭✺✳✻✷✮

d

dt
p̃ = −α2[φ1(q̃)(vN +∆xφ′1(q̃))− φ0(q̃)(v1 −∆xφ′0(q̃))] ≡ − ∂

∂q̃
H̃,



✺✳✺ ❚❤❡ ❝❛'❡ ♦❢ ♣❡+✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛+② ❝♦♥❞✐2✐♦♥' +❡✈✐'✐2❡❞ ✼✾

✇❤❡#❡ ✐♥ &❤❡ ❧❛)& ❡*✉❛&✐♦♥ ✭❝♦♠♣❛#❡ ✇✐&❤ ✭✺✳✺✽✮✮ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥)✐❞❡#❡❞ ✭✺✳✸✻✮✳ ■♥ &❤✐) ✇❛②✱ &❤❡ ✜#)&

&❤#❡❡ ❡*✉❛&✐♦♥) ✐♥ ✭✺✳✻✷✮ ♠❛&❝❤ ✭✺✳✺✼✮ ✭)✐♥❝❡ q̃ ≡ t✮✱ ✇❤❡#❡❛)✱ )✐♠✐❧❛#❧② ❛) ✐♥ ✭✺✳✹✽✮✱ &❤❡ ❧❛)& ♦♥❡
❛❧❧♦✇) ❢♦# &❤❡ ❝♦♥)❡#✈❛&✐♦♥ ♦❢ H̃✿

H̃(q(t),p(t), q̃(t), p̃(t)) = H̃(q(0),p(0), 0, 0) ≡ H(q(0),p(0), 0), t ≥ 0.

❘❡♠❛$❦ ✺✳✹✳✶✳ ❲✐"❤ $✐♠✐❧❛( ❛(❣✉♠❡♥"$ ❛$ ✐♥ ❘❡♠❛(❦ ✺✳✸✳✶✱ ❜② ❝♦♥$❡(✈✐♥❣ "❤❡ ❛✉❣♠❡♥"❡❞ ❍❛♠✐❧✲

"♦♥✐❛♥ H̃✱ ♦♥❡ ♦❜"❛✐♥$ "❤❛" H $❛"✐$✜❡$ ❛ ♣(❡$❝(✐❜❡❞ ✈❛(✐❛"✐♦♥ ✐♥ "✐♠❡ ✇❤✐❝❤✱ ✐♥ "✉(♥✱ ✐$ ❝♦♥$✐$"❡♥"
✇✐"❤ "❤❡ ❝♦((❡$♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♥"✐♥✉♦✉$ ♦♥❡ ✭❝♦♠♣❛(❡ ✭✺✳✺✽✮ ✇✐"❤ ✭✺✳✺✷✮ ❛♥❞ ✭✺✳✺✾✮ ✇✐"❤ ✭✺✳✺✸✮✮✳

❇② ✐♥&#♦❞✉❝✐♥❣ &❤❡ ❛##❛② y ❛♥❞ &❤❡ ♠❛&#✐① J̃N ❛) ✐♥ ✭✺✳✹✾✮✱ ♣#♦❜❧❡♠ ✭✺✳✻✷✮✱ ✇✐&❤ &❤❡ ✐♥✐&✐❛❧

❝♦♥❞✐&✐♦♥) ✭✺✳✹✼✮✱ ❝❛♥ ❜❡ #❡✇#✐&&❡♥ ✐♥ &❤❡ ❢♦#♠✿

ẏ = J̃N∇H̃(y), t ≥ 0, y(0) =
(
ψ0(x)

⊤, ψ1(x)
⊤, 0, 0

)⊤ ≡ y0. ✭✺✳✻✸✮

❈♦♥❝❡#♥✐♥❣ &❤❡ ❞✐)❝#❡&✐③❛&✐♦♥ ✐))✉❡✱ ❛#❣✉♠❡♥&) )✐♠✐❧❛# &♦ &❤♦)❡ ✐♥ ❙❡❝&✐♦♥ ✺✳✸✳✷ ❛♣♣❧② &♦ &❤❡ ♣#❡)❡♥&

❝❛)❡✳ ■♥ ♣❛#&✐❝✉❧❛#✱ &❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ #❡)✉❧& ❤♦❧❞) &#✉❡✱ &❤❡ ♣#♦♦❢ ❜❡✐♥❣ )✐♠✐❧❛# &♦ &❤❛& ♦❢ ❚❤❡♦#❡♠) ✺✳✷✳✶

❛♥❞ ✺✳✸✳✶✳

❚❤❡♦$❡♠ ✺✳✹✳✶✳ ❆$$✉♠❡ k ≥ s✱ ❛♥❞ ❧❡" ❞❡✜♥❡ y1 = u(h) "❤❡ ♥❡✇ ❛♣♣(♦①✐♠❛"✐♦♥ "♦ y(h)✱ $♦❧✉"✐♦♥
♦❢ ✭✺✳✻✸✮✱ ♣(♦✈✐❞❡❞ ❜② ❛ ❍❇❱▼✭k, s✮ ♠❡"❤♦❞ ✉$❡❞ ✇✐"❤ $"❡♣$✐③❡ h✳ ❖♥❡ "❤❡♥ ♦❜"❛✐♥$✿

y1 − y(h) = O(h2s+1),

"❤❛" ✐$✱ "❤❡ ♠❡"❤♦❞ ❤❛$ ♦(❞❡( 2s✳ ▼♦(❡♦✈❡(✱ ❛$$✉♠✐♥❣ "❤❛" f ✱ φ0 ❛♥❞ φ1 ✐♥ ✭✺✳✶✮✲✭✺✳✹✮ ❛(❡ $✉✐"❛❜❧②
(❡❣✉❧❛(✱ ♦♥❡ ❤❛$✿

H̃(y1)− H̃(y0) =







0, ✐❢ f ∈ Πν , φ0, φ1 ∈ Πρ, ✇✐"❤

2k ≥ max{νs, 2ρ+ s− 1, 2s+ ρ},

O(h2k+1), ♦"❤❡(✇✐$❡✳

❆) ✐) ❝❧❡❛#✱ ❝♦♥)✐❞❡#❛&✐♦♥) )✐♠✐❧❛# &♦ &❤♦)❡ )&❛&❡❞ ✐♥ ❘❡♠❛#❦ ✸✳✹✳✶ ❝❛♥ ❜❡ #❡♣❡❛&❡❞ ❛❧)♦ ✐♥ &❤❡ ♣#❡)❡♥&

)✐&✉❛&✐♦♥✳

✺✳✺ ❚❤❡ ❝❛'❡ ♦❢ ♣❡+✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛+② ❝♦♥❞✐2✐♦♥' +❡✈✐'✐2❡❞

❚❤❡ ❝❛)❡ ♦❢ ♣❡#✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛#② ❝♦♥❞✐&✐♦♥)✱ ✐✳❡✳ ✭✺✳✶✮✕✭✺✳✷✮✱ ❞❡)❡#✈❡) &♦ ❜❡ ❢✉#&❤❡# ✐♥✈❡)&✐❣❛&❡❞✳

■♥ ❢❛❝&✱ &❤❡ ✜♥✐&❡✲❞✐✛❡#❡♥❝❡ ❞✐)❝#❡&✐③❛&✐♦♥ ❝♦♥)✐❞❡#❡❞ ❛❜♦✈❡✱ &✉#♥) ♦✉& &♦ ♣#♦✈✐❞❡ ❛ )❡❝♦♥❞✲♦#❞❡#

)♣❛&✐❛❧ ❛❝❝✉#❛❝② ✐♥ &❤❡ ✉)❡❞ )&❡♣)✐③❡ ∆x✳ ❲❤❡♥ ❡✐&❤❡# ❉✐#✐❝❤❧❡& ♦# ◆❡✉♠❛♥♥ ❜♦✉♥❞❛#② ❝♦♥❞✐&✐♦♥)
❛#❡ )♣❡❝✐✜❡❞✱ ✐& ✐) ♥♦& ❡❛)② &♦ ❞❡#✐✈❡ ❤✐❣❤❡#✲♦#❞❡# )❡♠✐✲❞✐)❝#❡&❡ ❍❛♠✐❧&♦♥✐❛♥ ❢♦#♠✉❧❛&✐♦♥) ♦❢ &❤❡

♣#♦❜❧❡♠✳ ❈♦♥✈❡#)❡❧②✱ ✐♥ &❤❡ ❝❛)❡ ♦❢ ♣❡#✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛#② ❝♦♥❞✐&✐♦♥)✱ &❤❡ ✉)❡ ♦❢ ❤✐❣❤❡#✲♦#❞❡# ❝❡♥&#❛❧

✜♥✐&❡✲❞✐✛❡#❡♥❝❡ ❛♣♣#♦①✐♠❛&✐♦♥) ♦❢ &❤❡ ❞❡#✐✈❛&✐✈❡) ✐♥ ✭✺✳✶✮✱ #❡)✉❧&) ✐♥ ❛ )❡♠✐✲❞✐)❝#❡&❡ ❍❛♠✐❧&♦♥✐❛♥

♣#♦❜❧❡♠ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ ❍❛♠✐❧&♦♥✐❛♥ ❢✉♥❝&✐♦♥ ❢♦#♠❛❧❧② )&✐❧❧ ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✺✳✶✾✮✱ ❜✉& ✇✐&❤ &❤❡ ♠❛&#✐①

TN ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✺✳✷✵✮ )✉✐&❛❜❧② #❡♣❧❛❝❡❞ ✇✐&❤ ❛ ❞✐✛❡#❡♥& ❝✐#❝✉❧❛♥& ❛♥❞ )②♠♠❡&#✐❝ ❜❛♥❞✲♠❛&#✐①✳ ❆)

❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ &❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛&#✐① ♣#♦✈✐❞❡) ❛ ❢♦✉#&❤✲♦#❞❡# )♣❛&✐❛❧ ❛♣♣#♦①✐♠❛&✐♦♥ ✭)❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❬✷❪ ❢♦#



✽✵ ❊♥❡#❣② ❝♦♥(❡#✈✐♥❣ ♠❡,❤♦❞( ❢♦# ,❤❡ (❡♠✐❧✐♥❡❛# ✇❛✈❡ ❡3✉❛,✐♦♥

❛❞❞✐#✐♦♥❛❧ ❡①❛♠♣❧❡+✮✿
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∈ R
N×N . ✭✺✳✻✹✮

❆♥ ❛❧#❡4♥❛#✐✈❡ ❛♣♣4♦❛❝❤✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ +❤❛❧❧ ✐♥✈❡+#✐❣❛#❡ ✐♥ #❤❡ +❡;✉❡❧✱ ✐+ #❤❛# ♦❢ ✉+✐♥❣ ❛ ❋♦✉4✐❡4✲●❛❧❡4❦✐♥

❡①♣❛♥+✐♦♥ #♦ ♦❜#❛✐♥ ❛ +♣❛#✐❛❧ ❛♣♣4♦①✐♠❛#✐♦♥✳ ●❛❧❡4❦✐♥ ♠❡#❤♦❞+ 4❡;✉✐4❡ #♦ ❡①♣❛♥❞ #❤❡ +♦❧✉#✐♦♥ ♦❢

#❤❡ ♣4♦❜❧❡♠ ❛❧♦♥❣ ❛ ❜❛+✐+ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡✈❡4② ❝♦♠♣♦♥❡♥# +❛#✐+✜❡+ #❤❡ ❛++♦❝✐❛#❡❞ ❜♦✉♥❞❛4② ❝♦♥❞✐#✐♦♥+✳

❲❤❡♥ #❤❡ ♣4♦❜❧❡♠ ❛# ❤❛♥❞ ✐+ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐#❤ #❤❡ ♣❡4✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛4② ❝♦♥❞✐#✐♦♥+ ✭✺✳✷✮✱ ❛ #4✐❣♦♥♦♠❡#4✐❝

❜❛+✐+ ✐+ ✉+✉❛❧❧② ♣4❡❢❡44❡❞ ✭+❡❡ ❢♦4 ❡①❛♠♣❧❡ ❬✸✺✱ ✹✷✱ ✼✺❪✮✳ ❋♦4 #❤✐+ ♣✉4♣♦+❡✱ ❧❡# ✉+ ❝♦♥+✐❞❡4 #❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❝♦♠♣❧❡#❡ +❡# ♦❢ ♦4#❤♦♥♦4♠❛❧ ❢✉♥❝#✐♦♥+ ✐♥ [0, 1]✿

c0(x) ≡ 1, ck(x) =
√
2 cos(2kπx), sk(x) =

√
2 sin(2kπx), k = 1, 2, . . . , ✭✺✳✻✺✮

+♦ #❤❛#

∫ 1

0
ci(x)cj(x)dx =

∫ 1

0
si(x)sj(x)dx = δij ,

∫ 1

0
ci(x)sj(x)dx = 0, ∀i, j, ✭✺✳✻✻✮

❜❡✐♥❣ δij #❤❡ ❑4♦♥❡❝❦❡4 +②♠❜♦❧✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣❛♥+✐♦♥ ♦❢ #❤❡ +♦❧✉#✐♦♥ ♦❢ ✭✺✳✶✮✲✭✺✳✷✮ ✐+ ❛ +❧✐❣❤#❧②

❞✐✛❡4❡♥# ✇❛② ♦❢ ✇4✐#✐♥❣ #❤❡ ✉+✉❛❧ ❋♦✉4✐❡4 ❡①♣❛♥+✐♦♥ ✐♥ +♣❛❝❡✿

u(x, t) = c0(x)β0(t) +
∑

n≥1

[cn(x)βn(t) + sn(x)ηn(t)]

≡ β0(t) +
∑

n≥1

[cn(x)βn(t) + sn(x)ηn(t)] , x ∈ [0, 1], t ≥ 0, ✭✺✳✻✼✮

✇✐#❤

βn(t) =

∫ 1

0
cn(x)u(x, t)dx, ηn(t) =

∫ 1

0
sn(x)u(x, t)dx,

✇❤✐❝❤ ✐+ ❛❧❧♦✇❡❞ ❜❡❝❛✉+❡ ♦❢ #❤❡ ♣❡4✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛4② ❝♦♥❞✐#✐♦♥+ ✭✺✳✷✮✳ ❈♦♥+❡;✉❡♥#❧②✱ ❜② #❛❦✐♥❣ ✐♥#♦

❛❝❝♦✉♥# ✭✺✳✻✻✮✱ #❤❡ ❞✐✛❡4❡♥#✐❛❧ ❡;✉❛#✐♦♥ ✐♥ ✭✺✳✶✮ ❝❛♥ ❜❡ 4❡✇4✐##❡♥ ❛+✿

β̈n(t) = − α2(2πn)2βn(t)

−
∫ 1

0
cn(x)f

′



β0(t) +
∑

n≥1

[cn(x)βn(t) + sn(x)ηn(t)]



 dx, n ≥ 0,

✭✺✳✻✽✮

η̈n(t) = − α2(2πn)2ηn(t)

−
∫ 1

0
sn(x)f

′



β0(t) +
∑

n≥1

[cn(x)βn(t) + sn(x)ηn(t)]



 dx, n ≥ 1,



✺✳✺ ❚❤❡ ❝❛'❡ ♦❢ ♣❡+✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛+② ❝♦♥❞✐2✐♦♥' +❡✈✐'✐2❡❞ ✽✶

✇❤❡#❡ $❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ❞♦$ ❞❡♥♦$❡+✱ ❛+ ✉+✉❛❧✱ $❤❡ +❡❝♦♥❞ $✐♠❡ ❞❡#✐✈❛$✐✈❡✳ ❚❤❡ ✐♥✐$✐❛❧ ❝♦♥❞✐$✐♦♥+ ❛#❡ ❝❧❡❛#❧②

❣✐✈❡♥ ❜② ✭+❡❡ ✭✺✳✶✮✮✿

βn(0) =

∫ 1

0
cn(x)ψ0(x)dx, ηn(0) =

∫ 1

0
sn(x)ψ0(x)dx,

✭✺✳✻✾✮

β̇n(0) =

∫ 1

0
cn(x)ψ1(x)dx, η̇n(0) =

∫ 1

0
sn(x)ψ1(x)dx.

❇② ✐♥$#♦❞✉❝✐♥❣ $❤❡ ✐♥✜♥✐$❡ ✈❡❝$♦#+

ω(x) =
(
c0(x) c1(x) s1(x) c2(x) s2(x) . . .

)⊤
,

✭✺✳✼✵✮

q(t) =
(
β0(t) β1(t) η1(t) β2(t) η2(t) . . .

)⊤
,

$❤❡ ✐♥✜♥✐$❡ ♠❛$#✐①

D = diag
(
0 (2π)2 (2π)2 (4π)2 (4π)2 . . .

)
, ✭✺✳✼✶✮

❛♥❞ ❝♦♥+✐❞❡#✐♥❣ $❤❛$ ✭+❡❡ ✭✺✳✻✼✮✮

u(x, t) = ω(x)⊤q(t), ✭✺✳✼✷✮

♣#♦❜❧❡♠ ✭✺✳✻✽✮ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛+$ ✐♥ ✈❡❝$♦# ❢♦#♠ ❛+✿

q̇(t) = p(t), t > 0,
✭✺✳✼✸✮

ṗ(t) = −α2Dq(t)−
∫ 1

0
ω(x)f ′(ω(x)⊤q(t))dx,

✇✐$❤ $❤❡ ✐♥✐$✐❛❧ ❝♦♥❞✐$✐♦♥+ ✭✺✳✻✾✮ ❜❡❝♦♠✐♥❣✱ ♠♦#❡ ❝♦♠♣❛❝$❧②✱

q(0) =

∫ 1

0
ω(x)ψ0(x)dx, p(0) =

∫ 1

0
ω(x)ψ1(x)dx. ✭✺✳✼✹✮

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ #❡+✉❧$ ❤♦❧❞+ $#✉❡✳

❚❤❡♦$❡♠ ✺✳✺✳✶✳  !♦❜❧❡♠ ✭✺✳✼✸✮ ✐. ❍❛♠✐❧1♦♥✐❛♥✱ ✇✐1❤ ❍❛♠✐❧1♦♥✐❛♥

H(q,p) =
1

2
p⊤p+

α2

2
q⊤Dq+

∫ 1

0
f(ω(x)⊤q)dx. ✭✺✳✼✺✮

❚❤✐# ❧❛&&❡( ✐# ❡)✉✐✈❛❧❡♥& &♦ &❤❡ ❍❛♠✐❧&♦♥✐❛♥ ✭✺✳✻✮✱ ✈✐❛ &❤❡ ❡①♣❛♥#✐♦♥ ✭✺✳✻✼✮✕✭✺✳✼✷✮✳

;(♦♦❢✳ ❚❤❡ ✜$%& %&❛&❡♠❡♥& ✐% %&$❛✐❣❤&❢♦$✇❛$❞✱ ❜② ❝♦♥%✐❞❡$✐♥❣ &❤❛&

∇qf(ω(x)
⊤q)) = f ′(ω(x)⊤q)ω(x).

❚❤❡ %❡❝♦♥❞ %&❛&❡♠❡♥& &❤❡♥ ❡❛%✐❧② ❢♦❧❧♦✇%✱ ❜② &❛❦✐♥❣ ✐♥&♦ ❛❝❝♦✉♥& ✭✺✳✼✷✮✱ ❢$♦♠ &❤❡ ❢❛❝& &❤❛&✱ %❡❡ ✭✺✳✺✮✱

✭✺✳✻✻✮✱ ✭✺✳✻✼✮✱ ❛♥❞ ✭✺✳✼✵✮✿

∫ 1

0
v(x, t)2dx =

∫ 1

0
ut(x, t)

2dx =

∫ 1

0



β̇0(t) +
∑

n≥1

[

β̇n(t)cn(x) + η̇n(t)sn(x)
]





2

dx

= β̇0(t)
2 +

∑

n≥1

[

β̇n(t)
2 + η̇n(t)

2
]

= p(t)⊤p(t),



✽✷ ❊♥❡#❣② ❝♦♥(❡#✈✐♥❣ ♠❡,❤♦❞( ❢♦# ,❤❡ (❡♠✐❧✐♥❡❛# ✇❛✈❡ ❡3✉❛,✐♦♥

❛♥❞

∫ 1

0
ux(x, t)

2dx =

∫ 1

0




∑

n≥1

2πn [ηn(t)cn(x)− βn(t)sn(x)]





2

dx

=
∑

n≥1

(2πn)2
[
ηn(t)

2 + βn(t)
2
]
= q(t)⊤Dq(t).

✺✳✺✳✶ ❚$✉♥❝❛)❡❞ ❋♦✉$✐❡$ ❛♣♣$♦①✐♠❛)✐♦♥

■♥ $❤❡ ❝♦♠♣✉$❛$✐♦♥❛❧ ♣.❛❝$✐❝❡✱ ✐$ ✐0 ♠❛♥❞❛$♦.② $♦ $.✉♥❝❛$❡ $❤❡ ✐♥✜♥✐$❡ ❡①♣❛♥0✐♦♥ ✭✺✳✻✼✮ $♦ ❛ ✜♥✐$❡

0✉♠✿

u(x, t) ≈ β0(t) +

N∑

n=1

[cn(x)βn(t) + sn(x)ηn(t)] ≡ uN (x, t), ✭✺✳✼✻✮

✇❤✐❝❤ ❝♦♥✈❡.❣❡0 ♠♦.❡ $❤❛♥ ❡①♣♦♥❡♥$✐❛❧❧② ✇✐$❤ N $♦ u✱ ✐❢ $❤✐0 ❧❛$$❡. ✐0 ❛♥ ❛♥❛❧②$✐❝❛❧ ❢✉♥❝$✐♦♥✳

✹

■♥

♦$❤❡. ✇♦.❞0✱ ✇❡ ❧♦♦❦ ❢♦. ❛♥ ❛♣♣.♦①✐♠❛$✐♦♥ $♦ u(x, t) ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ $♦ $❤❡ ❢✉♥❝$✐♦♥❛❧ 0✉❜0♣❛❝❡ ✭0❡❡ ✭✺✳✻✺✮✮

VN = span{c0(x), c1(x), . . . , cN (x), s1(x), . . . , sN (x)}.

❈❧❡❛.❧②✱ 0✉❝❤ ❛ $.✉♥❝❛$❡❞ ❡①♣❛♥0✐♦♥ ✇✐❧❧ ♥♦$ 0❛$✐0❢② ♣.♦❜❧❡♠ ✭✺✳✶✮✲✭✺✳✷✮✳ ◆❡✈❡.$❤❡❧❡00✱ ✐♥ $❤❡ 0♣✐.✐$

♦❢ ●❛❧❡.❦✐♥ ♠❡$❤♦❞0 ❬✻❪✱ ❜② .❡I✉✐.✐♥❣ $❤❛$ $❤❡ .❡0✐❞✉❛❧

R(uN ) := (uN )tt − (uN )xx + f ′(uN ),

✐0 ♦.$❤♦❣♦♥❛❧ $♦ VN ✱ ♦♥❡ ♦❜$❛✐♥0 $❤❡ ✇❡❛❦ ❢♦&♠✉❧❛*✐♦♥ ♦❢ ♣.♦❜❧❡♠ ✭✺✳✶✮✲✭✺✳✷✮✱ ❝♦♥0✐0$✐♥❣ ✐♥ $❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ 2N + 1 ❞✐✛❡.❡♥$✐❛❧ ❡I✉❛$✐♦♥0✱

β̈n(t) = − α2(2πn)2βn(t)

−
∫ 1

0
cn(x)f

′

(

β0(t) +

N∑

n=1

[cn(x)βn(t) + sn(x)ηn(t)]

)

dx, n = 0, . . . , N,

✭✺✳✼✼✮

η̈n(t) = − α2(2πn)2ηn(t)

−
∫ 1

0
sn(x)f

′

(

β0(t) +

N∑

n=1

[cn(x)βn(t) + sn(x)ηn(t)]

)

dx, n = 1, . . . , N,

❛♣♣.♦①✐♠❛$✐♥❣ $❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ♦♥❡0 ✐♥ ✭✺✳✻✽✮✳ ❈♦..❡0♣♦♥❞✐♥❣❧②✱ ♦♥❡ ❞❡✜♥❡0 $❤❡ ✜♥✐$❡ ✈❡❝$♦.0 ✭❝♦♠♣❛.❡

✇✐$❤ ✭✺✳✼✵✮✮ ✐♥ R
2N+1

✱

ωN (x) =
(

c0(x) c1(x) s1(x) c2(x) s2(x) . . . cN (x) sN (x)
)⊤
,

qN (t) =
(

β0(t) β1(t) η1(t) β2(t) η2(t) . . . βN (t) ηN (t)
)⊤
,

❛♥❞ $❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛$.✐① ✭❝♦♠♣❛.❡ ✇✐$❤ ✭✺✳✼✶✮✮

DN = diag
(

0 (2π)2 (2π)2 (4π)2 (4π)2 . . . (2Nπ)2 (2Nπ)2
)

∈ R
2N+1×2N+1. ✭✺✳✼✽✮

❚❤❡♥✱ ❝♦♥0✐❞❡.✐♥❣ $❤❛$ ✭0❡❡ ✭✺✳✼✻✮✮

uN (x, t) = ωN (x)
⊤qN (t), ✭✺✳✼✾✮

✹

❲❡ "❡❢❡"✱ ❡✳❣✳✱ '♦ ❬✸✺❪✱ ❢♦" ❛ ❝♦""❡/♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♠♣"❡❤❡♥/✐✈❡ ❡""♦" ❛♥❛❧②/✐/✳



✺✳✺ ❚❤❡ ❝❛'❡ ♦❢ ♣❡+✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛+② ❝♦♥❞✐2✐♦♥' +❡✈✐'✐2❡❞ ✽✸

 ❤❡ ❡#✉❛ ✐♦♥) ✭✺✳✼✼✮✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡  ♦ ❜❡ )❛ ✐)✜❡❞ ❜② ✭✺✳✼✾✮✱ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛) ✐♥ ✈❡❝ ♦8 ❢♦8♠ ❛)✿

q̇N (t) = pN (t), t > 0,
✭✺✳✽✵✮

ṗN (t) = −α2DNqN (t)−
∫ 1

0
ωN (x)f

′(ωN (x)
⊤qN (t))dx,

❢♦8 ❛  ♦ ❛❧ ♦❢ 4N+2 ❞✐✛❡8❡♥ ✐❛❧ ❡#✉❛ ✐♦♥)✳ ❈❧❡❛8❧②✱ ❢8♦♠ ✭✺✳✻✾✮ ♦♥❡ ♦❜ ❛✐♥)  ❤❛  ❤❡ ✐♥✐ ✐❛❧ ❝♦♥❞✐ ✐♦♥)

❢♦8 ✭✺✳✽✵✮ ❛8❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

qN (0) =

∫ 1

0
ωN (x)ψ0(x)dx, pN (0) =

∫ 1

0
ωN (x)ψ1(x)dx. ✭✺✳✽✶✮

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ 8❡)✉❧  ❤❡♥ ❡❛)✐❧② ❢♦❧❧♦✇) ❜② ♠❡❛♥) ♦❢ ❛8❣✉♠❡♥ ) )✐♠✐❧❛8  ♦  ❤♦)❡ ✉)❡❞  ♦ ♣8♦✈❡ ❚❤❡✲

♦8❡♠ ✺✳✺✳✶✳

❚❤❡♦$❡♠ ✺✳✺✳✷✳  !♦❜❧❡♠ ✭✺✳✽✵✮ ✐. ❍❛♠✐❧1♦♥✐❛♥✱ ✇✐1❤ ❍❛♠✐❧1♦♥✐❛♥

HN (qN ,pN ) =
1

2
p⊤NpN +

α2

2
q⊤NDNqN +

∫ 1

0
f(ωN (x)

⊤qN )dx. ✭✺✳✽✷✮

❲❡ ♦❜)❡8✈❡  ❤❛ ✭✺✳✽✷✮ ✐) ❡#✉✐✈❛❧❡♥  ♦ ❛  8✉♥❝❛ ❡❞ ❋♦✉8✐❡8 ❡①♣❛♥)✐♦♥ ♦❢  ❤❡ ❍❛♠✐❧ ♦♥✐❛♥ ✭✺✳✻✮ ✭)❡❡

❛❧)♦ ✭✺✳✼✺✮✮✳ ❚❤✉)✱ ❜② ✐♥ 8♦❞✉❝✐♥❣  ❤❡ ✈❡❝ ♦8 yN (t) =
(

qN (t)
⊤ pN (t)

⊤
)⊤ ∈ R

4N+2
❛♥❞  ❤❡

♥♦ ❛ ✐♦♥ HN (yN ) = HN (qN ,pN )✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝❛) ✭✺✳✽✵✮ ✐♥  ❤❡ ♠♦8❡ ❝♦♠♣❛❝ ❢♦8♠

ẏN = JN∇HN (yN ), ✇✐ ❤ JN =

(

I2N+1

−I2N+1

)

, ✭✺✳✽✸✮

✇✐ ❤  ❤❡ ✐♥✐ ✐❛❧ ❝♦♥❞✐ ✐♦♥ ✭)❡❡ ✭✺✳✽✶✮✮

yN (0) =
(

qN (0)
⊤ pN (0)

⊤
)⊤
.

■ ✐) ✇♦8 ❤ ♠❡♥ ✐♦♥✐♥❣  ❤❛ ✉)✐♥❣  ❤❡ ✐♥✐ ✐❛❧ ❝♦♥❞✐ ✐♦♥) ✭✺✳✽✶✮✱ ✐♥ ♣❧❛❝❡ ♦❢ ✭✺✳✼✹✮✱ 8❡)✉❧ ) ✐♥ ❛♥ ❡88♦8

eN ✱ ✐♥  ❤❡ ✐♥✐ ✐❛❧ ❞❛ ❛✱ ❣✐✈❡♥ ❜②

e2N =

∫ 1

0

(

ψ0(x)− ωN (x)
⊤qN (0)

)2
dx+

∫ 1

0

(

ψ1(x)− ωN (x)
⊤pN (0)

)2
dx

=
∑

n>N

[(∫ 1

0
cn(x)ψ0(x)dx

)2

+

(∫ 1

0
sn(x)ψ0(x)dx

)2
]

+

∑

n>N

[(∫ 1

0
cn(x)ψ1(x)dx

)2

+

(∫ 1

0
sn(x)ψ1(x)dx

)2
]

. ✭✺✳✽✹✮

❯♥❧❡))  ❤❡ ✜♥✐ ❡✲❞✐✛❡8❡♥❝❡ ❝❛)❡✱ ❜♦ ❤ eN ❛♥❞  ❤❡ ❛♣♣8♦①✐♠❛ ✐♦♥ ✭✺✳✽✷✮  ♦  ❤❡ ❝♦♥ ✐♥✉♦✉) ❍❛♠✐❧ ♦✲

♥✐❛♥✱ ❝♦♥✈❡8❣❡ ♠♦8❡  ❤❛♥ ❡①♣♦♥❡♥ ✐❛❧❧② ✐♥ N ✭eN  ♦ ✵ ❛♥❞ HN  ♦ H✮✱ ♣8♦✈✐❞❡❞  ❤❛  ❤❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞

❢✉♥❝ ✐♦♥) ❛8❡ ❛♥❛❧② ✐❝❛❧✳

✺✳✺✳✷ ❋✉❧❧ ❞✐(❝*❡,✐③❛,✐♦♥

❙✐♥❝❡ ✭✺✳✽✸✮ ✐)✱ ❢♦8 ❛❧❧ N ≥ 0✱ ❛ ❍❛♠✐❧ ♦♥✐❛♥ ♣8♦❜❧❡♠ ♦❢ ❞✐♠❡♥)✐♦♥ 4N + 2 ✇✐ ❤ ❛✉ ♦♥♦♠♦✉)

❍❛♠✐❧ ♦♥✐❛♥ ✭✺✳✽✷✮✱  ❤✐) ❧❛  ❡8 ✐) ❝♦♥)❡8✈❡❞ ❛❧♦♥❣  ❤❡ )♦❧✉ ✐♦♥✳ ❈♦♥)❡#✉❡♥ ❧②✱ ✐ ✐)  ❤❡♥ ❛♣♣8♦♣8✐❛ ❡



✽✹ ❊♥❡#❣② ❝♦♥(❡#✈✐♥❣ ♠❡,❤♦❞( ❢♦# ,❤❡ (❡♠✐❧✐♥❡❛# ✇❛✈❡ ❡3✉❛,✐♦♥

 ❤❡ ✉$❡ ♦❢ ❛♥ ❡♥❡)❣②✲❝♦♥$❡)✈✐♥❣ ♠❡ ❤♦❞ ❢♦) ✐ $ ♥✉♠❡)✐❝❛❧ $♦❧✉ ✐♦♥✳ ■♥ ♣❛) ✐❝✉❧❛)✱ ❚❤❡♦)❡♠ ✺✳✷✳✶

❝♦♥ ✐♥✉❡$ ❢♦)♠❛❧❧②  ♦ ❤♦❧❞ ❢♦) ❍❇❱▼✭k, s✮ ♠❡ ❤♦❞$✳ ❍♦✇❡✈❡)✱  ❤❡ ✐♥ ❡❣)❛❧ ❛♣♣❡❛)✐♥❣ ✐♥ ✭✺✳✽✵✮

♥❡❡❞$  ♦ ❜❡✱ ✐♥  ✉)♥✱ ❛♣♣)♦①✐♠❛ ❡❞ ❜② ♠❡❛♥$ ♦❢ ❛ $✉✐ ❛❜❧❡ F✉❛❞)❛ ✉)❡ )✉❧❡✳ ❋♦)  ❤✐$ ♣✉)♣♦$❡✱ ✐ 

❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥  ♦ ✉$❡ ❛ ❝♦♠♣♦$✐ ❡  )❛♣❡③♦✐❞❛❧ )✉❧❡✱ ❞✉❡  ♦  ❤❡ ❢❛❝  ❤❛  ❤❡ ❛)❣✉♠❡♥ ✐$ ❛

♣❡)✐♦❞✐❝ ❢✉♥❝ ✐♦♥✳ ❈♦♥$❡F✉❡♥ ❧②✱ ❤❛✈✐♥❣ $❡ 

gN (x, t) = ωN (x)f
′(ωN (x)

⊤qN (t)), ✭✺✳✽✺✮

 ❤❡ ✉♥✐❢♦)♠ ♠❡$❤ ♦♥ [0, 1]✱

xi = i∆x, i = 0, . . . ,m, ∆x =
1

m
, ✭✺✳✽✻✮

❛♥❞ ❝♦♥$✐❞❡)✐♥❣  ❤❛ 

gN (0, t) = gN (1, t),

♦♥❡ ♦❜ ❛✐♥$✿

∫ 1

0
gN (x, t)dx = ∆x

m∑

i=1

gN (xi−1, t) + gN (xi, t)

2
+ R(m)

=
1

m

m−1∑

i=0

gN (xi, t) + R(m). ✭✺✳✽✼✮

▲❡ ✉$ $ ✉❞②  ❤❡ ❡))♦) R(m)✳ ❋♦)  ❤✐$ ♣✉)♣♦$❡✱ ✇❡ ♥❡❡❞ $♦♠❡ ♣)❡❧✐♠✐♥❛)② )❡$✉❧ ✳

▲❡♠♠❛ ✺✳✺✳✶✳ ▲❡" ✉$ ❝♦♥$✐❞❡* "❤❡ "*✐❣♦♥♦♠❡"*✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧

p(x) =
K∑

k=0

[ak cos(2kπx) + bk sin(2kπx)] , ✭✺✳✽✽✮

❛♥❞ "❤❡ ✉♥✐❢♦*♠ ♠❡$❤ ✭✺✳✽✻✮✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦* ❛❧❧ m ≥ K + 1✱ ♦♥❡ ♦❜"❛✐♥$✿

∫ 1

0
p(x)dx =

1

m

m−1∑

i=0

p(xi).

=*♦♦❢✳ ❙❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❬✸✾✱ ❚❤✳ ✺✳✶✳✹❪✳

▲❡♠♠❛ ✺✳✺✳✷✳ ▲❡" ✉$ ❝♦♥$✐❞❡* "❤❡ "*✐❣♦♥♦♠❡"*✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✭✺✳✽✽✮ ❛♥❞ "❤❡ ✉♥✐❢♦*♠ ♠❡$❤ ✭✺✳✽✻✮✳

❚❤❡♥✱ ❢♦* ❛❧❧ j = 0, . . . , N ✱ ❛♥❞ ♣*♦✈✐❞❡❞ "❤❛" m ≥ N +K + 1✱ ♦♥❡ ♦❜"❛✐♥$✿

∫ 1

0
cos(2jπx)p(x)dx =

1

m

m−1∑

i=0

cos(2jπxi)p(xi), ✭✺✳✽✾✮

∫ 1

0
sin(2jπx)p(x)dx =

1

m

m−1∑

i=0

sin(2jπxi)p(xi). ✭✺✳✾✵✮

=*♦♦❢✳ ❇② ✈✐) ✉❡ ♦❢  ❤❡ ♣)♦$ ❤❛♣❤❛❡)❡$✐$ ❢♦)♠✉❧❛❡✱ ❢♦) ❛❧❧ j = 0, . . . , N ❛♥❞ k = 0, . . . ,K✱ ♦♥❡ ❤❛$✿

cos(2jπx) cos(2kπx) =
1

2
[cos(2(k + j)πx) + cos(2(k − j)πx)] ,

cos(2jπx) sin(2kπx) =
1

2
[sin(2(k + j)πx) + sin(2(k − j)πx)] ,

sin(2jπx) cos(2kπx) =
1

2
[sin(2(k + j)πx)− sin(2(k − j)πx)] ,

sin(2jπx) sin(2kπx) =
1

2
[cos(2(k − j)πx)− cos(2(k + j)πx)] .



✺✳✻ ■♠♣❧❡♠❡♥)❛)✐♦♥ ♦❢ )❤❡ ♠❡)❤♦❞0 ✽✺

❈♦♥#❡%✉❡♥'❧②✱ '❤❡ ✐♥'❡❣.❛❧# ❛' '❤❡ ❧❡❢'✲❤❛♥❞ #✐❞❡ ✐♥ ✭✺✳✽✾✮✲✭✺✳✾✵✮ ❛.❡ '.✐❣♦♥♦♠❡'.✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧# ♦❢

❞❡❣.❡❡ ❛' ♠♦#' N +K✳ ❇② ✈✐.'✉❡ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✺✳✺✳✶✱ ✐' '❤❡♥ ❢♦❧❧♦✇# '❤❛' '❤❡② ❛.❡ ❡①❛❝'❧② ❝♦♠♣✉'❡❞
❜② ♠❡❛♥# ♦❢ '❤❡ ❝♦♠♣♦#✐'❡ '.❛♣❡③♦✐❞❛❧ .✉❧❡ ❛' '❤❡ ❝♦..❡#♣♦♥❞✐♥❣ .✐❣❤'✲❤❛♥❞ #✐❞❡#✱ ♣.♦✈✐❞❡❞ '❤❛'

m ≥ N +K + 1✳

❇② ✈✐.'✉❡ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✺✳✺✳✷✱ '❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ .❡#✉❧' ❢♦❧❧♦✇# ❛' ♦♥❝❡✳

❚❤❡♦$❡♠ ✺✳✺✳✸✳ ▲❡" "❤❡ ❢✉♥❝"✐♦♥ f ❛♣♣❡❛,✐♥❣ ✐♥ ✭✺✳✽✺✮ ❜❡ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ ❞❡❣,❡❡ ν ❛♥❞ ❧❡" ✉8

❝♦♥8✐❞❡, "❤❡ ✉♥✐❢♦,♠ ♠❡8❤ ✭✺✳✽✻✮✳ ❚❤❡♥✱ ✇✐"❤ ,❡❢❡,❡♥❝❡ "♦ ✭✺✳✽✼✮✱ ❢♦, ❛❧❧ m ≥ νN + 1 ♦♥❡ ♦❜"❛✐♥8✿

R(m) = 0 i.e.,

∫ 1

0
gN (x, t)dx =

1

m

m−1∑

i=0

gN (xi, t).

❋♦. ❛ ❣❡♥❡.❛❧ ❢✉♥❝'✐♦♥ f ✱ '❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ .❡#✉❧' ❤♦❧❞# '.✉❡✳

❚❤❡♦$❡♠ ✺✳✺✳✹✳ ▲❡" "❤❡ ❢✉♥❝"✐♦♥ gN (x, t) ❞❡✜♥❡❞ ❛" ✭✺✳✽✺✮✱ ✇✐"❤ t ❛ ✜①❡❞ ♣❛,❛♠❡"❡,✱ ❜❡❧♦♥❣ "♦W
r,p
per✱

"❤❡ ❇❛♥❛❝❤ 8♣❛❝❡ ♦❢ ♣❡,✐♦❞✐❝ ❢✉♥❝"✐♦♥8 ♦♥ R ✇❤♦8❡ ❞✐8",✐❜✉"✐♦♥ ❞❡,✐✈❛"✐✈❡8 ✉♣ "♦ ♦,❞❡, r ❜❡❧♦♥❣ "♦
Lp
per(R)✳ ❚❤❡♥✱ ✇✐"❤ ,❡❢❡,❡♥❝❡ "♦ ✭✺✳✽✻✮✲✭✺✳✽✼✮✱ ♦♥❡ ❤❛8✿

R(m) = O(m−r).

D,♦♦❢✳ ❙❡❡ ❬✻✷✱ ❚❤✳ ✶✳✶❪✳

❲❡ ❡♥❞ '❤✐# #❡❝'✐♦♥ ❜② ♠❡♥'✐♦♥✐♥❣ '❤❛' ❢♦. ❛♣♣.♦①✐♠❛'✐♥❣ '❤❡ ✐♥'❡❣.❛❧ ❛♣♣❡❛.✐♥❣ ✐♥ ✭✺✳✽✵✮ ❛❧#♦

❞✐✛❡.❡♥' ❛♣♣.♦❛❝❤❡# ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉#❡❞✿ ❛# ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ .❡❢❡. '♦ ❬✹✵❪✱ ❢♦. ❛ ❝♦♠♣.❡❤❡♥#✐✈❡ .❡✈✐❡✇ ♦♥

'❤✐# '♦♣✐❝✳

✺✳✻ ■♠♣❧❡♠❡♥)❛)✐♦♥ ♦❢ )❤❡ ♠❡)❤♦❞0

■♥ '❤✐# #❡❝'✐♦♥✱ ✇❡ #❦❡'❝❤ '❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥ ♦❢ ❛ ❍❇❱▼✭k, s✮ ♠❡'❤♦❞ ❢♦. #♦❧✈✐♥❣ ✭✺✳✶✽✮ ✭'❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥
'♦ ✭✺✳✹✻✮✱ ✭✺✳✻✷✮ ❛♥❞ ✭✺✳✽✵✮ ✐# #✐♠✐❧❛.✮✳ ❲❡ ❝♦♥#✐❞❡. '❤❡ ✈❡.② ✜.#' ❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ♠❡'❤♦❞✱ #♦ '❤❛'

'❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ '❤❡ '✐♠❡ #'❡♣ ❝❛♥ ❜❡ #❦✐♣♣❡❞✳ ❙✐♥❝❡ '❤❡ ❍❛♠✐❧'♦♥✐❛♥ ♦❢ '❤❡ #❡♠✐✲❞✐#❝.❡'❡ ❢♦.♠✉❧❛'✐♦♥

♦❢ '❤❡ #❡♠✐❧✐♥❡❛. ✇❛✈❡ ❡%✉❛'✐♦♥ ✐# #❡♣❛.❛❜❧❡

✺

✱ #✐♠✐❧❛.❧② ❛# ❞♦♥❡ ✐♥ ❙❡❝'✐♦♥ ✹✳✼✱ ❜② #♣❧✐''✐♥❣ '❤❡ #'❛❣❡

✈❡❝'♦. Y ♦❢ '❤❡ ❘✉♥❣❡✲❑✉''❛ ❢♦.♠✉❧❛'✐♦♥✱ ✐♥'♦ Q ❛♥❞ P ✱ ❝♦..❡#♣♦♥❞✐♥❣ '♦ '❤❡ #'❛❣❡# ❢♦. q ❛♥❞ p

.❡#♣❡❝'✐✈❡❧②✱ '❤❡ ❞✐#❝.❡'❡ ♣.♦❜❧❡♠ ❣❡♥❡.❛'❡❞ ❜② ❛ ❍❇❱▼✭k, s✮ ♠❡'❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ .❡❝❛#' ✐♥ '❡.♠# ♦❢ '❤❡
s ❝♦❡✣❝✐❡♥'# ♦❢ '❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✭✺✳✷✾✮ ❛# ✭#❡❡ ✭✹✳✺✶✮✮✿

F (γ̂) ≡ γ̂ − P⊤s Ω⊗ IN G
(

e⊗ q0 + hc⊗ p0 − h2IsXs ⊗ IN γ̂
)

= 0, ✭✺✳✾✶✮

❜❡✐♥❣✱

G(Q) =
α2

∆x2
Ik ⊗ TNQ+ f ′(Q), ✭✺✳✾✷✮

❛♥❞ ✭#❡❡ ✭✹✳✺✵✮✮

✻

γ̂ = P⊤s Ω⊗ IN G(Q) ≡







γ̂0
✳

✳

✳

γ̂s−1






.

✺

❚❤✐# ✐# ♥♦& &❤❡ ❝❛#❡ ✇❤❡♥ ❝♦♥#✐❞❡,✐♥❣ ❞✐✛❡,❡♥& ❍❛♠✐❧&♦♥✐❛♥ 2❉❊#✱ #✉❝❤ ❛#✱ ❡✳❣✳✱ &❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛, ❙❝❤,9❞✐♥❣❡,

❡:✉❛&✐♦♥✳

✻

❍❡,❡✱ ❛# ❛♥ ❛❜✉#❡ ♦❢ ♥♦&❛&✐♦♥✱ γ̂j ✐# ❣✐✈❡♥ ❜② &❤❡ ❡♥&,✐❡# ♦❢ &❤❡ ✈❡❝&♦, γ̂j(u) ✐♥ ✭✺✳✷✾✮ ❝♦,,❡#♣♦♥❞✐♥❣ &♦ &❤❡ q

❝♦♠♣♦♥❡♥&# ♦♥❧②✳ ❈♦♥#❡:✉❡♥&❧②✱ ✐& ❤❛# ❤❛❧✈❡❞ ❞✐♠❡♥#✐♦♥ ✇✳,✳&✳ &❤✐# ❧❛&&❡, ✈❡❝&♦,✳



✽✻ ❊♥❡#❣② ❝♦♥(❡#✈✐♥❣ ♠❡,❤♦❞( ❢♦# ,❤❡ (❡♠✐❧✐♥❡❛# ✇❛✈❡ ❡3✉❛,✐♦♥

❖♥❝❡ ✭✺✳✾✶✮ ✐+ +♦❧✈❡❞✱ 1❤❡ ♥❡✇ ❛♣♣6♦①✐♠❛1✐♦♥+ ❛6❡ 1❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜② ✭+❡❡ ✭✷✳✽✮✮✿

p1 = p0 + hγ̂0, q1 = q0 + hp0 + h2
(
1

2
γ̂0 − ξ1γ̂1

)

.

❋♦6 1❤❡ +♦❧✉1✐♦♥ ♦❢ ✭✺✳✾✶✮✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ✉+❡ 1❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ +✐♠♣❧✐✜❡❞ ◆❡✇1♦♥ ✐1❡6❛1✐♦♥✱

(

I +
α2h2

∆x2
X2

s ⊗ TN
)

∆ℓ = −F (γ̂ℓ) ≡ ηℓ, γ̂ℓ+1 = γ̂ℓ +∆ℓ ℓ = 0, 1, . . . , ✭✺✳✾✸✮

✇❤✐❝❤ ♦♥❧② ❝♦♥+✐❞❡6+ 1❤❡ ✭♠❛✐♥✮ ❧✐♥❡❛6 ♣❛61 ♦❢ 1❤❡ ❢✉♥❝1✐♦♥ G ✭+❡❡ ✭✺✳✾✷✮✮✳ ■♥ ♦6❞❡6 1♦ 6❡❞✉❝❡ 1❤❡

❝♦♠♣✉1❛1✐♦♥❛❧ ❝♦+1 ♦❢ +✉❝❤ ✐1❡6❛1✐♦♥✱ ❤❛✈✐♥❣ ❞✐♠❡♥+✐♦♥ sN ✱ ✇❡ ✉+❡ ❛ ❜❧❡♥❞❡❞ ✐&❡'❛&✐♦♥ ❢♦6♠❛❧❧②

❞❡✜♥❡❞ ❛+✿

ηℓ
1 = ζ2X−2s ⊗ INηℓ, ✭✺✳✾✹✮

∆ℓ = Is ⊗M−1
N

[

ηℓ
1 + Is ⊗M−1

N

(

ηℓ − ηℓ
1

)]

, ℓ = 0, 1, . . . , ✭✺✳✾✺✮

✇❤❡6❡

ζ = min
λ∈σ(Xs)

|λ|, MN = IN +

(
αhζ

∆x

)2

TN , ✭✺✳✾✻✮

✇✐1❤ σ(Xs) ❞❡♥♦1✐♥❣ 1❤❡ +♣❡❝16✉♠ ♦❢ ♠❛16✐① Xs✳ ❈♦♥+❡I✉❡♥1❧②✱ 1❤❡ ❝♦♠♣✉1❛1✐♦♥❛❧ ❝♦+1 ♦❢ ❡❛❝❤

✐1❡6❛1✐♦♥ ✐+ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

• 1❤❡ ❡✈❛❧✉❛1✐♦♥ ♦❢ ηℓ
✐♥ ✭✺✳✾✸✮✳ ❚❤✐+ 6❡I✉✐6❡+ k ❡✈❛❧✉❛1✐♦♥+ ♦❢ 1❤❡ 6✐❣❤1✲❤❛♥❞ +✐❞❡ ♦❢ 1❤❡ +❡❝♦♥❞

❡I✉❛1✐♦♥ ✐♥ ✭✺✳✶✽✮ ✭+❡❡ ✭✺✳✾✶✮✕✭✺✳✾✸✮✮ ♣❧✉+ (4ks+ 3k + s)N ✢♦♣,❀

• 1❤❡ ❡✈❛❧✉❛1✐♦♥ ♦❢ ηℓ
1 ✐♥ ✭✺✳✾✹✮✳ ❈♦♥❝❡6♥✐♥❣ 1❤❡ ♠❛16✐① ζ

−1Xs❀ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡✐1❤❡6 ✐♥✈❡61 ❛♥❞ +I✉❛6❡

✐1 ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡✱ +♦ 1❤❛1 1❤❡ ❝♦+1+ ❢♦6 ❝♦♠♣✉1✐♥❣ ηℓ
1 ✐+ 2s

2N ✢♦♣,✱ ♦6 +♦❧✈❡ ✷ 16✐❞✐❛❣♦♥❛❧ ❧✐♥❡❛6

+②+1❡♠+✱ +♦ 1❤❛1✱ ♦♥❝❡ 1❤❡ ❢❛❝1♦6✐③❛1✐♦♥ ✐+ ❝♦♠♣✉1❡❞

✼

✱ 1❤❡ ❝♦+1 ♣❡6 ✐1❡6❛1✐♦♥ ❛♠♦✉♥1+ 1♦ 10sN
✢♦♣,✳ ❈♦♥+❡I✉❡♥1❧②✱ 1❤❡ ❝♦66❡+♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♠♣✉1❛1✐♦♥❛❧ ❝♦+1 ✐+ ❣✐✈❡♥ ❜② 2min{s, 5}sN ✢♦♣,❀

• 1❤❡ ❡✈❛❧✉❛1✐♦♥ ♦❢ ∆ℓ
✐♥ ✭✺✳✾✺✮✳ ❚❤✐+ 6❡I✉✐6❡+ 1❤❡ +♦❧✉1✐♦♥ ♦❢ 2s ❧✐♥❡❛6 +②+1❡♠+ ✇✐1❤ 1❤❡ +②♠♠❡1✲

6✐❝ ♠❛16✐① MN ♣❧✉+ 2sN ✢♦♣,✳ ❈♦♥❝❡6♥✐♥❣ 1❤❡ ♠❛16✐① MN ✱ ❛♥ ❛❞❞✐1✐♦♥❛❧ +❛✈✐♥❣ ♦❢ ❝♦♠♣✉1❛✲

1✐♦♥❛❧ ❡✛♦61 ✐+ ❣❛✐♥❡❞ ❜② 6❡1❛✐♥✐♥❣ ♦♥❧② ✐1+ 16✐❞✐❛❣♦♥❛❧ ♣❛61 ✭♦6 ❜② ❝♦♥+✐❞❡6✐♥❣ ❛♥ ❛♣♣6♦①✐♠❛1❡

✐♥✈❡6+❡✮✳

✽

■♥ +✉❝❤ ❛ ❝❛+❡✱ ❛❢1❡6 ✐1+ ❢❛❝1♦6✐③❛1✐♦♥✱

✾

♦♥❡ ❤❛+ ❛ ❝♦+1 ♦❢ ❧❡++ 1❤❛♥ 10sN ✢♦♣,✳ ❚❤❡

1♦1❛❧ ❝♦+1 ✐+ 1❤❡♥ ❧❡++ 1❤❛♥ 12sN ✢♦♣,✳

■♥ ❝♦♥❝❧✉+✐♦♥✱ 1❤❡ 1♦1❛❧ ❝♦+1 ♣❡6 ✐1❡6❛1✐♦♥ ❛♠♦✉♥1+ 1♦ k ❢✉♥❝1✐♦♥ ❡✈❛❧✉❛1✐♦♥ ♣❧✉+ (13s + 3k +
2min{s, 5}s+ 4ks)N ✢♦♣,✳

■1 ✐+ ✇♦61❤ ♠❡♥1✐♦♥✐♥❣ 1❤❛1 1❤❡ +❛♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐1② ✐+ ♦❜1❛✐♥❡❞ ✐♥ 1❤❡ ❝❛+❡ ♦❢ ❉✐6✐❝❤❧❡1 ♦6 ◆❡✉✲

♠❛♥♥ ❜♦✉♥❞❛6② ❝♦♥❞✐1✐♦♥+✱ ❜② ❝♦♥+✐❞❡6✐♥❣ 1❤❡ ❝♦66❡+♣♦♥❞✐♥❣ 16✐❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛16✐❝❡+ ✭✺✳✹✵✮ ❛♥❞ ✭✺✳✺✺✮✱

6❡+♣❡❝1✐✈❡❧②✳ ❉✐✛❡6❡♥1❧②✱ ✇❤❡♥ 1❤❡ ❋♦✉6✐❡6✲●❛❧❡6❦✐♥ +♣❛1✐❛❧ +❡♠✐✲❞✐+❝6❡1✐③❛1✐♦♥ ✐+ ❝♦♥+✐❞❡6❡❞✱ ♦♥❡

♦❜1❛✐♥+ ❢♦6♠❛❧❧② 1❤❡ +❛♠❡ ✐1❡6❛1✐♦♥ ✭✺✳✾✹✮✲✭✺✳✾✺✮ ❜✉1 ✇✐1❤ ♠❛16✐① MN ❣✐✈❡♥ ❜②✿

MN = I2N+1 + (αhζ)2DN ∈ R
(2N+1)×(2N+1), ✭✺✳✾✼✮

✇❤❡6❡ 1❤❡ ♠❛16✐① DN ✐+ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ✭+❡❡ ✭✺✳✼✽✮✮✳ ❈♦♥+❡I✉❡♥1❧②✱ ❛❧+♦ MN ✐+ ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛16✐① ❛♥❞✱

1❤❡6❡❢♦6❡✱ 1❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐1② ♣❡6 ✐1❡6❛1✐♦♥✱ ❜❡+✐❞❡+ 1❤❡ ❢✉♥❝1✐♦♥ ❡✈❛❧✉❛1✐♦♥+ ♦❢ 1❤❡ +❡❝♦♥❞ ❡I✉❛1✐♦♥ ✐♥

✼

❚❤✐# ❝♦#&# ❧❡## &❤❛♥ 3s ✢♦♣#
✽

■♥ ❣❡♥❡-❛❧✱ &❤❡ ♠❛&-✐① ❜❡❝♦♠❡# ❜❛♥❞❡❞✱ ✇❤❡♥ ❝♦♥#✐❞❡-✐♥❣ ❤✐❣❤❡-✲♦-❞❡- ❞✐#❝-❡&✐③❛&✐♦♥#✱ #❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ✭✺✳✻✹✮✳

✾

❚❤✐# ❝♦#&# ❧❡## &❤❛♥ 3N ✢♦♣#✳



✺✳✼ ◆✉♠❡'✐❝❛❧ ,❡-,- ✽✼

✭✺✳✽✵✮ ✭✇❤✐❝❤ ❛+❡ -❤❡ .❛♠❡ ❛. ❜❡❢♦+❡✱ ✐✳❡✳ k✮✱ ❞❡❝+❡❛.❡.✳ ❆. ❛ ♠❛--❡+ ♦❢ ❢❛❝-✱ -❤❡ +❡6✉✐+❡❞ ✢♦♣# ♣❡+

✐-❡+❛-✐♦♥ ❛+❡ ♥♦✇ (5s+ 3k + 2min{s, 5}s+ 4ks)N ✳

❆. ❛ +❡.✉❧- ♦❢ -❤❡ ♣+❡✈✐♦✉. ❛+❣✉♠❡♥-.✱ ♦♥❡ -❤❡♥ ❡①♣❡❝-. ❛ ❝♦♠♣❧❡①✐-② ♣❡+ .-❡♣ ✇❤✐❝❤ ✐. ❧✐♥❡❛) ✐♥

-❤❡ ❞✐♠❡♥.✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ♣+♦❜❧❡♠ ❛♥❞✱ -❤❡+❡❢♦+❡✱ ❝♦♠♣❛+❛❜❧❡ ✇✐-❤ -❤❛- ♦❢ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐- ♠❡-❤♦❞✳ ▼♦+❡♦✈❡+✱

✉♥❧✐❦❡ -❤❡ A✲.-❛❜❧❡ ❍❇❱▼✭k, s✮ ♠❡-❤♦❞.✱ ❡①♣❧✐❝✐- ♠❡-❤♦❞. ♠❛② .✉✛❡+ ❢+♦♠ .-❡♣.✐③❡ +❡.-+✐❝-✐♦♥. ❞✉❡

-♦ .-❛❜✐❧✐-② +❡❛.♦♥.✱ ❛. ✇❡ .❤❛❧❧ .❡❡ ✐♥ -❤❡ ♥✉♠❡+✐❝❛❧ -❡.-.✳

✺✳✼ ◆✉♠❡'✐❝❛❧ ,❡-,-

❊✈❡♥ -❤♦✉❣❤ -❤❡ ✉.❡ ♦❢ ❡♥❡+❣②✲❝♦♥.❡+✈✐♥❣ ♠❡-❤♦❞. ✐. 6✉✐-❡ ✇❡❧❧ ✉♥❞❡+.-♦♦❞✱ ♣+♦✈✐♥❣ -♦ ❜❡ ✈❡+②

✉.❡❢✉❧✱ ✇❤❡♥ .♣❡❛❦✐♥❣ ❛❜♦✉- ❍❛♠✐❧-♦♥✐❛♥ ♦+❞✐♥❛+② ❞✐✛❡+❡♥-✐❛❧ ❡6✉❛-✐♦♥.✱ -❤❡✐+ ✉.❡ ✐♥ -❤❡ ❢+❛♠❡✇♦+❦

♦❢ ❍❛♠✐❧-♦♥✐❛♥ ♣❛+-✐❛❧ ❞✐✛❡+❡♥-✐❛❧ ❡6✉❛-✐♦♥ ✐. ❢❛✐+❧② ❧❡.. ♦❜✈✐♦✉.✳ ◆❡✈❡+-❤❡❧❡..✱ ✇❡ +❡♣♦+- ❤❡+❡ ❛ ❢❡✇

♥✉♠❡+✐❝❛❧ -❡.-. ✇❤✐❝❤ .❤♦✉❧❞ ❤✐❣❤❧✐❣❤- -❤❡ ✉.❡❢✉❧♥❡.. ♦❢ ✉.✐♥❣ ❡♥❡+❣②✲❝♦♥.❡+✈✐♥❣ ♠❡-❤♦❞. ❢♦+ .♦❧✈✐♥❣

❍❛♠✐❧-♦♥✐❛♥ I❉❊. ❬✶✷✱ ✶✸✱ ✶✹❪✳

❋♦+ -❤✐. ♣✉+♣♦.❡✱ ❧❡- ✉. ❝♦♥.✐❞❡+ -❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ #✐♥❡✲●♦)❞♦♥ ❡6✉❛-✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐. ✐♥ -❤❡ ❢♦+♠ ✭✺✳✶✮

✇✐-❤ f(u(x, t)) = 1− cos(u(x, t))✿

utt(x, t) = uxx(x, t)− sin(u(x, t)), x ∈ [−20, 20], t ≥ 0. ✭✺✳✾✽✮

❲❤❡♥ ✭✺✳✾✽✮ ✐. ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐-❤ -❤❡ ✐♥✐-✐❛❧ ❝♦♥❞✐-✐♦♥.✱

u(x, 0) ≡ 0, ut(x, 0) =
4

γ
sech

(
x

γ

)

, γ > 0, ✭✺✳✾✾✮

✐- ❛❞♠✐-. #♦❧✐-♦♥✲❧✐❦❡ .♦❧✉-✐♦♥.✱ ❛. ❞❡.❝+✐❜❡❞ ✐♥ ❬✼✼❪✳ ■♥ ♠♦+❡ ❞❡-❛✐❧.✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ -❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ -❤❡

♣♦.✐-✐✈❡ ♣❛+❛♠❡-❡+ γ✱ -❤❡ .♦❧✉-✐♦♥ ✐. ❦♥♦✇♥ -♦ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

u(x, t) = 4 atan

[

ϑ(t; γ) sech

(
x

γ

)]

, ✭✺✳✶✵✵✮

✇✐-❤

ϑ(t; γ) =







1√
γ2−1

sin

(√
γ2−1
γ

t

)

, ✐❢ γ > 1,

t, ✐❢ γ = 1,

1√
1−γ2

sinh

(√
1−γ2

γ
t

)

, ✐❢ 0 < γ < 1.

✭✺✳✶✵✶✮

❚❤❡ -❤+❡❡ ❝❛.❡. ❛+❡ .❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉+❡. ✺✳✶✕✺✳✸✱ +❡.♣❡❝-✐✈❡❧②✿ -❤❡ ✜+.- .♦❧✐-♦♥✱ .❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉+❡ ✺✳✶ ❛♥❞

♦❜-❛✐♥❡❞ ❢♦+ γ > 1✱ ✐. ♥❛♠❡❞ ❜)❡❛-❤❡)✱ ✇❤❡+❡❛. -❤❡ -❤✐+❞ ♦♥❡✱ .❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉+❡ ✺✳✸ ❛♥❞ ♦❜-❛✐♥❡❞ ❢♦+

0 < γ < 1✱ ✐. ♥❛♠❡❞ ❦✐♥❦✲❛♥-✐❦✐♥❦✳ ❈❧❡❛+❧②✱ -❤❡ ❝❛.❡ γ = 1✱ ♥❛♠❡❞ ❞♦✉❜❧❡✲♣♦❧❡ #♦❧✐-♦♥ ❛♥❞ .❤♦✇♥ ✐♥

❋✐❣✉+❡ ✺✳✷✱ .❡♣❛+❛-❡. -❤❡ -✇♦ ❞✐✛❡+❡♥- -②♣❡. ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝.✳

▼♦+❡♦✈❡+✱ ❤❛✈✐♥❣ ✜①❡❞ -❤❡ .♣❛❝❡ ✐♥-❡+✈❛❧✱

✶✵

-❤❡ ❍❛♠✐❧-♦♥✐❛♥ ✐. ❛ ❞❡❝+❡❛.✐♥❣ ❢✉♥❝-✐♦♥ ♦❢ γ✱ ❛. ✐.

.❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉+❡ ✺✳✹✳ ❚❤✐. ♠❡❛♥. -❤❛- -❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ -❤❡ ❍❛♠✐❧-♦♥✐❛♥ ✭✇❤✐❝❤ ✐. ❛ ❝♦♥.-❛♥- ♦❢ ♠♦-✐♦♥✮

❝❤❛+❛❝-❡+✐③❡. -❤❡ ❞②♥❛♠✐❝.✳ ❈♦♥.❡6✉❡♥-❧②✱ ✐♥ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦✉+❤♦♦❞ ♦❢ γ = 1✱ ❝♦++❡.♣♦♥❞✐♥❣ -♦ ❛ ✈❛❧✉❡

≃ 16 ❢♦+ -❤❡ ❍❛♠✐❧-♦♥✐❛♥✱ ♥❡❛+❜② ✈❛❧✉❡. ♦❢ -❤❡ ❍❛♠✐❧-♦♥✐❛♥ ✇✐❧❧ ♣+♦✈✐❞❡ ❞✐✛❡+❡♥- -②♣❡. ♦❢ .♦❧✐-♦♥

.♦❧✉-✐♦♥.✳ ❈♦♥.❡6✉❡♥-❧②✱ ❡♥❡+❣② ❝♦♥.❡+✈✐♥❣ ♠❡-❤♦❞. ❛+❡ ❡①♣❡❝-❡❞ -♦ ❜❡ ✉.❡❢✉❧✱ ✇❤❡♥ ♥✉♠❡+✐❝❛❧❧②

.♦❧✈✐♥❣ ♣+♦❜❧❡♠ ✭✺✳✾✽✮✲✭✺✳✾✾✮ ✇✐-❤ γ = 1✳
▲❡- ✉. -❤❡♥ ❝♦♥.✐❞❡+ ♣+♦❜❧❡♠ ✭✺✳✾✽✮✲✭✺✳✾✾✮✱ ❛- ✜+.- ✇✐-❤ ♣❡+✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛+② ❝♦♥❞✐-✐♦♥.✱ ❜② ✉.✐♥❣✿

✶✵

■✳❡✳✱ [−20, 20]✱ ✐♥ ♦✉( ❝❛+❡ ✭+❡❡ ✭✺✳✾✽✮✮✳



✽✽ ❊♥❡#❣② ❝♦♥(❡#✈✐♥❣ ♠❡,❤♦❞( ❢♦# ,❤❡ (❡♠✐❧✐♥❡❛# ✇❛✈❡ ❡3✉❛,✐♦♥

• ❛ ✜♥✐$❡✲❞✐✛❡)❡♥❝❡ ❛♣♣)♦①✐♠❛$✐♦♥ ✇✐$❤ N = 400 ❡1✉✐3♣❛❝❡❞ ♠❡3❤ ♣♦✐♥$3✱ 3♦ $❤❛$ |H[z](0) −
H(q(0),p(0))| ≃ 1.4 ·10−14✱ $❤❛$ ✐3✱ $❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ $❤❡ ❍❛♠✐❧$♦♥✐❛♥ ✭✺✳✶✺✮ ✐3 ♣)❛❝$✐❝❛❧❧② ♠❛$❝❤❡❞

❜② $❤❡ ❞✐3❝)❡$❡ ❍❛♠✐❧$♦♥✐❛♥ ✭✺✳✶✾✮❀

• ❛ $)✐❣♦♥♦♠❡$)✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛♣♣)♦①✐♠❛$✐♦♥ ♦❢ ❞❡❣)❡❡ N = 100 ❛♥❞ m = 200 ❡1✉✐3♣❛❝❡❞ ♠❡3❤

♣♦✐♥$3✳

✶✶

■♥ 3♦ ❞♦✐♥❣✱ $❤❡ ❡))♦) ✭✺✳✽✹✮ ✐♥ $❤❡ ✐♥✐$✐❛❧ ❝♦♥❞✐$✐♦♥3 ✐3 eN ≃ 1.6 · 10−11✱ 3♦ $❤❛$ $❤❡②

❛)❡ 1✉✐$❡ ✇❡❧❧ ♠❛$❝❤❡❞✳

❋♦) $❤❡ $✐♠❡ ✐♥$❡❣)❛$✐♦♥✱ ❧❡$ ✉3 ❝♦♥3✐❞❡) $❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ $✇♦ ❞✐✛❡)❡♥$ 3❡❝♦♥❞✲♦)❞❡) ♠❡$❤♦❞3✱ ✉3❡❞

✇✐$❤ 3$❡♣3✐③❡ h = 0.5✱ ❢♦) 200 ✐♥$❡❣)❛$✐♦♥ 3$❡♣3✿

• $❤❡ 3②♠♣❧❡❝$✐❝ ✐♠♣❧✐❝✐$ ♠✐❞✲♣♦✐♥$ )✉❧❡✱ ✐✳❡✳ ❍❇❱▼✭✶✱✶✮✱ ❢♦) ✇❤✐❝❤ $❤❡ ❍❛♠✐❧$♦♥✐❛♥ ❡))♦) ✐3

≃ 4.5 · 10−1 ✭$❤♦✉❣❤ ✇✐$❤♦✉$ ❛ ❞)✐❢$✮ ❜♦$❤ ❢♦) $❤❡ ✜♥✐$❡✲❞✐✛❡)❡♥❝❡ ❛♥❞ $❤❡ $)✐❣♦♥♦♠❡$)✐❝

♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ 3♣❛$✐❛❧ ❛♣♣)♦①✐♠❛$✐♦♥3❀

• $❤❡ ✭♣)❛❝$✐❝❛❧❧②✮ ❡♥❡)❣② ❝♦♥3❡)✈✐♥❣ ❍❇❱▼✭✼✱✶✮ ♠❡$❤♦❞✱ ❢♦) ✇❤✐❝❤ $❤❡ ❍❛♠✐❧$♦♥✐❛♥ ❡))♦) ✐3

≃ 5.7 · 10−14 ✇❤❡♥ $❤❡ ✜♥✐$❡✲❞✐✛❡)❡♥❝❡ 3♣❛$✐❛❧ ❞✐3❝)❡$✐③❛$✐♦♥ ✐3 ✉3❡❞ ❛♥❞ ≃ 1.9 · 10−14 ✇❤❡♥

$❤❡ ❋♦✉)✐❡) ❛♣♣)♦❛❝❤ ✐♥ 3♣❛❝❡ ✐3 ❝♦♥3✐❞❡)❡❞✳

❆3 ✇❡ ❤❛✈❡ 3❦❡$❝❤❡❞ ✐♥ $❤❡ ♣)❡✈✐♦✉3 3❡❝$✐♦♥✱ ✐♥ ♦)❞❡) $♦ ❡✣❝✐❡♥$❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥$ $❤❡3❡ $✇♦ ♠❡$❤♦❞3✱ ✇❡

❤❡)❡ ✉3❡ $❤❡ ❜❧❡♥❞❡❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥(❛(✐♦♥ ✭✺✳✾✹✮✲✭✺✳✾✺✮✱ ❜② ✉3✐♥❣ ♦♥❧② $❤❡ ❧✐♥❡❛) ♣❛)$ ♦❢ $❤❡ ❡1✉❛$✐♦♥✱ 3♦

$❤❛$ $❤❡ ❛♣♣)♦①✐♠❛$❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ $✉)♥3 ♦✉$ $♦ ❜❡ ❝♦♥3$❛♥$ ❛♥❞ (+✐❞✐❛❣♦♥❛❧✱ ✇❤❡♥ $❤❡ ✜♥✐$❡✲❞✐✛❡)❡♥❝❡

❞✐3❝)❡$✐③❛$✐♦♥ ✐3 ✉3❡❞✱ ♦) ❞✐❛❣♦♥❛❧✱ ✇❤❡♥ $❤❡ ❋♦✉)✐❡)✲●❛❧❡)❦✐♥ ❛♣♣)♦❛❝❤ ✐3 ✉3❡❞✳ ■♥ 3✉❝❤ ❛ ❝❛3❡✱

♦♥❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞3 $♦ 3♦❧✈❡ ❧✐♥❡❛) 3②3$❡♠3 ✐♥ $❤❡ ❢♦)♠ IN + (hζ/∆x)2 TN ♦) I2N+1 + h2ζ2DN ✱ ✇❤❡♥ ❛

✜♥✐$❡✲❞✐✛❡)❡♥❝❡ ♦) ❛ ❋♦✉)✐❡) 3♣❛$✐❛❧ ❞✐3❝)❡$✐③❛$✐♦♥✱ )❡3♣❡❝$✐✈❡❧②✱ ✐3 ✉3❡❞ ✭3❡❡ ✭✺✳✾✻✮✲✭✺✳✾✼✮✮✱ ✇❤❡)❡ h ✐3

$❤❡ $✐♠❡ 3$❡♣ ❛♥❞ ζ ✐3 $❤❡ ♣❛)❛♠❡$❡) ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ $❤❡ ❍❇❱▼✭k, s✮ ♠❡$❤♦❞ ❛♥❞

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥$ ♦❢ $❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ k✳ ❙✐♥❝❡ ✐♥ $❤❡ ❢♦)♠❡) ❝❛3❡ $❤❡ ♠❛$)✐① ✐3 $)✐❞✐❛❣♦♥❛❧✱ ❛♥❞ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ✐♥ $❤❡

❧❛$$❡) ❝❛3❡ ✭❛♥❞✱ ♠♦)❡♦✈❡)✱ $❤❡② ❛)❡ ❝♦♥3$❛♥$ ❢♦) ❛❧❧ ✐♥$❡❣)❛$✐♦♥ 3$❡♣3✮✱ $❤❡ ♠❡$❤♦❞ ✐3 ❝♦♠♣✉$❛$✐♦♥❛❧❧②

✐♥❡①♣❡♥3✐✈❡✳

❈♦♥❝❡)♥✐♥❣ $❤❡ ✜♥✐$❡✲❞✐✛❡)❡♥❝❡ ❛♣♣)♦❛❝❤✱ $❤❡ ❡))♦) ✐♥ $❤❡ ♥✉♠❡)✐❝❛❧ ❍❛♠✐❧$♦♥✐❛♥ ✐3 ♣❧♦$$❡❞ ✐♥

❋✐❣✉)❡ ✺✳✺ ✭$♦♣✮✳ ■♥ ❋✐❣✉)❡3 ✺✳✻ ❛♥❞ ✺✳✼ ✇❡ ♣❧♦$ $❤❡ ♥✉♠❡)✐❝❛❧ ❛♣♣)♦①✐♠❛$✐♦♥3 $♦ $❤❡ 3♦❧✉$✐♦♥

❝♦♠♣✉$❡❞ ❜② $❤❡ ❍❇❱▼✭✶✱✶✮ ❛♥❞ ❍❇❱▼✭✼✱✶✮ ♠❡$❤♦❞3✱ )❡3♣❡❝$✐✈❡❧②✳ ❆3 ✐3 ❝❧❡❛)✱ $❤❡ ❢♦)♠❡) ❛♣✲

♣)♦①✐♠❛$✐♦♥ ✐3 ✇)♦♥❣✱ 3✐♥❝❡ $❤❡ ♠❡$❤♦❞ ❤❛3 ♣)♦✈✐❞❡❞ ❛ ❜+❡❛(❤❡+✲❧✐❦❡ 3♦❧✉$✐♦♥✱ ✇❤❡)❡❛3 $❤❡ ❧❛$$❡) ♦♥❡

❤❛3 $❤❡ ❝♦))❡❝$ 3❤❛♣❡ ✭❝♦♠♣❛)❡ ✇✐$❤ ❋✐❣✉)❡ ✺✳✷✮✱ $❤✉3 ❝♦♥✜)♠✐♥❣ $❤❛$ ❡♥❡)❣② ❝♦♥3❡)✈❛$✐♦♥ ✐3 ❛♥

✐♠♣♦)$❛♥$ ✐33✉❡✱ ❢♦) 3✉❝❤ ❛ ♣)♦❜❧❡♠✳

❈♦♥❝❡)♥✐♥❣ $❤❡ $)✐❣♦♥♦♠❡$)✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛♣♣)♦①✐♠❛$✐♦♥✱ $❤❡ ❡))♦) ✐♥ $❤❡ ♥✉♠❡)✐❝❛❧ ❍❛♠✐❧$♦♥✐❛♥

✐3 ♣❧♦$$❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉)❡ ✺✳✺ ✭❜♦$$♦♠✮✳ ■♥ ❋✐❣✉)❡3 ✺✳✽ ❛♥❞ ✺✳✾ ✇❡ ♣❧♦$ $❤❡ ♥✉♠❡)✐❝❛❧ ❛♣♣)♦①✐♠❛$✐♦♥3 $♦

$❤❡ 3♦❧✉$✐♦♥ ❝♦♠♣✉$❡❞ ❜② $❤❡ ❍❇❱▼✭✶✱✶✮ ❛♥❞ ❍❇❱▼✭✼✱✶✮ ♠❡$❤♦❞3✱ )❡3♣❡❝$✐✈❡❧②✳ ❆3 ✐3 ❝❧❡❛)✱ ❛❧3♦

✐♥ $❤✐3 ❝❛3❡✱ $❤❡ ❞②♥❛♠✐❝3 )❡$✉)♥❡❞ ❜② $❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐$ ♠✐❞✲♣♦✐♥$ )✉❧❡ ✐3 ✇)♦♥❣✱ 3✐♥❝❡ $❤❡ ♠❡$❤♦❞ ❤❛3

♣)♦✈✐❞❡❞ ❛ ❜+❡❛(❤❡+✲❧✐❦❡ 3♦❧✉$✐♦♥✱ ✇❤❡)❡❛3 $❤❡ ❛♣♣)♦①✐♠❛$✐♦♥ ♦❜$❛✐♥❡❞ ❜② ✉3✐♥❣ $❤❡ ✭♣)❛❝$✐❝❛❧❧②✮

❡♥❡)❣②✲❝♦♥3❡)✈✐♥❣ ❍❇❱▼✭✼✱✶✮ ♠❡$❤♦❞ ❤❛3 $❤❡ ❝♦))❡❝$ 3❤❛♣❡ ✭❝♦♠♣❛)❡ ✇✐$❤ ❋✐❣✉)❡ ✺✳✷✮✱ $❤✉3 ❝♦♥✲

✜)♠✐♥❣✱ ♦♥❝❡ ♠♦)❡✱ $❤❛$ ❡♥❡)❣② ❝♦♥3❡)✈❛$✐♦♥ ✐3 ❛♥ ✐♠♣♦)$❛♥$ ✐33✉❡✱ ❢♦) 3✉❝❤ ❛ ♣)♦❜❧❡♠✱ ❛❧3♦ ✇❤❡♥

$❤❡ 3♣❛$✐❛❧ ❞✐3❝)❡$✐③❛$✐♦♥ ✐3 ❞♦♥❡ ❜② ♠❡❛♥3 ♦❢ ❛ ❋♦✉)✐❡) 3♣❡❝$)❛❧ ♠❡$❤♦❞✳

❈♦♠♣❧❡$❡❧② 3✐♠✐❧❛) )❡3✉❧$3 ❛)❡ ♦❜$❛✐♥❡❞ ❜② ✉3✐♥❣ $❤❡ 3❛♠❡ ♠❡$❤♦❞3 ✭❛♥❞ ✇✐$❤ $❤❡ 3❛♠❡ 3♣❛$✐❛❧

❣)✐❞ ❛♥❞ $❡♠♣♦)❛❧ 3$❡♣3✐③❡ h✮✱ ✇❤❡♥ ❉✐)✐❝❤❧❡$ ❜♦✉♥❞❛)② ❝♦♥❞✐$✐♦♥3 ❛)❡ ✉3❡❞✿

• ✐♥ ❋✐❣✉)❡ ✺✳✶✵ $❤❡)❡ ❛)❡ $❤❡ ♣❧♦$3 ♦❢ $❤❡ ❞✐✛❡)❡♥❝❡3 H(qn,pn, tn)−H(q0,p0, 0) ✭3❡❡ ✭✺✳✸✾✮✮ ❛♥❞
H̃(qn,pn, q̃n, p̃n)−H̃(q0,p0, 0, 0) ✭3❡❡ ✭✺✳✹✺✮ ❛♥❞ ✭✺✳✹✼✮✮✱ ✇❤❡♥ ✉3✐♥❣ $❤❡ ❍❇❱▼✭✶✱✶✮ ♠❡$❤♦❞✳

■$ ✐3 ❝❧❡❛) $❤❛$ ❜♦$❤ ♦❢ $❤❡♠ ❛)❡ ❧❛)❣❡ ❛♥❞✱ ❛3 ❛ )❡3✉❧$✱ $❤❡ ❝♦♠♣✉$❡❞ ♥✉♠❡)✐❝❛❧ 3♦❧✉$✐♦♥✱ 3❤♦✇♥

✐♥ ❋✐❣✉)❡ ✺✳✶✶✱ ✐3 ✇)♦♥❣❀

✶✶

■♥ ❢❛❝%✱ m = 200 ✐( ❛♥ ❛♣♣*♦♣*✐❛%❡ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦* N = 100✱ ✐♥ %❤✐( ❝❛(❡✳



✺✳✼ ◆✉♠❡'✐❝❛❧ ,❡-,- ✽✾

• ✐♥ ❋✐❣✉%❡ ✺✳✶✷ ❛%❡ ♣%❡-❡♥.❡❞ .❤❡ ♣❧♦.- ♦❢ H(qn,pn, tn) − H(q0,p0, 0) ✭-❡❡ ✭✺✳✸✾✮✮ ❛♥❞ ♦❢

H̃(qn,pn, q̃n, p̃n)−H̃(q0,p0, 0, 0) ✭-❡❡ ✭✺✳✹✺✮ ❛♥❞ ✭✺✳✹✼✮✮✱ ✇❤❡♥ ✉-✐♥❣ .❤❡ ❍❇❱▼✭✼✱✶✮ ♠❡.❤♦❞✳

■. ✐- ❝❧❡❛% .❤❛. ♥♦✇ .❤❡ ❛✉❣♠❡♥.❡❞ ❍❛♠✐❧.♦♥✐❛♥ ✭✺✳✹✺✮ ✐- ✭♣%❛❝.✐❝❛❧❧②✮ ❝♦♥-❡%✈❡❞ ✭♠❛①✐♠✉♠

❡%%♦% ≃ 4.4 · 10−14✮✱ ✇❤❡%❡❛- .❤❡ ♦%✐❣✐♥❛❧ ❍❛♠✐❧.♦♥✐❛♥ ✭✺✳✸✾✮ ♦-❝✐❧❧❛.❡- ❛%♦✉♥❞ ✐.- ✐♥✐.✐❛❧ ✈❛❧✉❡✳

❚❤❡ ❝♦♠♣✉.❡❞ -♦❧✉.✐♦♥✱ -❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉%❡ ✺✳✶✸✱ ✐- ♥♦✇ ❝♦%%❡❝.✳

❆♥❛❧♦❣♦✉- %❡-✉❧.- ❛%❡ ♦❜.❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ❜♦✉♥❞❛%② ❝♦♥❞✐.✐♦♥- ❛%❡ ♣%❡-❝%✐❜❡❞ ❢♦% .❤❡ ♣%♦❜✲

❧❡♠✳ ■♥ ❢❛❝.✱ ❜② ❝♦♥-✐❞❡%✐♥❣ .❤❡ -❛♠❡ ♠❡.❤♦❞- ✇✐.❤ .❤❡ -❛♠❡ -♣❛.✐❛❧ ❣%✐❞ ❛♥❞ .❤❡ -❛♠❡ .❡♠♣♦%❛❧

-.❡♣-✐③❡ h✿

• ✐♥ ❋✐❣✉%❡ ✺✳✶✹ .❤❡%❡ ❛%❡ .❤❡ ♣❧♦.- ♦❢ .❤❡ ❞✐✛❡%❡♥❝❡- H(qn,pn, tn)−H(q0,p0, 0) ✭-❡❡ ✭✺✳✺✹✮✮ ❛♥❞

H̃(qn,pn, q̃n, p̃n)−H̃(q0,p0, 0, 0) ✭-❡❡ ✭✺✳✻✶✮ ❛♥❞ ✭✺✳✹✼✮✮✱ ✇❤❡♥ ✉-✐♥❣ .❤❡ ❍❇❱▼✭✶✱✶✮ ♠❡.❤♦❞✳

■. ✐- ❝❧❡❛% .❤❛. ❜♦.❤ ♦❢ .❤❡♠ ❛%❡ ❧❛%❣❡ ❛♥❞✱ ❛- ❛ %❡-✉❧.✱ .❤❡ ❝♦♠♣✉.❡❞ ♥✉♠❡%✐❝❛❧ -♦❧✉.✐♦♥✱ -❤♦✇♥

✐♥ ❋✐❣✉%❡ ✺✳✶✺✱ ✐- ✇%♦♥❣❀

• ✐♥ ❋✐❣✉%❡ ✺✳✶✻ ❛%❡ ♣%❡-❡♥.❡❞ .❤❡ ♣❧♦.- ♦❢ H(qn,pn, tn) − H(q0,p0, 0) ✭-❡❡ ✭✺✳✺✹✮✮ ❛♥❞ ♦❢

H̃(qn,pn, q̃n, p̃n)−H̃(q0,p0, 0, 0) ✭-❡❡ ✭✺✳✻✶✮ ❛♥❞ ✭✺✳✹✼✮✮✱ ✇❤❡♥ ✉-✐♥❣ .❤❡ ❍❇❱▼✭✼✱✶✮ ♠❡.❤♦❞✳

■. ✐- ❝❧❡❛% .❤❛. ♥♦✇ .❤❡ ❛✉❣♠❡♥.❡❞ ❍❛♠✐❧.♦♥✐❛♥ ✭✺✳✻✶✮ ✐- ✭♣%❛❝.✐❝❛❧❧②✮ ❝♦♥-❡%✈❡❞ ✭♠❛①✐♠✉♠

❡%%♦% ≃ 6.4 · 10−11✮✱ ✇❤❡%❡❛- .❤❡ ♦%✐❣✐♥❛❧ ❍❛♠✐❧.♦♥✐❛♥ ✭✺✳✺✹✮ ♦-❝✐❧❧❛.❡- ❛%♦✉♥❞ ✐.- ✐♥✐.✐❛❧ ✈❛❧✉❡✳

❚❤❡ ❝♦♠♣✉.❡❞ -♦❧✉.✐♦♥✱ -❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉%❡ ✺✳✶✼✱ ✐- ♥♦✇ ❝♦%%❡❝.✳

❲❡ ♥♦✇ ❤✐❣❤❧✐❣❤. .❤❡ ♣♦.❡♥.✐❛❧✐.✐❡- ♦❢ .❤❡ ❋♦✉%✐❡%✲●❛❧❡%❦✐♥ -♣❛.✐❛❧ ❛♣♣%♦①✐♠❛.✐♦♥✱ ✇✐.❤ %❡-♣❡❝.

.♦ .❤❡ ✜♥✐.❡✲❞✐✛❡%❡♥❝❡ ♦♥❡✱ ✇❤❡♥ ♣❡%✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛%② ❝♦♥❞✐.✐♦♥- ❛%❡ -♣❡❝✐✜❡❞ ❢♦% .❤❡ ♣%♦❜❧❡♠✿ ✐♥

❢❛❝.✱ .❤❡ ❋♦✉%✐❡% ❛♣♣%♦①✐♠❛.✐♦♥ ✭✺✳✽✷✮ .♦ .❤❡ ❍❛♠✐❧.♦♥✐❛♥ ❝♦♥✈❡%❣❡- ♠♦%❡ .❤❛♥ ❡①♣♦♥❡♥.✐❛❧❧② ✐♥

.❤❡ ♥✉♠❜❡% N ♦❢ ❋♦✉%✐❡% ♠♦❞❡-✱ ✇❤❡%❡❛- .❤❡ ✜♥✐.❡✲❞✐✛❡%❡♥❝❡ ❛♣♣%♦①✐♠❛.✐♦♥ ✭✺✳✶✾✮ ❝♦♥✈❡%❣❡- ♦♥❧②

U✉❛❞%❛.✐❝❛❧❧② ✐♥ ∆x✳ ❙✐♥❝❡ ❛❧-♦ ❍❇❱▼✭✼✱✶✮ ✐- -❡❝♦♥❞ ♦%❞❡%✱ ✇❡ .❤❡♥ ❝♦♠♣❛%❡ .❤❡ ✉-❡ ♦❢ -✉❝❤ ♠❡.❤♦❞✱

✇✐.❤ -.❡♣-✐③❡ h = 40/ℓ ✐♥ .✐♠❡ ❛♥❞ ❢♦% ❛ .♦.❛❧ ♦❢ ℓ .✐♠❡✲-.❡♣-✱ ❢♦% -♦❧✈✐♥❣ ♣%♦❜❧❡♠ ✭✺✳✾✽✮✲✭✺✳✾✾✮✱ ✇✐.❤

γ = 1 ❛♥❞ ♣❡%✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛%② ❝♦♥❞✐.✐♦♥-✱ ❜② ✉-✐♥❣✿

• .❤❡ -❡❝♦♥❞✲♦%❞❡% ✜♥✐.❡✲❞✐✛❡%❡♥❝❡ -♣❛.✐❛❧ ❞✐-❝%❡.✐③❛.✐♦♥ ✇✐.❤ ℓ ♠❡-❤ ♣♦✐♥.- ✭✇✐.❤ .❤✐- ❝❤♦✐❝❡✱

♦♥❡ ❤❛- ∆x = h✮❀

• .❤❡ ❋♦✉%✐❡%✲●❛❧❡%❦✐♥ ❛♣♣%♦①✐♠❛.✐♦♥ ✇✐.❤ N = 100✱ ❛♥❞ m = 200 -♣❛.✐❛❧ ❣%✐❞✲♣♦✐♥.-✱ ✇❤✐❝❤

✇❡ ♠❛✐♥.❛✐♥ ✜①❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥.❧② ♦❢ .❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ℓ✳ ❚❤✐- ❜❡❝❛✉-❡ .❤❡ ♦❜.❛✐♥❡❞ -♣❛.✐❛❧ ❛♣✲

♣%♦①✐♠❛.✐♦♥ ②✐❡❧❞- ❛ ❢❛% ♠♦%❡ ❛❝❝✉%❛.❡ ❛♣♣%♦①✐♠❛.✐♦♥ .❤❛♥ .❤❡ ♦♥❡ ❝♦%%❡-♣♦♥❞✐♥❣ .♦ .❤❡ .✐♠❡

❞✐-❝%❡.✐③❛.✐♦♥✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ .❛❜❧❡ -✉♠♠❛%✐③❡- .❤❡ ♦❜.❛✐♥❡❞ %❡-✉❧.-✱ ❢%♦♠ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ♦❜.❛✐♥- .❤❛. ❜♦.❤ ♠❡.❤♦❞- ❛%❡

❣❧♦❜❛❧❧② -❡❝♦♥❞✲♦%❞❡% ❛❝❝✉%❛.❡✱ ❡✈❡♥ .❤♦✉❣❤ .❤❡ ✈❛❧✉❡- ♦❢ N ❛♥❞ m ❛%❡ ❦❡♣. ✜①❡❞ ✐♥ .❤❡ -❡❝♦♥❞ ❝❛-❡✱

.❤✉- ❝♦♥✜%♠✐♥❣ .❤❡ ❡①♣♦♥❡♥.✐❛❧ ❝♦♥✈❡%❣❡♥❝❡ ♦❢ .❤❡ ❋♦✉%✐❡% ❛♣♣%♦①✐♠❛.✐♦♥✳ ▼♦%❡♦✈❡%✱ ❜② ❝♦♠♣❛%✐♥❣

.❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡%%♦% ♦♥ .❤❡ -♦❧✉.✐♦♥ ✐♥ .❤❡ ✜♥✐.❡✲❞✐✛❡%❡♥❝❡ ❝❛-❡ ✭❋❉✲❡%%♦%✮ ❛♥❞ ✐♥ .❤❡ ❋♦✉%✐❡%✲

●❛❧❡%❦✐♥ ❛♣♣%♦❛❝❤ ✭❋●✲❡%%♦%✮✱ ♦♥❡ -❡❡- .❤❛. .❤❡ ❧❛..❡% ✐- ♠✉❝❤ ♠♦%❡ ❢❛✈♦✉%❛❜❧❡ .❤❛♥ .❤❡ ❢♦%♠❡%✳

❈♦♥-❡U✉❡♥.❧②✱ ♦♥❡ ♠❛② ❝♦♥❝❧✉❞❡ .❤❛. .❤❡ ❜❡..❡% .❤❡ ❛♣♣%♦①✐♠❛.✐♦♥ .♦ .❤❡ ❝♦♥.✐♥✉♦✉- ❍❛♠✐❧.♦♥✐❛♥✱

ℓ ❋❉✲❡%%♦% %❛.❡ ❋●✲❡%%♦% %❛.❡

✹✵✵ ✶✳✹✹✽✻❡✲✵✶ ✕ ✶✳✼✽✽✸❡✲✵✸ ✕

✽✵✵ ✸✳✻✾✵✵❡✲✵✷ ✶✳✾✼ ✹✳✹✾✽✺❡✲✵✹ ✶✳✾✾

✶✻✵✵ ✾✳✷✼✵✷❡✲✵✸ ✶✳✾✾ ✶✳✶✷✻✷❡✲✵✹ ✷✳✵✵

✸✷✵✵ ✷✳✸✷✵✹❡✲✵✸ ✷✳✵✵ ✷✳✽✶✼✶❡✲✵✺ ✷✳✵✵



✾✵ ❊♥❡#❣② ❝♦♥(❡#✈✐♥❣ ♠❡,❤♦❞( ❢♦# ,❤❡ (❡♠✐❧✐♥❡❛# ✇❛✈❡ ❡3✉❛,✐♦♥

 ❤❡ ❜❡  ❡$  ❤❡ ❛♣♣$♦①✐♠❛ ✐♦♥  ♦  ❤❡ ,♦❧✉ ✐♦♥✳

❇❡❢♦$❡ ❝♦♥❝❧✉❞✐♥❣  ❤✐, ,❡❝ ✐♦♥✱ ✇❡ ♣❡$❢♦$♠ ❛ ❢✉$ ❤❡$ ♥✉♠❡$✐❝❛❧  ❡① ✱ ✇❤❡$❡ ✇❡ ❝♦♠♣❛$❡ ,♦♠❡

✭♣$❛❝ ✐❝❛❧❧②✮ ❡♥❡$❣②✲❝♦♥,❡$✈✐♥❣ ❍❇❱▼,✱ ✇✐ ❤ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❡①♣❧✐❝✐ ♠❡ ❤♦❞, ♦❢  ❤❡ ,❛♠❡ ♦$❞❡$ ❢♦$

,♦❧✈✐♥❣ ♣$♦❜❧❡♠ ✭✺✳✾✽✮✲✭✺✳✾✾✮✱ ✇✐ ❤ γ = 1 ❛♥❞ ♣❡$✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛$② ❝♦♥❞✐ ✐♦♥,✱ ♦♥  ❤❡  ✐♠❡ ✐♥ ❡$✈❛❧

[0, 100]✳ ■♥ ♠♦$❡ ❞❡ ❛✐❧,✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛$❡  ❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❡ ❤♦❞,✿

♦!❞❡! ✷✿  ❤❡ ✭♣$❛❝ ✐❝❛❧❧②✮ ❡♥❡$❣②✲❝♦♥,❡$✈✐♥❣ ❍❇❱▼✭✺✱✶✮ ♠❡ ❤♦❞ ❛♥❞  ❤❡ ,②♠♣❧❡❝ ✐❝ ❙ G$♠❡$✲❱❡$❧❡ 

♠❡ ❤♦❞ ✭❙❱✷✮❀

♦!❞❡! ✹✿  ❤❡ ✭♣$❛❝ ✐❝❛❧❧②✮ ❡♥❡$❣②✲❝♦♥,❡$✈✐♥❣ ❍❇❱▼✭✻✱✷✮ ♠❡ ❤♦❞ ❛♥❞  ❤❡ ❝♦♠♣♦,✐ ✐♦♥ ♠❡ ❤♦❞

✭❙❱✹✮ ❜❛,❡❞ ♦♥  ❤❡ ,②♠♣❧❡❝ ✐❝ ❙ G$♠❡$✲❱❡$❧❡ ♠❡ ❤♦❞ ✭❡❛❝❤ , ❡♣ $❡L✉✐$✐♥❣ ✸ , ❡♣, ♦❢  ❤❡

❜❛,✐❝ ♠❡ ❤♦❞✮✱ ❛❝❝♦$❞✐♥❣  ♦ ❬✹✾✱ ♣❛❣❡ ✹✹❪❀

♦!❞❡! ✻✿  ❤❡ ✭♣$❛❝ ✐❝❛❧❧②✮ ❡♥❡$❣②✲❝♦♥,❡$✈✐♥❣ ❍❇❱▼✭✾✱✸✮ ♠❡ ❤♦❞ ❛♥❞  ❤❡ ❝♦♠♣♦,✐ ✐♦♥ ♠❡ ❤♦❞

✭❙❱✻✮ ❜❛,❡❞ ♦♥  ❤❡ ,②♠♣❧❡❝ ✐❝ ❙ G$♠❡$✲❱❡$❧❡ ♠❡ ❤♦❞ ✭❡❛❝❤ , ❡♣ $❡L✉✐$✐♥❣ ✾ , ❡♣, ♦❢  ❤❡

❜❛,✐❝ ♠❡ ❤♦❞✮✱ ❛❝❝♦$❞✐♥❣  ♦ ❬✹✾✱ ♣❛❣❡ ✹✹❪✳

❚♦ ❝♦♠♣❛$❡  ❤❡ ♠❡ ❤♦❞,✱ ✇❡ ❝♦♥, $✉❝ ❛ ❝♦$$❡,♣♦♥❞✐♥❣ ❲♦"❦✲%"❡❝✐)✐♦♥ ❉✐❛❣"❛♠✱ ❜② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣  ❤❡

, ❛♥❞❛$❞ ✉,❡❞ ✐♥  ❤❡ ❚❡)0 ❙❡0 ❢♦" ■❱% ❙♦❧✈❡") ❬✼✽❪✳ ■♥ ♠♦$❡ ❞❡ ❛✐❧,✱ ✇❡ ♣❧♦  ❤❡ ❛❝❝✉$❛❝②✱ ♠❡❛,✉$❡❞

✐♥  ❡$♠, ♦❢  ❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛❜,♦❧✉ ❡ ❡$$♦$✱ ✇✳$✳ ✳  ❤❡ ❡①❡❝✉ ✐♦♥  ✐♠❡✳ ❆❧❧  ❡, , ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ❜②

✉,✐♥❣ ▼❛ ❧❛❜ ✈✳✷✵✶✹❜✱ $✉♥♥✐♥❣ ♦♥ ❛ ❞✉❛❧ ❝♦$❡ ✐✼ ❛ ✷✳✽●❍③ ❝♦♠♣✉ ❡$ ✇✐ ❤ ✽●❇ ♦❢ ❝❡♥ $❛❧ ♠❡♠♦$②✳

❚❤❡ ❝✉$✈❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♠❡ ❤♦❞ ✐, ♦❜ ❛✐♥❡❞ ❜② ✉,✐♥❣ k ✭❧♦❣❛$✐ ❤♠✐❝❛❧❧②✮ ❡L✉✐,♣❛❝❡❞ , ❡♣, ❜❡ ✇❡❡♥ hmin

❛♥❞ hmax✱ ❛, ,♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶✳

✶✷

❲❤❡♥  ❤❡ , ❡♣,✐③❡ ✉,❡❞ ❞♦❡, ♥♦ ❡①❛❝ ❧② ❞✐✈✐❞❡  ❤❡ ✜♥❛❧  ✐♠❡

T = 100✱  ❤❡ ♥❡❛$❡, ♠❡,❤✲♣♦✐♥ ✐, ❝♦♥,✐❞❡$❡❞✳

❚❛❜❧❡ ✺✳✶✿ X❛$❛♠❡ ❡$, ✉,❡❞ ❢♦$ ❝♦♥, $✉❝ ✐♥❣ ❋✐❣✉$❡, ✺✳✶✽ ❛♥❞ ✺✳✶✾✳

▼❡ ❤♦❞ hmax hmin k

❍❇❱▼✭✺✱✶✮ ✵✳✺ ✵✳✵✵✸ ✶✵

❍❇❱▼✭✻✱✷✮ ✵✳✺ ✵✳✶ ✹

❍❇❱▼✭✾✱✸✮ ✶ ✵✳✷✺ ✹

❙❱✷ ✵✳✶ ✵✳✵✵✵✻ ✶✸

❙❱✹ ✵✳✶ ✵✳✵✵✼ ✼

❙❱✻ ✵✳✶ ✵✳✵✶ ✺

❋✐❣✉$❡ ✺✳✶✽ ,✉♠♠❛$✐③❡,  ❤❡ ♦❜ ❛✐♥❡❞ $❡,✉❧ ,✱ ❛♥❞ ♦♥❡ ,❡❡,  ❤❛  ❤❡ ✭♣$❛❝ ✐❝❛❧❧②✮ ❡♥❡$❣②✲❝♦♥,❡$✈✐♥❣

❍❇❱▼, ❛$❡ ❝♦♠♣❡ ✐ ✐✈❡✱ ❡✈❡♥ ✇✳$✳ ✳ ❡①♣❧✐❝✐ ,♦❧✈❡$, ♦❢  ❤❡ ,❛♠❡ ♦$❞❡$✳ ❋♦$ ,❛❦❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡ ❡♥❡,,✱ ✐♥

❋✐❣✉$❡ ✺✳✶✾✱ ✇❡ ♣❧♦  ❤❡ ❝♦$$❡,♣♦♥❞✐♥❣ ❍❛♠✐❧ ♦♥✐❛♥ ❡$$♦$ ✈❡$,✉,  ❤❡ ❡①❡❝✉ ✐♦♥  ✐♠❡✱  ❤✉, ❝♦♥✜$♠✐♥❣

 ❤❛ ❍❇❱▼, ❛$❡ ♣$❛❝ ✐❝❛❧❧② ❡♥❡$❣② ❝♦♥,❡$✈✐♥❣ ❛❧,♦ ❢♦$ ♥♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❍❛♠✐❧ ♦♥✐❛♥,✿ ✐♥ ❢❛❝ ✱  ❛❦✐♥❣

❛,✐❞❡  ❤❡ ❝♦❛$,❡$  ✐♠❡ , ❡♣,✱ ❛❧❧ ♠❡ ❤♦❞, ❤❛✈❡ ❛ ❍❛♠✐❧ ♦♥✐❛♥ ❡$$♦$ ✇❤✐❝❤ ✐, ✇✐ ❤✐♥ $♦✉♥❞♦✛ ❡$$♦$,✳

❖♥  ❤❡ ❝♦♥ $❛$②✱ ❢♦$  ❤❡ ♦ ❤❡$ ♠❡ ❤♦❞,  ❤❡ ❞❡❝$❡❛,❡ ♦❢  ❤❡ ❍❛♠✐❧ ♦♥✐❛♥ ❡$$♦$ ♠❛ ❝❤❡,  ❤❡✐$ ♦$❞❡$✳

✶✷

▲❛"❣❡" ✈❛❧✉❡( ♦❢ hmax ❢♦" +❤❡ ❡①♣❧✐❝✐+ ♠❡+❤♦❞( ✭(❡❡ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶✮ ❛"❡ ♥♦+ ❛❧❧♦✇❡❞ ❜❡❝❛✉(❡ ♦❢ (+❛❜✐❧✐+② "❡❛(♦♥(✳
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❋✐❣✉$❡ ✺✳✺✿ ❍❛♠✐❧-♦♥✐❛♥ ❡$$♦$ ✇❤❡♥ 2♦❧✈✐♥❣ ♣$♦❜❧❡♠ ✭✺✳✾✽✮✲✭✺✳✾✾✮ ✇✐-❤ γ = 1 ❛♥❞ ♣❡$✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛$②
❝♦♥❞✐-✐♦♥2✱ ❜② ✉2✐♥❣ ❛ ✜♥✐-❡✲❞✐✛❡$❡♥❝❡ ✭N = 400✮ ✭-♦♣✮ ♦$ ❛ ❋♦✉$✐❡$✲●❛❧❡$❦✐♥ ✭N = 100✮ ✭❜♦--♦♠✮
2♣❛-✐❛❧ ❞✐2❝$❡-✐③❛-✐♦♥ ❛♥❞ -❤❡ ❍❇❱▼✭✶✱✶✮ ✭❞❛2❤❡❞ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡2✮ ♦$ -❤❡ ❍❇❱▼✭✼✱✶✮ ✭2♦❧✐❞ $❡❞ ❧✐♥❡2✮

♠❡-❤♦❞2 ✇✐-❤ 2-❡♣2✐③❡ h = 0.5✳



✾✹ ❊♥❡#❣② ❝♦♥(❡#✈✐♥❣ ♠❡,❤♦❞( ❢♦# ,❤❡ (❡♠✐❧✐♥❡❛# ✇❛✈❡ ❡3✉❛,✐♦♥

❋✐❣✉$❡ ✺✳✻✿ ◆✉♠❡$✐❝❛❧ /♦❧✉1✐♦♥ ♦❢ ♣$♦❜❧❡♠ ✭✺✳✾✽✮✲✭✺✳✾✾✮ ✇✐1❤ γ = 1 ❛♥❞ ♣❡$✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛$② ❝♦♥❞✐✲
1✐♦♥/✱ ❝♦♠♣✉1❡❞ ❜② 1❤❡ ❍❇❱▼✭✶✱✶✮ ♠❡1❤♦❞ ✇✐1❤ /1❡♣/✐③❡ h = 0.5 ❛♥❞ ❛ ✜♥✐1❡✲❞✐✛❡$❡♥❝❡ /♣❛1✐❛❧

❞✐/❝$❡1✐③❛1✐♦♥ ✭N = 400✮✳

❋✐❣✉$❡ ✺✳✼✿ ◆✉♠❡$✐❝❛❧ /♦❧✉1✐♦♥ ♦❢ ♣$♦❜❧❡♠ ✭✺✳✾✽✮✲✭✺✳✾✾✮ ✇✐1❤ γ = 1 ❛♥❞ ♣❡$✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛$② ❝♦♥❞✐✲
1✐♦♥/✱ ❝♦♠♣✉1❡❞ ❜② 1❤❡ ❍❇❱▼✭✼✱✶✮ ♠❡1❤♦❞ ✇✐1❤ /1❡♣/✐③❡ h = 0.5 ❛♥❞ ❛ ✜♥✐1❡✲❞✐✛❡$❡♥❝❡ /♣❛1✐❛❧

❞✐/❝$❡1✐③❛1✐♦♥ ✭N = 400✮✳
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❋✐❣✉$❡ ✺✳✽✿ ◆✉♠❡$✐❝❛❧ /♦❧✉1✐♦♥ ♦❢ ♣$♦❜❧❡♠ ✭✺✳✾✽✮✲✭✺✳✾✾✮ ✇✐1❤ γ = 1 ❛♥❞ ♣❡$✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛$② ❝♦♥❞✐✲
1✐♦♥/✱ ❝♦♠♣✉1❡❞ ❜② 1❤❡ ❍❇❱▼✭✶✱✶✮ ♠❡1❤♦❞ ✇✐1❤ /1❡♣/✐③❡ h = 0.5 ❛♥❞ ❛ ❋♦✉$✐❡$✲●❛❧❡$❦✐♥ /♣❛1✐❛❧
❞✐/❝$❡1✐③❛1✐♦♥ ✭N = 100✮✳

❋✐❣✉$❡ ✺✳✾✿ ◆✉♠❡$✐❝❛❧ /♦❧✉1✐♦♥ ♦❢ ♣$♦❜❧❡♠ ✭✺✳✾✽✮✲✭✺✳✾✾✮ ✇✐1❤ γ = 1 ❛♥❞ ♣❡$✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛$② ❝♦♥❞✐✲
1✐♦♥/✱ ❝♦♠♣✉1❡❞ ❜② 1❤❡ ❍❇❱▼✭✼✱✶✮ ♠❡1❤♦❞ ✇✐1❤ /1❡♣/✐③❡ h = 0.5 ❛♥❞ ❛ ❋♦✉$✐❡$✲●❛❧❡$❦✐♥ /♣❛1✐❛❧
❞✐/❝$❡1✐③❛1✐♦♥ ✭N = 100✮✳



✾✻ ❊♥❡#❣② ❝♦♥(❡#✈✐♥❣ ♠❡,❤♦❞( ❢♦# ,❤❡ (❡♠✐❧✐♥❡❛# ✇❛✈❡ ❡3✉❛,✐♦♥

❋✐❣✉$❡ ✺✳✶✵✿ ❉✐✛❡$❡♥❝❡ ✇✐0❤ 0❤❡✐$ ✐♥✐0✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ❢♦$ 0❤❡ ♥✉♠❡$✐❝❛❧ ❍❛♠✐❧0♦♥✐❛♥ ✭:♦❧✐❞ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞

❢♦$ 0❤❡ ♥✉♠❡$✐❝❛❧ ❛✉❣♠❡♥0❡❞ ❍❛♠✐❧0♦♥✐❛♥ ✭$❡❞ ❞♦0:✮ ✇❤❡♥ :♦❧✈✐♥❣ ♣$♦❜❧❡♠ ✭✺✳✾✽✮✲✭✺✳✾✾✮ ✇✐0❤ γ = 1
❛♥❞ ❉✐$✐❝❤❧❡0 ❜♦✉♥❞❛$② ❝♦♥❞✐0✐♦♥:✱ ❜② ✉:✐♥❣ ❛ ✜♥✐0❡✲❞✐✛❡$❡♥❝❡ :♣❛0✐❛❧ ❞✐:❝$❡0✐③❛0✐♦♥ ✭N = 400✮ ❛♥❞
0❤❡ ❍❇❱▼✭✶✱✶✮ ✇✐0❤ :0❡♣:✐③❡ h = 0.5✳

❋✐❣✉$❡ ✺✳✶✶✿ ◆✉♠❡$✐❝❛❧ :♦❧✉0✐♦♥ ♦❢ ♣$♦❜❧❡♠ ✭✺✳✾✽✮✲✭✺✳✾✾✮ ✇✐0❤ γ = 1 ❛♥❞ ❉✐$✐❝❤❧❡0 ❜♦✉♥❞❛$② ❝♦♥✲
❞✐0✐♦♥:✱ ❝♦♠♣✉0❡❞ ❜② 0❤❡ ❍❇❱▼✭✶✱✶✮ ♠❡0❤♦❞ ✇✐0❤ :0❡♣:✐③❡ h = 0.5 ❛♥❞ ❛ ✜♥✐0❡✲❞✐✛❡$❡♥❝❡ :♣❛0✐❛❧
❞✐:❝$❡0✐③❛0✐♦♥ ✭N = 400✮✳
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