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Riassunto
La descrizione del mondo reale ¢ resa possibile dalla costruzione di modelli con qualita e contenuti
scientifici che rispondono alle finalita della ricerca: ne deriva la necessita di precisare regole idonee
ad assicurare la corrispondenza tra la realta e le sue rappresentazioni. La sintassi che regola il
rapporto tra modello e realta si fonda su un insieme di codici e schemi che ne precisano ulteriori
dettagli.

i/
1,
Abstract _
The description of the real world is possible by the construction of models with scientific properties
and contents according to the aim of the research. Consequentially it is necessary to define rules apt
to assicure the corrispondence between the reality and its rappresentations. The syntax which
establishes the relation between model and reality is based on a set of codes and schemas which
define further details.

Il progressivo avvicinamento alla realta attraverso una sua rappresentazione geometrica porta
inevitabilmente a delle approssimazioni che rendono non definitivo il risultato raggiunto. La
geometria pertanto varia in rapporto alle entita coinvolte e al grado di accuratezza delle
rappresentazioni; & questo un motivo per cui diviene importante definire delle relazioni che restano
invariate in seguito alle suddette trasformazioni. Le relazioni topologiche, a tal proposito, non
" possono essere misurate direttamente come le proprieta metriche; esse sono intuitivamente
rispettate e sono sottolineate solo nel momento in cui vengono violate le regole. Queste relazioni
devono essere esplicitamente modellate e la teoria dei grafi ben si presta a descrivere, classificare,
verificare e manipolare tali strutture.

Gli oggetti, ben individuati e separati tra loro, sono in reciproche relazioni nello spazio in cui sono
localizzati. Normalmente per definire questo concetto si utilizzano termini come a destra di, a
sinistra di, sopra o sotto, interno o esterno a, interseca...

In sintesi, nella struttura formale dei dati si possono introdurre due tipi di relazione topologica:

* un primo tipo di relazione & tra dati geometrici, descritto dai grafi (nodi e archi) nelle strutture
vettoriali e dalle celle nelle strutture raster;

= un secondo tipo & dato dalla relazione tra gli oggetti che pud essere determinato sia dalla
connessione tra gli elementi primari (punti, linee, figure e corpi) che formano gli oggetti stessi, sia
tra gli elementi e gli oggetti.

Per ogni elemento, al fine di delinearne i limiti di applicazione, si devono specificarne le proprieta,
di seguito riassunte. A prescindere dai punti, per cui non si identificano caratteristiche particolari, le
linee e le figure si ipotizzano continue, aperte (semplicemente connesse) o chiuse (non
semplicemente connesse ma per semplicitd con un solo buco) e i corpi continui e semplicemente
connessi.
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Si sottolinea che tutti gli elementi sono finiti nella loro dimensione geometrica e che le linee hanp,
dimensione frattale (spazio occupato) uguale a uno, le figure hanno dimensione frattale uguale a
due € che la semplice connessione prescinde da casi patologici come I’anello di Moebius.

Per definire un punto di partenza il piu generale possibile ¢ stata considerata la realta in tutta Iy sua
complessita ed & stata eseguita una disamina delle relazioni tra gli oggetti, identificando nove
gruppi di relazioni ulteriormente suddivisi in sottogruppi cosi come riportati in tabella.

RELAZIONI FRA CORPY
Esterni
Interni inclusi
Intersecantisi. non tuoriuscenti
Intersecantisi. fuoriuscenti
Tangenti esterni
Tangenti interni
RELAZIONI FRA CORPI E FIGURE (APERTE}
Intersecantisi, sezionanti
Intersecantisi, non sezionanti, non fuoriuscenti
Intersecantisi, non sezionanti, fuoriuscenti
Tangenti esterni
Tangenti interni
RELAZIONI FRA CORPI E LINEE (1)
Esterni
Interni inclusi
Intersecantisi* . non fuoriuscenti
Tangenti esterni (linee chiuse e linee aperte)
Tangenti interni (linee chiuse ¢ linee aperte)
Intersecantisi (linee aperte), non fuoriuscenti
Intersecantisi (linee aperte). fuoriuscenti
RELAZIONI FRA CORPI E PUNTI (2)
Esterni
Interni
Tangenti
RELAZIONI FRA FIGURE (APERTE)

Intersecantisi. sezionanti
Intersecantisi. non sezionanti. fuoriuscenti
Tangenti
RELAZIONI FRA FIGURE { APERTE) E LINEE
[ntersecantisi (linee chiuse e linee aperte)
Tangenti (linee chiuse ¢ linee aperte)
RELAZIONI FRA FIGURE E PUNTI
Esterni
Interni {inclusi per le figure chiuse)
Tangenti (sul perimetro per le figure aperte)
RELAZIONI FRA LINEE
Esterne
Interne incluse o sovrapposte
Intersecantisi (linee chiuse e linee aperte),
non fuoriuscenti !
Intersecantisi (linee chiuse e linge aperte),
fuoriuscenti
Tangenti (esterne)
Tangenti (interne)
RELAZIONI FRA LINEE E PUNTI
Esterni
Interni
Tangenti
RELAZIONI FRA PUNTI
Disgiunti
Coincidenti

(1) le relazioni tra corpi ¢ linee esauriscono anche le relazioni tra figure chiuse e linee

*(linee chiuse = perimetro di una figura aperta)

(2 le relazioni tra corpi e punti esauriscono anche le relazioni tra figure chiuse e punti

Figura 1 - Tabella delle relazioni tra oggetti.

Figura 2 - Esemplificazione grafica di alcune relazioni tra oggetti.

Una modellazione 3D, facente uso di una scrittura dati vettoriale che si muova prendendo in
considerazione corpi, figure, linee e punti qualsiasi ed in qualunque tipo di relazione fra essi, &
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certamente affascinante ma estremamente difficile da realizzare e gestire. Abbandonando
pertanto 1'idea di una descrizione ad oggetti si preferisce far uso di banche dati estendibili
all’interno di un GIS relazionale con struttura dati vettoriale.

L estendibilita della banca dati permettera di esportare dati di interesse, di eseguire esternamente
operazioni rilevanti troppo complesse e specifiche per essere contenute in un GIS e di
reimportare nel suddetto GIS i risuitati ottenuti dalle operazioni eseguite. Del resto la relativa
semplicita di un GIS relazionale richiede solo 1'estensione allo spazio 3D di quanto fatto
usualmente per i dati geometrici nello spazio 2D.

Conformemente a quanto avviene nello spazio 2D anche nello spazio 3D viene adottata un
approssimazione lineare che fa uso solamente di poliedri, poligoni, segmenti ¢ punti. Di
conseguenza i corpi sono poliedr o vengono scomposti in poliedri: le figure sono poligoni o
vengono scomposti in poligoni; le linee sono segmenti o vengono scomposte in segmenti.

Elementi e frontiere

Dato questo particolare tipo di approssimazione dello spazio e definiti semplici elementi
costitutivi resta ancora da esemplificarli. indicare le loro frontiere e presentare le relazioni
topologiche. Per quanto riguarda le frontiere, queste sono costituite dai punti terminali dei
segmenti, dai lati (segmenti perimetrali) e dai vertici (punti) dei poligoni, dalle facce (poligoni
esterni). dagli spigoli (segmenti perimetrali delle facce) e dai vertici (punti) dei poliedri. .

Gli elementi e le frontiere per I'approssimazione lineare dello spazio 3D possono essere riportati
nella tradizionale forma della geometria analitica. Segmenti e poligoni sono rappresentati nelle
figure e dalle stesse sono facilmente deducibili le relative frontiere.
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Figura 3 - Parametrizzazione dello spazio: segmenti.

Come appare evidente:

* un punto ha una relazione uno a molti con i segmenti, i poligoni ed i poliedri;

* un segmento ha una relazione uno a due con i punti, uno a molti con i poligoni e i poliedri;

= un poligono ha una relazione uno a molti con i punti ed i segmenti, uno a due con i poliedri;

* un poliedro ha una relazione uno a molti con i punti, i segmenti ed i poligoni.

Infatti un poliedro & racchiuso da una superficie composta da poligoni, delimitati da segmenti
aventi ciascuno inizio e termine in un punto. Un poligono & delimitato da segmenti aventi
ciascuno inizio e termine in un punto, ma trova solo un poliedro alla sua destra e solo un poliedro
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alla sua sinistra. Un segmento puo essere comune a tanti poligoni ed a tanti poliedri. ma ha inizig
solo da un punto ed ha termine solo in un punto. Un punto puo appartenere alla superficie dj
diversi poliedri. essere luogo di incontro di diversi poligoni e di diversi segmenti.

in uno spazio
i affine dove la
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q-»
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i alla meta "
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Figura 4 - Parametrizzazione dello spaZio: poligoni.

Queste considerazioni derivate dalla conoscenza delle frontiere degli elementi suggeriscono
modalitd vantaggiose per la rappresentazione delle relazioni topologiche relative alla
parametrizzazione dello spazio in approssimazione lineare.

Relazioni topologiche

Le relazioni topologiche fra gli elementi costitutivi dell approssimazione lineare dello spazio 3D
sono, pur con un maggior grado di complessita, non molto diverse dalle relazioni topologiche fra
gli elementi costitutivi dell’approssimazione lineare nelio spazio 2D.

Infatti utilizzando la teoria dei grafi, le nozioni di nodi e di archi possono essere
vantaggiosamente usate e direttamente collegate ai punti e ai segmenti. Inoltre facendo uso del
concetto di dualitd. che nel piano permette di scambiare punti, segmenti e poligoni con regioni,
archi e nodi, ¢ possibile collegare 1 poliedri a nodi (duali) e i poligoni ad archi (duali).

A differenza di quanto avviene nello spazio 2D la presenza di due famiglie di archi ed archi
duali, non semanticamente identici, ma riferiti a due entita distinte (i segmenti ed i poligoni)
richiede la definizione di una connessione incrociata (cross - connessione) fra le due famiglie.
Tenuto conto di quanto detto a proposito delle relazioni topologiche e di quanto osservato per
quanto riguarda le frontiere, una tabella di incidenza presenta I'insieme dei segmenti incidenti in
un punto. La tabella di incidenza trasposta, di pil semplice realizzazione e pertanto primaria,
riporta per ogni segmento i due punti iniziale e finale. Sempre tenuto conto delle relazioni
topologiche delle frontiere una tabella di adiacenza riporta per ogni poligono i due poliedri a
sinistra e a destra. Questa tabella ¢ di semplice realizzazione e pertanto primaria, mentre la sua
trasposta presenta l'insieme dei poligoni che racchiudono un poliedro. La tabella di cross -
connessione mette in relazione segmenti e poligoni. Essa contiene una duplice informazione:
I’insieme dei segmenti che delimitano un poligono e 'insieme dei poligoni che incidono in un
segmento. (Con maggiore rigore geometrico questi poligoni costituiscono, a due a due, le facce
di angoli diedri che hanno tutti per costola il segmento comune).
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L’ operazione di trasposizione permette di passare da un aspetto all’altro dell’informazione
contenuta. A rigore nessuna pud essere considerata di facile realizzazione ed entrambe sono
primarie. D"altra parte 1'operazione di trasposizione evita inutili idondanze e, tenuto conto che i
segmenti sono sempre in numero maggiore dei poligoni. si preferisce una elencazione segmenti -
poligoni incidenti rispetto ad una poligoni - segmenti perimetrali.

Senza entrare in dettagli di carattere informatico si segnala la possibilita di memorizzare la
tabella di cross - connessione in forma vettoriale. eliminando gli zero contenuti ovvero le non
connessioni fra segmenti ¢ poligoni. Non si ha con ¢i10 alcuna perdita di informazione, mentre il
guadagno & notevole essendo poche le connessioni fra segmenti e poligoni quando si voglia
studiare un oggetto esteso e complesso. Data la vettorializzazione, il numero di connessioni per
ogni segmento dovrd essere contato. Le somme parziali progressive di detti contatori
costituiscono i puntatori al primo termine di ogni parte del vettore relativa ad un diverso
segmento. Poiché il primo elemento della prima parte ¢ posto all’inizio (posizione numero 1) del
suddetto vettore. Iinesistente elemento che lo precede a posizione numero zero viene posto quale
inizio dei puntatori completando la struttura degli stessi.

punti linee l facce l corpi
I 4 I I '

nodi archi } 3 41 Archi Nodi
' duali duali

Archi| Nodo |Nodo Archii Nodo | Nodo
iniziale | finale duali | duale | duale

Nota:
iniziale = sinistro
............................................ finale = destro

............................. iniziale | tinale

INCIDENZA ADIACENZA
Punti| Coordinate Archi Norg:
. memorizzata in
X ¥ z L Archi forma vettoriale
oo . duali | connesso con puntatori
—p O altrimenti

CROSS CONNESSIONE

Figura 5 - Relazioni topologiche fra gli elementi costitutivi dell'approssimazione lineare nello
spazio 3D.

Un'applicazione ad una struttura scultorea complessa

Una esercitazione didattica condotta, nell’ambito dell’insegnamento di Fotogrammetria impartito
dal prof. G. Forlani presso la Facoltd di Ingegneria del Politecnico di Milano, ha portato al
rilevamento ed alla restituzione della fontana sita in Piazza Leonardo da Vinci, opera dello
scultore Cascella. Gli output cartografici, frutto della restituzione fotogrammetrica, consistono in
una mappa 3D di punti, in un modello digitale di una parte (scomposta per simmetria) della parte
visibile della fontana ed una ortoimmagine completata per quanto riguarda I’ altimetria.

A partire dalla mappa 3D di punti, si sono applicate le metodologie € le procedure descritte in
precedenza che hanno portato alla definizione di un modello concettuale per un GIS 3D.

Il positivo esito di questa applicazione ha provato 'effettiva validita e la relativa praticita del
modello proposto.
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Le figure che seguono mostrano per ogni solido in cui ¢ stata scomposta la fontana:
I’approssimazione lineare di ciascun solido da cui derivano le matrici di incidenza, adiacenza ¢
cross - connessione e le tavole di corrispondenza della numerazione dei vertici comuni a solidi
adiacenti.
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Figura 6 - Scomposizione in solidi di un oggetto complesso e successiva approssimaZione lineare
di ciascun solido.
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