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Il presente elaborato di tesi nasce a seguito dell’attività di ricerca svolta durante il 

dottorato presso l’IFAC-CNR, Istituto di Fisica Applicata “Nello Carrara” del 

Consiglio Nazionale delle Ricerche ed in collaborazione con l’ICVBC – CNR (Istituto 

per la Conservazione e la Valorizzazione dei Beni Culturali del Consiglio Nazionale 

delle Ricerche).  

L’obiettivo dell’attività di ricerca è stato quello di studiare e sviluppare nuovi 

metodi di indagine non distruttiva e non invasiva a microonde di strutture 

architettoniche con particolare attenzione all’ambito della conservazione dei Beni 

Culturali. In particolare l’attenzione è stata rivolta allo studio di sistemi in grado di 

investigare le strutture architettoniche al fine di rilevare alterazioni o discontinuità 

dei materiali quali ad esempio cavità di aria, inclusioni di diverso materiale o aree 

ad elevato contenuto di umidità. 

A seguito del capitolo introduttivo (Capitolo 1 - Introduzione), nel quale verrà 

trattato in maniera approfondita l’obiettivo ed il contesto di riferimento, 

passeremo alla descrizione del metodo riflettometrico (Capitolo 2 – Il metodo 

riflettometrico). In questo capitolo verrà inizialmente esposta la teoria di base del 

metodo riflettometrico con particolare enfasi sull’approccio numerico basato sulla 

risposta impulsiva; passeremo in seguito alla descrizione delle prove eseguite sia 

su campioni di laboratorio che in contesti reali per concludere con la 

presentazione dei risultati ottenuti. Nel Capitolo 3 – Il radar FMCW verranno 

presentati i risultati preliminari ottenuti a seguito dello studio e dell’applicazione 

di un ulteriore metodo di indagine basato appunto sull’utilizzo di radar FMCW. In 

questo capitolo verrà fatto particolare riferimento allo studio di un metodo di 

super risoluzione basato su di un approccio statistico bayesiano. Nel Capitolo 4 

(Capitolo 4 – Conclusioni) infine verranno presentate le conclusioni. 
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Il presente elaborato di tesi nasce dall’attività di ricerca svolta durante il dottorato 

presso l’IFAC – CNR (Istituto di Fisica Applicata “Nello Carrara” del Consiglio 

Nazionale delle Ricerche) ed in collaborazione con l’ICVBC – CNR (Istituto per la 

Conservazione e la Valorizzazione dei Beni Culturali del Consiglio Nazionale delle 

Ricerche). L’attività di ricerca è stata orientata allo studio di metodi a microonde 

per l’indagine non distruttiva di strutture architettoniche. 

Per metodi di indagine non distruttiva si intendono tutte quelle pratiche atte a 

reperire informazioni riguardanti la struttura dei materiali, come ad esempio la 

presenza di eventuali anomalie o difetti, senza alterare, ne tanto meno distruggere, 

il campione sotto esame. 

Numerose tecniche di indagine non distruttiva (NDT) sono impiegate nell’ambito 

dell’industria civile e manifatturiera. Il requisito di assenza di “interferenza” con il 

materiale da investigare è spesso essenziale, nell’ambito della conservazione dei 

Beni Culturali, nella fase di diagnostica che stabilisce lo stato di conservazione del 

bene.  

In ambito industriale i sistemi basati sulle NDT sono spesso impiegati nel controllo 

e nel monitoraggio di parametri chimico-fisici di materiali e/o prodotti 

direttamente correlati alla “qualità” ed affidabilità del prodotto stesso. Questo 

approccio consente di elevare lo standard di qualità del prodotto verificando, 

anche sulla totalità dei campioni, alcune caratteristiche qualitative rappresentative. 

Nel campo delle applicazioni civili trovano spesso impiego come strumento di 

indagine strutturale di opere edili quali edifici o infrastrutturali come ponti, 

gallerie, ecc. 

Negli ultimi anni è cresciuto sempre più l'interesse per l'applicazione di tali 

metodologie di indagine anche nell'ambito della conservazione dei Beni Culturali in 

quanto un’efficace valutazione preventiva dello stato di conservazione del 

manufatto, qualsiasi esso sia, risulta di grande aiuto agli operatori del settore per 

meglio indirizzare successive e più approfondite indagini. Infatti, valutare 

preventivamente lo stato di un'opera d'arte, risulta molto vantaggioso per il 

conservatore o il restauratore il quale si trova ad avere a disposizione un certo 

numero di informazioni circa lo stato di “salute” dell'opera stessa e può quindi 

scegliere in maniera mirata quali interventi di manutenzione o restauro siano più 
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appropriati. Il settore della conservazione dei Beni Culturali sarà infatti quello a cui 

faremo riferimento nel proseguo dell'elaborato di tesi. Inoltre è chiaro più che mai 

quanto per questo settore sia importante l'aspetto non distruttivo del sistema di 

indagine oltre alla non invasività della misura. 

Nel campo delle metodologie di indagine non distruttive molteplici sono gli 

approcci possibili ed attualmente disponibili sul mercato che si distinguono 

sostanzialmente in base alla tecnica utilizzata. Possiamo infatti individuare metodi 

che impiegano i raggi X piuttosto che raggi gamma, particolarmente utilizzati nel 

caso in cui l'obiettivo principale è rappresentato dalla conoscenza della morfologia 

interna,  ma che possono avere un effetto di accumulo, essendo le radiazioni in 

gioco ionizzanti. Rispetto a queste tecniche “radiologiche” possiamo inoltre 

aggiungere che un ulteriore limite è rappresentato dalla difficoltà di 

movimentazione ed installazioni di tali strumentazioni ad esempio in cantiere dove 

è richiesto di operare su opere d'arte “accessibili” soltanto da impalcatura. Non 

dimentichiamoci poi che l'utilizzo di apparecchi che impiegano radiazioni 

ionizzanti, molto diffusi in ambienti ospedalieri, prevede precise procedure al fine 

di garantire l'incolumità degli operatori e di coloro che si trovano nelle vicinanze di 

questi apparecchi. Un'ulteriore metodologia di indagine non distruttiva è offerta 

dalle tecniche acustiche, come ad esempio l'utilizzo degli ultrasuoni, impiegate 

principalmente per un'investigazione dello spessore dei vari strati che possono 

comporre una struttura. La tecnica risulta particolarmente efficace nel caso di 

indagine medio profonda. Esistono poi i metodi elettrici e magnetici quali ad 

esempio le tecniche di misura delle correnti parassite oppure quelle che si basano 

sull'utilizzo delle microonde.  

Rispetto alle tecniche non distruttive fino ad ora presentate, quelle a microonde 

hanno trovato sempre più applicazione perché offrono il vantaggio di essere 

completamente non invasive e, se adeguatamente progettate, di variare la 

profondità di indagine. Infine forniscono spesso una risposta selettiva rispetto 

all'informazione che più interessa conoscere della struttura o materiale sotto test.  

Tra tutti i possibili strumenti di indagine non distruttiva a microonde quello che 

risulta più ampiamente utilizzato nell'ambito della conservazione dei Beni Culturali 

è il GPR (Ground Penetrating Radar). Il principio di funzionamento di questo 
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sistema radar può essere riassunto brevemente nel seguente modo. Il Ground 

Penetrating Radar trasmette impulsi elettromagnetici a determinata frequenza nel 

materiale o più in generale nella struttura da investigare. Tale impulso, una volta 

arrivato all’interno della struttura, continuerà a propagarsi fin quando non 

incontrerà una discontinuità legata alla superficie di separazione tra due materiali 

di caratteristiche elettromagnetiche diverse. Una volta che l’impulso avrà 

incontrato tale discontinuità, parte di questo verrà riflesso verso la superficie della 

struttura stessa per essere catturato dall’antenna in ricezione. A questo punto la 

parte del radar incaricata di elaborare il segnale si occuperà delle opportune 

operazioni di filtraggio ed amplificazione del segnale. L’operazione di misura 

generalmente prevede ripetuti cicli di trasmissione e ricezione spostando 

progressivamente, nel contempo, l’antenna lungo la direzione di scansione 

prescelta. Alla fine della misura sarà poi compito della parte software del radar 

riordinare opportunamente le tracce dei segnali ricevuti e rappresentare gli stessi 

sul radargramma.  

Proprio dall'analisi delle capacità prestazionali del GPR è nata l'attività di ricerca, 

tesa allo studio e all'implementazione di nuove tecniche di indagine non distruttive 

basate sull'utilizzo delle microonde. Infatti, il GPR, negli ultimi anni ha trovato largo 

impiego nelle applicazioni di indagine non distruttiva, in particolar modo in ambito 

civile come strumento di supporto all'attività di indagini strutturali, in ambito 

archeologico per la ricognizione del terreno al fine di individuare strutture sepolte 

di interesse storico-artistico. Visti i risultati ottenuti in ambito civile è stato ben 

presto impiegato anche in ambito della conservazione dei Beni Culturali 

evidenziando però una non completa risposta alle esigenze degli operatori del 

settore i quali mostrano sempre più crescente la necessità di indagare strutture, 

siano esse opere d'arte oppure architettoniche, nei primi 10-20 cm dalla superficie 

con una risoluzione dell’ordine del centimetro. Infatti il GPR, dal punto di vista 

prestazionale, nelle versioni più diffuse in commercio, dispone di una risoluzione 

massima di circa 20-30 cm lasciando così non valutato il primo strato sub-

superficiale come testimonia anche la figura riportata sotto che si riferisce al 

radargramma (900 MHz) di valutazione di integrità strutturale di una colonna del 

Duomo di Milano (Figura 1). 
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Figura 1- Radargramma a 900 MHz  

 

Il radargramma appena mostrato, reperito in letteratura, si riferisce ad una 

campagna di misure che ha visto l’impiego di due moduli GPR commerciale 

modello SIR10B e SIR20 della Geophysical Survey System ed entrambi in grado di 

gestire sia una singola antenna (versione radar monostatico) oppure due antenne 

(versione radar bistatico). A tali moduli sono state collegate, in base alle diverse 

esigenze di investigazione, tre diverse antenne, una da 400 MHz, una da 900 MHZ 

ed infine per le indagini più superficiali una operante a 1500 MHz. Con questo set-

up di misura è stata resa possibile un’investigazione ad una profondità dichiarata 

variabile da 0.5 m a circa 3 m. Gli ordini di grandezza appena presentati per la 

profondità di investigazione risultano distanti da quelle che sono le esigenze di 

indagine sub-superficiale (fino a circa 20 cm di profondità con risoluzione fino al 

cm) nell’ambito della conservazione dei Beni Culturali.  

Un altro limite che può presentare l’utilizzo di un sistema Ground Penetrating 

Radar è legato alle dimensioni della strumentazione necessaria che può 

rappresentare un ostacolo logistico se si è chiamati ad effettuare misure in cantieri 

in cui è richiesta la valutazione di opere accessibili soltanto attraverso impalcatura 
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(Figura 2). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 2 – Utilizzo del GPR in indagine strutturale 

 

Da qui la necessità di studiare un nuovo sistema di indagine, basato sull'uso delle 

microonde, in grado di investigare i primi 20-30 cm della struttura sotto test, con 

una risoluzione di almeno 1 cm e che inoltre sia robusto e facilmente utilizzabile in 

cantiere. Inoltre il sistema dovrà essere in grado di lavorare a banda larga in modo 

da ottenere risultati significativi per i diversi valori di profondità e senza richiedere 

la sostituzione dell’elemento radiante in funzione della profondità di investigazione 

stessa. La larghezza di banda è infatti legata alla risoluzione, tanto più è grande 

tanto più sarà possibile rilevare e risolvere dettagli e caratteristiche della struttura 

di piccole dimensioni. 

Nel presente elaborato di tesi verranno presentati due possibili sistemi di indagine 

non distruttiva di cui uno basato sulla riflettometria a microonde, già 

abbondantemente in fase prototipale e con cui sono state effettuate campagne di 

misura sia su campioni di laboratorio che in cantiere su opere d'arte vere e proprie, 

ed un altro basato sull'utilizzo di radar FMCW (banda X) ancora però in fase di 

valutazione e studio preliminare. 

 

Partendo dal primo dei due sistemi studiati ovvero il riflettometro a microonde 
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risulta utile a scopo introduttivo descrivere velocemente come si compone. Come 

riportato nella figura sotto (Figura 3) il nostro sistema di indagine non distruttiva si 

presenta come costituito di tre parti principali quali: 

 

 un analizzatore di reti vettoriali (VNA, modello Anritsu S331E Site Master) 

operante nella gamme di frequenze 1-6 GHz 

 un elemento radiante (Double Ridged Waveguide) 

 un PC per il controllo da remoto dell’analizzatore di reti vettoriale e con tool 

in Matlab per l’elaborazione dei dati quasi in tempo reale 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 3 – Il Riflettometro a microonde 

 

L'altro sistema, quello basato sull'utilizzo di un radar FMCW, si compone anche 

questo di tre parti principali (Figura 4): 

 

 un modulo radar (SiversIMA RS3400X/00  con banda estesa da 9.250 GHz a 

10.750 GHz) 

 un'antenna (operante in banda X) 

 un pc per il controllo remoto del modulo radar e l'elaborazione dei dati 
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Figura 4 – Il sistema radar 
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Prima di entrare nel particolare della descrizione degli aspetti matematici ed 

elettromagnetici che sono alla base del sistema di indagine studiato e sviluppato 

durante l'attività di ricerca svolta durante il dottorato, conviene fornire una 

descrizione generale del sistema di indagine stesso. Questa vuole essere soltanto 

una veloce panoramica del sistema ed i concetti che qui verranno presentati 

saranno ripresi in maniera più approfondita nei paragrafi seguenti. 

In particolare il sistema di indagine, come è facile intuire, si basa su di un approccio 

riflettometrico a microonde e si pone l'obiettivo, attraverso l'utilizzo delle onde 

elettromagnetiche ed in particolare delle microonde, di poter estrarre le 

informazioni richieste, rispetto alla struttura o al materiale da investigare, 

attraverso la valutazione del coefficiente di riflessione. 

Sostanzialmente il sistema riflettometrico può essere visto come costituito da un 

trasmettitore/ricevitore ad onda continua operante nella banda 1-6 GHz il quale ha 

lo scopo di fornire il segnale all’elemento radiante, l'antenna. Concettualmente, 

alla luce di quanto appena detto, potremmo affermare che il riflettometro può 

essere assimilato ad un radar monostatico. Dal punto di vista operativo il segnale 

radiato dall'antenna raggiunge la superficie della struttura o del materiale da 

indagare e penetra al suo interno fino ad una profondità dipendente dalle 

caratteristiche elettromagnetiche proprie del materiale (ad esempio per un 

materiale omogeneo la profondità di investigazione è fortemente dipendente dal 

contenuto di umidità del materiale stesso). Proseguendo in questa sommaria 

descrizione del fenomeno elettromagnetico associato, possiamo aggiungere che il 

segnale incidente sulla superficie della struttura o del materiale verrà in parte 

trasmesso all'interno ma una parte di questo verrà riflesso e raccolto dalla stessa 

antenna. In seguito, attraverso l'analizzatore di reti vettoriale, sarà possibile 

misurare l'entità di questa riflessione attraverso il coefficiente di riflessione. Sarà 

poi l'operazione di anti-trasformazione dal dominio della frequenza a quella del 

tempo e la successiva deconvoluzione dello stesso coefficiente di riflessione con un 

segnale di riferimento a fornire la localizzazione delle eventuali anomalie del 

materiale o della struttura sotto indagine. L'operazione di misura di tale 

coefficiente di riflessione è eseguita scansionando tutta la superficie della struttura 

o materiale da indagare ponendo l'antenna punto per punto a contatto della 
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superficie stessa, quando possibile ed opportuno, oppure a distanza dalla stessa 

superficie tramite degli appositi spessimetri, ed in corrispondenza di tutte le 

posizioni assunte dall’antenna viene effettuata la misura del coefficiente di 

riflessione. A seguito dell'elaborazione dei dati, eseguita attraverso un tool in 

linguaggio Matlab, i risultati potranno essere presentati come immagini in falsi 

colori relativi a sezioni trasversali corrispondenti alla direzione di scansione. Il 

sistema studiato e sviluppato offre la possibilità di investigare le strutture con una 

risoluzione di circa 1 cm e fino ad una profondità variabile, a seconda delle 

caratteristiche dielettriche del materiale che costituisce la struttura stessa, 

compresa tra 20 e 30 cm. 

Come si può capire da questa breve descrizione, la tecnica a cui facciamo 

riferimento, vista la gamma di frequenze utilizzata ed il modo di operare, risulta 

sicuramente non distruttiva. Inoltre, la possibilità di poter variare la distanza tra 

l’elemento radiante e la superficie del materiale o struttura sotto test permette di 

eseguire misure non a contatto evidenziando quindi una non invasività della 

tecnica. 

I possibili limiti di una tecnica di questo tipo sono legati alla difficoltà di isolare 

l’informazione utile proveniente dalla struttura investigata, rappresentata appunto 

dal coefficiente di riflessione, dal resto dei contributi di disturbo dovuti al sistema 

di misura quali il trasmettitore (VNA) e l’elemento radiante. In altre parole si 

potrebbe pensare che ogni elemento che compone la “catena di ricezione-

trasmissione” del sistema, lasci al passaggio del segnale utile riflesso una sorta di 

“firma” legata alla propria risposta impulsiva, con il risultato che il segnale ricevuto 

risulta alterato e non facilmente interpretabile. Il segnale ricevuto utile può infatti 

contenere informazioni non attribuibili alla struttura sotto test e che rischiano di 

mascherare alcuni particolari utili ed interessanti relativi alla struttura stessa. Si 

intuisce quindi la necessità ed il vantaggio di introdurre tecniche numeriche di 

isolamento dell’informazione utili al fine di migliorare le capacità investigative e 

descrittive del sistema. 
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2.1 L'approccio numerico: la risposta impulsiva 
 

In questa parte dell'elaborato vogliamo fornire una panoramica dell'approccio 

utilizzato nel sistema di indagine a microonde presentato. L'idea di base è quella di 

riuscire a caratterizzare il materiale da investigare attraverso lo studio della sua 

risposta impulsiva. 

Iniziamo dunque con il fornire un modello approssimato del problema che 

affronteremo. Come mostrato in Figura 5, abbiamo un elemento radiante, 

attraverso il quale il segnale generato dal trasmettitore (VNA) raggiunge la 

struttura da investigare; il segnale, una volta raggiunta la struttura, verrà in parte 

riflesso. Attraverso lo studio del segnale riflesso (in modo particolare del 

coefficiente di riflessione misurato dal VNA) è possibile estrarre informazioni circa 

la natura e le caratteristiche della struttura. 

 

 

Figura 5 – Modello semplificato del problema 

 

Facendo riferimento al dominio del tempo, x(t) rappresenta il segnale trasmesso ed 

y(t) il segnale ricevuto. Lo studio dell'interazione tra segnale trasmesso, x(t) e 

segnale ricevuto y(t), può essere caratterizzato considerando e studiando il 

modello appena presentato come un sistema lineare tempo invariante (LTI). Infatti, 

senza alcuna perdita di generalità, possiamo ritenere la struttura sotto indagine, 

almeno nel breve periodo tempo invariante (le caratteristiche fisiche e chimiche 
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rimangono sicuramente costanti durante le misurazioni) e contestualmente lineare. 

Al fine di una migliore comprensione dei concetti che hanno suggerito di affrontare 

il problema elettromagnetico dei mezzi stratificati con un approccio di questo tipo 

può essere utile richiamare alcuni aspetti base dell’elaborazione dei segnali. 

Da un punto di vista matematico utilizzando questo approccio non facciamo altro 

che considerare il sistema come un funzionale (una trasformazione) che produce 

l'effetto di far corrispondere ad un segnale x(t) in ingresso un segnale univoco e 

determinato y(t) in uscita. Una rappresentazione grafica generalizzata del 

fenomeno matematico appena introdotto può essere rappresentata nel modo 

seguente: 

 

 

Figura 6 – Sistema LTI 

 

Il nostro obiettivo è rappresentato dunque dal determinare proprio il funzionale o 

trasformazione indicato nel grafico come T[x(t)]. 

In altre parole, i sistemi lineari tempo invarianti, possono essere caratterizzati 

attraverso la loro risposta impulsiva definita come l'uscita del sistema in 

corrispondenza di un'eccitazione impulsiva x(t)=δ(t), convenzionalmente indicata 

con h(t), ed esprimibile attraverso la seguente relazione  h(t)=T[δ(t)]. Vediamo 

dunque come sono tra loro legati i parametri appena introdotti per giungere ad 

un’espressione matematica della risposta impulsiva che renda poi più semplice la 

comprensione degli aspetti matematici a cui abbiamo fatto riferimento durante lo 

sviluppo del sistema di indagine. 

Iniziamo dunque ricordando che nel caso di un segnale x(t) che ipotizziamo 

continuo ed integrabile nel tempo e sfruttando poi la proprietà campionatrice della 

funzione δ(t),  possiamo definire la seguente relazione: 
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x(t0) = ∫ x(t)δ(t − t0)dt

+∞

−∞

 

    (1) 

 

eseguendo adesso un cambio di variabile di integrazione e sfruttando il fatto che la 

funzione δ(t) è pari, possiamo scrivere: 

 

∫ x(α)δ(α − t0)dα

+∞

−∞

= ∫ x(α)δ(t0 − α)dα

+∞

−∞

= x(t0) 

  (2) 

 

A questo punto rinominando t il generico parametro t0 è possibile scrivere la 

seguente relazione la quale rappresenta la definizione di integrale di convoluzione 

tra il segnale x(t)  e la funzione δ(t): 

 

x(t) = ∫ x(α)δ(t − α)dα

+∞

−∞

= x(t)⨂δ(t) 

   (3) 

 

Per quanto appena riportato nell'ultima relazione scritta, possiamo formulare 

l'uscita y(t)  del sistema considerato nel modo seguente: 

 

y(t) = T[x(t)] = T[ ∫ x(α)δ(t − α)dα

+∞

−∞

] 

   (4) 

 

Sfruttando poi la proprietà di linearità di cui godono il funzionale T[·]  e l’operatore 

integrale risulta possibile invertirne l'ordine di calcolo, aggiungendo poi che il 

termine x(α) risulta costante rispetto al tempo t, possiamo ulteriormente 



30 
 

semplificare la relazione appena scritta nel modo seguente: 

 

y(t) = T[x(t)] = ∫ T[x(α)δ(t − α)]dα

+∞

−∞

= ∫ x(α)T[δ(t − α)]dα

+∞

−∞

 

 (5) 

 

Infine, per la proprietà di stazionarietà del sistema e dalla definizione di risposta 

impulsiva data sopra, arriviamo a stabilire la relazione fondamentale con cui è 

possibile definire il segnale di uscita del nostro sistema come il risultato 

dell'operazione di convoluzione del segnale in ingresso con la risposta impulsiva: 

 

y(t) = ∫ x(α)h(t − α)dα

+∞

−∞

= x(t)⨂h(t) 

   (6) 

 

Quanto appena scritto ci suggerisce, da un punto di vista pratico, che applicando in 

ingresso al sistema un segnale che approssima la funzione delta di Dirac è possibile 

risalire alla risposta impulsiva misurando il segnale di uscita. Precisiamo quindi che 

in realtà il segnale impulsivo δ(t) può solo essere approssimato e nella migliore 

delle ipotesi quello che si riesce ad ottenere, per quanto stretto, è un impulso di 

durata non nulla e ampiezza limitata. 

In molti casi poi, il nostro è uno di questi, si ha piuttosto a che fare con segnali in 

ingresso di natura armonica del tipo: 

 

x(t) = Aej2πft 
     (7) 

 

Consideriamo che il segnale armonico appena introdotto, per semplicità, abbia 

ampiezza unitaria (A=1); dunque possiamo scrivere l'uscita y(t) del sistema nel 

seguente modo: 
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y(t) = ∫ h(α)x(t − α)dα

+∞

−∞

= ∫ h(α)ej2πf(t−α)dα

+∞

−∞

= ej2πft ∫ h(α)e−j2πfαdα

+∞

−∞

 

 (8) 

 

Quest’ultima relazione scritta afferma che, nel caso in cui in ingresso al sistema 

venga applicata un'oscillazione a frequenza fissa, allora è possibile esprimere 

l'uscita attraverso lo stesso segnale oscillatorio ma con ampiezza e fase variate di 

un fattore pari a quella che viene definita risposta in frequenza del sistema 

considerato. La risposta in frequenza del sistema è esprimibile attraverso il 

seguente rapporto valutato in 𝑥(𝑡) = e𝑗2𝜋𝑓𝑡: 

 

H(f) =
y(t)

x(t)
 

     (9) 

la variabile indipendente della risposta impulsiva è sempre il tempo a cui: 

H(f) = ∫ h(α)e−j2πfαdα

+∞

−∞

 

    (10) 

 

Ovvero la risposta in frequenza è il risultato della Trasformata di Fourier della 

risposta impulsiva. 

Se indichiamo poi con X(f) ed Y(f) la Trasformata di Fourier rispettivamente del 

segnale di ingresso e di quello di uscita, possiamo allora definire la stessa risposta 

in frequenza come risultato della relazione tra convoluzione nel dominio del tempo 

e prodotto nel dominio della frequenza: 

 

y(t) = x(t)⨂h(t) ←→ Y(f) = X(f)H(F) 
    (11) 

 

dunque è possibile ricavare la risposta in frequenza come il rapporto tra gli spettri 

del segnale di uscita Y(f) e del segnale di ingresso X(f). 
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Riprendiamo adesso il nostro problema e cerchiamo di contestualizzare i concetti 

appena espressi al caso del riflettometro a microonde. Iniziamo subito con il 

considerare che l’analizzatore di reti (VNA), in trasmissione, esegue una 

“spazzolata” in frequenza (nella banda 1-6 GHz, di punti N=551) a cui corrisponde 

un’eccitazione impulsiva nel dominio del tempo che indicheremo nel proseguo con 

x(t). A rigore, vista la banda limitata del segnale, l’affermazione fatta rappresenta 

comunque un’approssimazione del caso teorico che invece fa corrispondere ad 

un’eccitazione impulsiva nel dominio del tempo uno spettro costante e infinito nel 

dominio della frequenza. Continuando a considerare le grandezze in gioco nel 

dominio del tempo, possiamo poi affermare che tale impulso x(t) verrà trasmesso 

verso l’elemento radiante di risposta impulsiva a(t) e da qui irradiato verso la 

struttura sotto test di risposta impulsiva Γ(t). Una volta raggiunta la struttura, parte 

del segnale verrà riflesso (segnale riflesso y(t)), anche in base alle caratteristiche 

geometriche e dielettriche di eventuali strati che compongono la struttura stessa, 

per poi incontrare nuovamente l’elemento radiante (di risposta impulsiva a(t)) ed 

infine raggiungere l’analizzatore di reti vettoriale. Quanto appena affermato può 

essere espresso in maniera sintetica attraverso la seguente relazione: 

 

y(t) = x(t)⨂a(t)⨂Γ(t)⨂a(t) = x(t)⨂h(t) 
   (12) 

 

dove: 

 y(t) è il segnale ricevuto, o per meglio dire il segnale riflesso dalla struttura 

 x(t) è il segnale trasmesso dal VNA 

 Γ(t) è il coefficiente di riflessione, rappresentativo della risposta impulsiva 

della struttura ed è il parametro che a noi interessa  

 a(t) rappresenta la risposta impulsiva dell’elemento radiante 

 h(t) = a(t) ⨂Γ(t) ⨂ a(t) rappresenta la funzione di trasferimento dell’intero 

sistema e che è peraltro il parametro effettivamente misurato 

dall’analizzatore di reti vettoriale (VNA) 
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Analogamente, nel dominio della frequenza, possiamo esprimere la stessa 

relazione come segue: 

 

Y(f) = X(f)H(f)             (13) 

 

Dove il parametro misurato dall’analizzatore di reti può quindi essere espresso dal 

seguente rapporto, rappresentativo della funzione di trasferimento del nostro 

sistema: 

H(f) =
H(f)

X(f)
 

     (14) 

 

Dunque l'obiettivo principale nel nostro caso è proprio quello di ricavare la sola 

risposta impulsiva Γ(t) dei dati misurati attraverso un'operazione di deconvoluzione 

nel dominio del tempo. 

La scelta di effettuare, nel nostro caso, l'operazione di deconvoluzione nel dominio 

del tempo rispetto a quello della frequenza non è stata semplice in quanto 

l'operatore di deconvoluzione presenta “insidie” in entrambi i domini. Ad esempio, 

operando nel dominio della frequenza può verificarsi che in corrispondenza di 

alcuni punti del coefficiente di riflessione misurato la funzione di trasferimento 

dell’elemento radiante possa assumere valori nulli con conseguente valore 

indefinito della risposta impulsiva della struttura.  In questo caso dunque 

l'operazione di deconvoluzione porterebbe a dei dati del tutto insignificanti in 

quanto non presentano alcuna relazione con la risposta impulsiva della struttura 

che è invece quello che vogliamo. Principalmente è stato proprio questo aspetto, 

ovvero la possibilità di avere valori indefiniti per la risposta impulsiva della 

struttura che ci ha spinti verso l'approccio di deconvoluzione nel dominio del 

tempo che però, come già preannunciato, non è di immediata risoluzione. 

L'operazione di deconvoluzione nel dominio del tempo risulta sempre 

un'equazione integrale, riportata di seguito: 
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y(t) = ∫ Γ(t − α)a(α)dα

+∞

−∞

 

    (15) 

 

Oltre a questo, un'ulteriore difficoltà è data dal fatto che nel nostro caso ci 

troviamo ad operare senza alcuna conoscenza a priori di quella che è la risposta 

impulsiva a(t) ovvero quella legata all'elemento radiante. Per ovviare a tale 

problema abbiamo risolto l'equazione integrale per ricavare il parametro 

desiderato Γ(t) utilizzando, come risposta impulsiva dell’elemento radiante  (a(t)), il 

segnale misurato dal sistema riflettometrico nel caso di radiazione nello spazio 

libero o su porzioni di materiale omogeneo e con caratteristiche elettromagnetiche 

note. I vantaggi offerti dall'utilizzo di un tale metodo numerico si riscontrano 

facilmente in aumento di capacità risolutiva soprattutto per quanto riguarda i 

primissimi centimetri della struttura da investigare. In particolar modo, come 

risulterà più evidente nei paragrafi in cui vengono presentati i test applicativi del 

sistema, risulta evidente una più che sensibile diminuzione del “primo picco” 

ovvero quello relativo all'interfaccia che l'onda in propagazione trova al termine 

dell'elemento radiante o per meglio dire alla “bocca” dell'antenna. 

 

 

 

2.2 Campionamento dei segnali 
 

I paragrafi seguenti hanno lo scopo di ripercorrere, in modo sintetico, gli aspetti del 

campionamento e ricostruzione dei segnali con riferimento particolare al 

campionamento nel dominio della frequenza. I concetti di seguito trattati 

risulteranno utili nella trattazione dell'approccio matematico utilizzato nell'ambito 

del sistema di indagine a microonde presentato in questo elaborato. In particolare 

attraverso la trattazione seguente si farà chiarezza sul particolare aspetto del 

campionamento di segnali di durata limitata nel tempo ed a banda relativa stretta. 

Infatti entrambi risultano parametri rappresentativi, anche per il nostro segnale 
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utile ricevuto dalla cui elaborazione vogliamo ricavare le informazioni circa la 

composizione o più in generale lo stato di salute della struttura indagata. 

 

2.2.1 Il campionamento e la ricostruzione 
 

Le operazioni di campionamento e ricostruzione di un segnale sono disciplinate dal 

teorema di Shannon il quale può essere riassunto come segue. 

Consideriamo un segnale s(t) di spettro limitato S(ω) ovvero nullo al di fuori della 

banda di frequenze (-B , B). Sotto tali ipotesi il segnale può essere ricostruito e 

quindi determinato a partire dalla conoscenza dei suoi valori in corrispondenza di 

una successione di istanti equispaziati, detti appunto campioni, separati tra di loro 

da un intervallo τ≤1/2B. 

Infatti, essendo S(ω)=0 per |ω| >2B, lo stesso spettro S(ω) può essere sviluppato in 

serie di Fourier nella banda di pulsazioni (-2πB, 2πB) secondo la relazione 

seguente: 

 

S(ω) = ∑ cne
jn

ω
2B

+∞

n=−∞

 

    (16) 

  

dove come noto 1/2B è definita pulsazione fondamentale ed i coefficienti della 

serie di Fourier possono essere determinati attraverso la relazione integrale 

riportata di seguito: 

 

cn = ∫ S(ω)e−jn
ω
2B

2πB

−2πB

dω 

    (17) 

 

Dalle relazioni appena scritte possiamo affermare che una volta noti i coefficienti cn 

della serie di Fourier, possiamo calcolare s(t) proprio come antitrasformata di 

Fourier di S(ω), come reso noto nella relazione sotto: 
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s(t) =
1

2π
∫ S(ω)ejωt

2πB

−2πB

dω 

    (18) 

 

Ipotizziamo adesso che siano noti i valori assunti da s(t) agli istanti: 

 

tn =
n

2B
,      n = 0, ±1,±2,… 

     (19) 

 

forniti dalla relazione: 

 

s(
n

2B
) =

1

2π
∫ S(ω)ejn

ω
2B

2πB

−2πB

dω 

   (20) 

 

Dunque, prendendo in considerazione l'espressione dei coefficienti della serie di 

Fourier data in precedenza e quest'ultima relazione scritta, possiamo sicuramente 

notare che i coefficienti cn sono legati ai campioni s(n/2B) del segnale s(t) secondo 

la relazione: 

 

cn =
1

2B
s(−

n

2B
) 

    (21) 

 

Il significato di quanto appena scritto è che una volta noti i campioni del segnale 

nel dominio del tempo s(t), diventano univocamente determinati anche i 

coefficienti della serie di Fourier cn e conseguentemente sarà determinato anche lo 

spettro S(ω). In definitiva appare evidente che dalla conoscenza dei campioni del 

segnale riportati nella relazione (19) è possibile risalire alla conoscenza del segnale 
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s(t) per qualsiasi istante. 

In quest’ottica risulta quindi interessante la descrizione, anche se sommaria, di 

come possa avvenire la ricostruzione del segnale s(t) a partire  dalla conoscenza dei 

suoi campioni s(n/2B). 

Partiamo dunque dal considerare il segnale s(t) come il risultato 

dell'antitrasformata del suo spettro, come riportato nella relazione (18), operando 

poi una sostituzione nella relazione che definisce la serie di Fourier (16) e tenendo 

conto di quanto espresso dall'ultima relazione scritta possiamo affermare che: 

 

s(t) =
1

2π
∫ [ ∑

1

2B
s(−

n

2B
)ejn

ω
2B

+∞

n=−∞

]ejωt

2πB

−2πB

dω 

  (22) 

 

Dalla quale poi operando un'inversione tra l'operatore sommatoria e quello 

integrale possiamo alternativamente scrivere: 

 

s(t) = ∑ s(
n

2B
)

1

4πB
∫ ejω(t−

n
2B

)

2πB

−2πB

+∞

n=−∞

dω = ∑ s(
n

2B
)
sen[2πB(t −

n
2B)]

2πB(t −
n
2B)

+∞

n=−∞

 

 (23) 

 

Nella quale è possibile individuare il termine richiamante la funzione sinc  tale che: 

 

sen(2πBt)

2πBt
= sinc(2Bt) 

    (24) 

 

Le espressioni appena ricavate mostrano che è possibile ottenere s(t) a partire 

dalla conoscenza dei suoi campioni centrati in n/2B sommando appunto 

opportunamente una successione di funzioni del tipo sinc, come sopra definito, 

centrate negli istanti di campionamento  tn=n/(2B)    n=0, ±1, ±2,..... L’impiego della 

funzione sinc consente un'operazione di interpolazione dei campioni tale da 
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ricostruire il segnale di partenza. 

Appare dunque evidente che l'operazione di ricostruzione del segnale s(t), viste le 

relazioni appena scritte, può essere senz'altro ricondotta ad un'operazione di 

filtraggio. Infatti, la funzione sinc assume lo stesso andamento della risposta 

impulsiva di un filtro passa-basso ideale rettangolare con pulsazione di taglio  2πB. 

Dall'ultima relazione scritta per definire s(t) possiamo pensare che tale segnale 

possa essere ottenuto anche passando attraverso la convoluzione della funzione 

sinc con la sequenza di campioni  s(n/2B), sequenza che può anche essere espressa 

nel modo seguente: 

 

∑ s(
n

2B
) ⋅ δ(t −

n

2B
)

+∞

n=−∞

 

    (25) 

 

giungendo dunque ad un'altra forma di espressione del segnale s(t) come di 

seguito riportato: 

 

𝑠(𝑡) = [ ∑ 𝑠(
𝑛

2𝐵
)𝛿(𝑡 −

𝑛

2𝐵
)

+∞

𝑛=−∞

] ∗ 𝑠𝑖𝑛𝑐(2𝐵𝑡) 

   (26) 

 

La quale rappresenta proprio l'espressione dell'uscita di un filtro passa-basso al cui 

ingresso è applicata la sequenza di campioni introdotta in (25). Già da quanto 

appena detto possiamo anticipare che nel dominio della frequenza l'operazione di 

ricostruzione del segnale può essere ricondotta ad un'operazione di filtraggio che 

estrae lo spettro S(ω) di s(t) proprio dallo spettro dei campioni. 

Possiamo quindi affermare che effettuando un campionamento con passo  τ≤1/2B 

(equivalentemente con frequenza di campionamento fc>2B) è sempre possibile 

ricostruire il segnale di partenza s(t). Viceversa non lo sarà se utilizziamo un passo 

di campionamento  τ>1/2B in quanto si incorrerebbe in una ricostruzione affetta da 

sovrapposizione degli spettri (fenomeno di aliasing) che ha come effetto 
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l'alterazione irreversibile del segnale. 

Il teorema del campionamento presentato e descritto fino a questo punto afferma 

che, dato un segnale a banda limitata, è sempre possibile ricostruirlo partendo 

dalla conoscenza dei suoi campioni ad intervalli 1/2B, il che significa che non sarà 

necessario essere a conoscenza dei valori di s(t) in ogni istante ma basterà 

conoscere il suo valore in corrispondenza di una successione di istanti discreti. 

A questo punto può essere quindi conveniente dare spiegazione della quantità di 

campioni necessari al fine di poter ricostruire il segnale di partenza con un certo 

grado di fedeltà. In tal senso dobbiamo osservare che dalla definizione del teorema 

di campionamento appena fornita è richiesto che il segnale in questione abbia 

spettro limitato in banda il che significa che non può annullarsi in nessun intervallo  

continuo di tempo ma al più in degli istanti temporali. Questo ci suggerisce che la 

conoscenza di s(t) per un arbitrario valore di t, diverso dagli istanti di 

campionamento, richiederebbe la conoscenza completa di tutti i campioni del 

segnale stesso che si estendono da –∞a +∞ notando che tutti i valori generati 

dalla sommatoria presente nella relazione (23) contribuiscono a “formare” il 

segnale s(t) nel corrispondente istante. 

In realtà però, come peraltro ben noto, tutti i segnali fisici hanno durata finita a cui 

è associato uno spettro effettivamente limitato (basti notare che la densità 

spettrale delle ampiezze di qualsiasi spettro converge a zero per ω→ ∞). Quindi, 

nel caso reale, si ha a che fare con segnali che hanno durata limitata sia nel 

dominio del tempo che della frequenza. 

Concettualmente considerare il segnale di durata limitata nel tempo significa, da 

un punto di vista matematico, troncare la sommatoria individuando la seguente 

relazione: 

 

s(t) = ∑ s(
n

2B
)sinc[2B(t −

n

2B
)]

+N

n=−N

 

   (27) 

 

E si ammette quindi che il segnale sia ricostruibile con sufficiente approssimazione 
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dalla sequenza 2N+1 campioni ovvero che la sua durata sia pari a: 

 

T = (2N + 1)
1

2B
 

    (28) 

 

Risulta ancora più interessante introdurre il teorema del campionamento fino qui 

illustrato con particolare riferimento al dominio delle frequenze e ad i segnali a 

banda relativa stretta in alta frequenza. 

Il campionamento di Shannon nel dominio della frequenza afferma che, 

considerato un segnale s(t) di durata finita T=t2-t1, il suo spettro S(ω) risulta 

completamente determinato se sono noti i valori dei suoi campioni equispaziati di 

un valore di frequenza ∆≤1/T. 

Infatti, lo spettro di S(ω) è data dalla seguente espressione: 

 

S(ω) = ∫ s(t)e−jωtdt

t2

t1

 

   (29) 

 

Dove possiamo sviluppare in serie di Fourier il segnale s(t) proprio nell'intervallo 

(t1,t2) ottenendo: 

 

s(t) = ∑ σne
jn

2π
T

t

+∞

n=−∞

 

   (30) 

 

Nella quale i coefficienti assumono il seguente valore: 
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σn =
1

T
∫ s(t)e−jn

2π
T

tdt

t2

t1

  

   (31) 

 

Da cui possiamo velocemente verificare che: 

 

σn =
1

T
S(2π

n

T
) 

     (32) 

 

nella quale individuiamo con S(2πn/T) i valori assunti dallo spettro S(ω) in 

corrispondenza delle frequenze: 

 

fn =
ωn

2π
=

n

T
(n = 0,±1,±2, . . . ) 

   (33) 

 

la conoscenza dei campioni dello spettro S(ω) ad intervalli di frequenza 1/T è del 

tutto equivalente alla conoscenza dei coefficienti riportati nella (30) e permette 

quindi di calcolare s(t). 

Risulta ancor più interessante la trattazione del campionamento se si considerano 

segnali in alta frequenza ed a banda relativa stretta ovvero segnali il cui spettro è 

nullo al di fuori di un intervallo di frequenze di larghezza B. In questo caso risulta 

che la massima frequenza dello spettro è f0+B/2, essendo f0 la frequenza di centro 

banda. Una volta determinata la massima frequenza del segnale si potrebbe 

applicare il teorema del campionamento tenendo conto del fatto che i campioni 

devono risultare equispaziati della quantità: 

 

τ =
1

2(f0 +
B
2)

 

     (34) 
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Con l'intervallo di campionamento appena definito è possibile ricostruire il segnale 

originale ma purtroppo non rappresenta la corretta interpretazione ed estensione 

del teorema di campionamento per quanto riguarda la spaziatura dei campioni. 

Infatti, se quanto affermato nella relazione (16) fosse vero, significherebbe che, 

considerando un segnale con spettro non nullo, anche nell'intervallo di frequenze 

(0, f0-B/2), questo potrebbe essere ricostruito a partire dallo stesso passo di 

campionamento ma per quanto appena detto sappiamo che non è così. 

Un tentativo semplice di comprendere come il teorema del campionamento possa 

essere generalizzato anche al caso di segnali passa banda a banda relativa stretta 

può esser fatto partendo dal considerare il seguente segnale: 

 

s(t) = a(t)cos[ω0t + θt(t)] 
   (35) 

 

di cui possiamo dare una rappresentazione complessa e successivamente 

considerare l'inviluppo complesso dello stesso giungendo dunque a scrivere s(t)  

nella forma seguente: 

 

s(t) = a(t)ejθ(t) 
    (36) 

 

che risulterà avere, per come è definito, lo spettro diverso da zero soltanto in 

banda base ovvero in (-B/2,B/2) su cui è sicuramente possibile applicare il teorema 

del campionamento e per quanto stabilito all'inizio del paragrafo l'intervallo di 

campionamento deve valere τ=1/B.  Il segnale ricostruito risulta esser determinato 

dalla seguente espressione: 

 

s(t) = ∑ a(
n

B
)cos[ω0t + θ(

n

B
)]

sen[πB(t −
n
B)]

πB(t −
n
B)

+∞

n=−∞

 

  (37) 
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Nel caso presentato, riguardante i segnali a banda relativa stretta in alta frequenza, 

l'intervallo minimo di campionamento risulta essere  τ=1/B dove B è 

rappresentativo della larghezza di banda del segnale e non della sua frequenza 

massima.  

L’ultima relazione risulterà utile nella comprensione dell'approccio numerico 

utilizzato nella teoria di base del riflettometro che verrà presentato nei successivi 

paragrafi. Infatti tale relazione rappresenta uno dei passaggi chiave del processo di 

elaborazione del segnale ricevuto.  

 

 

 

2.3 Il modello teorico 
 

Al fine di comprendere al meglio quelli che sono gli effetti dell'interazione 

dell'onda elettromagnetica con il materiale nel quale incide e successivamente 

penetra, possiamo considerare un problema semplificato come quello di un'onda 

piana di ampiezza unitaria incidente su di un mezzo con determinate 

caratteristiche dielettriche, ospitante a sua volta un ulteriore mezzo di 

caratteristiche dielettriche diverse. 

A tal proposito consideriamo dunque un'onda piana (cfr. Appendice I) nel dominio 

della frequenza proveniente dal vuoto: 

 

Einc(z, ω) = A ⋅ e−jβ0z 
    (38) 

 

dove, β0 rappresenta la costante di propagazione nello spazio libero. Tale onda 

piana risulta incidente normalmente all'interfaccia di una struttura multistrato 

come riportato nella figura seguente rappresentativa della geometria del problema 

(Figura 7). 
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Figura 7 – Modello teorico 

 

L'onda piana è dunque incidente su di una struttura rappresentativa stratiforme, il 

cui mezzo principale, di costante dielettrica εw, costante di propagazione  kw e 

impedenza caratteristica  Zw, ospita un ulteriore mezzo, di diverse caratteristiche 

elettromagnetiche, con costante dielettrica  εd, costante di propagazione  kd ed 

impedenza caratteristica  Zd. 

La grandezza di interesse, risulta essere il coefficiente di riflessione dal quale è 

possibile ricavare le informazioni relative a determinate caratteristiche fisiche ed 

elettromagnetiche della strutture su cui incide l'onda piana. Tale coefficiente di 

riflessione in corrispondenza della sezione z=0 del sistema geometrico considerato 

può essere espresso tramite la relazione seguente: 

 

Γ(0,ω) =
Γ0 + Γ1e

−2jkwd1 + Γ0Γ1Γ2e
−2jkdd2 + Γ2e

−2jkwd1e−2jkwd2

1 + Γ0Γ1e
−2jkwd1 + Γ1Γ2e

−2jkdd2 + Γ0Γ2e
−2jkwd1e−2jkwd2

      

(39) 

 

dove: 

 

Γ1 =
Z1 − ζ0
Z1 + ζ0

; Γ2 =
Z2 − Zw

Z2 + Zw
; Γ3 =

Z3 − Zd

Z3 + Zd
 

    (40) 



45 
 

 

risultano essere i coefficienti di riflessione alle interfacce z=0, z=d1 e z=d2;  ζ0 

rappresenta invece l'impedenza caratteristica del vuoto. Il coefficiente di riflessione 

appena introdotto risulterà essere una rappresentazione discreta dello spettro del 

corrispettivo coefficiente di riflessione nel dominio del tempo. Lo spettro sarà 

dunque limitato in una banda di frequenze compresa tra (fmin, fmax) determinata in 

basa alle prestazioni dell'analizzatore di reti utilizzato che nel nostro caso presenta 

una banda compresa tra 1 e 6 GHz. 

Alla luce di quanto introdotto e definito nel paragrafo relativo al campionamento 

ed alla ricostruzione dei segnali a banda relativa stretta, possiamo esprimere il 

coefficiente di riflessione nel dominio del tempo attraverso la seguente relazione: 

 

Γ(0, t) = ∑
1

T
∣ Γ(0,ω) ∣ cos[2πf0t + arg(Γ(0,ω))]sinc[2πB(t −

n

B
)] 

N

n=0

 

(41) 

 

Dove N, in questo caso, rappresenta il numero dei punti di misura dell’analizzatore 

di reti (VNA). 

Come primo caso di studio teorico e validazione del modello stesso abbiamo 

considerato quello di un'onda piana di ampiezza unitaria incidente su di un mezzo 

di costante dielettrica ε=2.5+j0.02 con il quale abbiamo voluto simulare un cavità di 

aria inserendo uno slab di costante dielettrica pari al vuoto. La cavità di aria si 

estende da 3 a 5cm (ovvero riferendosi alla Figura 8, d1=3 cm e d2=5 cm). Quanto 

appena descritto può essere rappresentativo del caso reale di una struttura in 

legno con basso contenuto relativo di umidità e con all'interno una cavità di aria. I 

risultati ottenuti, applicando le relazioni appena introdotte al mezzo stratificato 

considerato, sono riportati nella figura seguente: 
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Figura 8 – Caso slab di aria (εslab=1) 

 

I valori di profondità sono stati normalizzati al valore di costante dielettrica del 

mezzo principale. Nel caso inverso, ovvero di normalizzazione della profondità al 

valore di costante dielettrica del mezzo “ospitato”, in questo caso il vuoto, si 

sarebbe dovuto dividere la quota di profondità riferita al primo picco per la radice 

quadrata del valore di costante dielettrica del mezzo di cui è costituita l'inclusione. 

In realtà sarà sempre conveniente riferirsi al mezzo principale in quanto,attraverso 

specifiche misure, è possibile avere indicazioni sul valore che può assumere la 

costante dielettrica rendendo più semplice l'interpretazione dei dati ottenuti. 

Tornando all'analisi dei risultati ottenuti, nella figura sopra, è possibile individuare 

due picchi di ampiezza normalizzata al valore massimo, in corrispondenza proprio 

delle quote di profondità 3 e 8 cm dimostrando la validità dell'approccio anche se 

utilizzato per un modello semplificato. 

Sempre al fine di generalizzare lo studio è stato verificato anche il caso in cui il 

mezzo “ospitato” fosse un mezzo ad elevato contenuto di umidità. In questo caso si 
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è voluto rappresentare invece la stessa struttura in legno ma con all'interno 

un'intercapedine dello stesso materiale ma con una percentuale di umidità più 

elevata. Facendo un’analogia di questo caso con uno reale possiamo ricondurci ai 

frequenti eventi di infiltrazione di acqua all'interno delle strutture sia lignee che 

murarie. Le quote a cui si inserisce tale intercapedine rimangono invariate rispetto 

al caso precedente. I risultati ottenuti sono riportati nella figura seguente (Figura 

9). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 9 – Slab di materiale ad alto contenuto di umidità (εslab=25.0-j0.5) 

 

In questo caso, avendo ancora normalizzato rispetto alla costante dielettrica del 

mezzo principale notiamo che il secondo picco, quello relativo alla fine 

dell'intercapedine, viene a localizzarsi ad una quota di profondità maggiore rispetto 

a quanto ottenuto in Figura 8. Per riferire correttamente la quota del secondo picco 

del mezzo “ospitato” dobbiamo operare una normalizzazione di questa rispetto alla 

costante dielettrica di tale mezzo. Il valore del secondo picco letto nel grafico 

riportato nella figura sopra è circa 18 cm a cui dobbiamo togliere i 3cm della quota 

della prima interfaccia in modo da individuare l'estensione dell'inclusione pari a  15 

cm. Questa, a sua volta, dovrà essere divisa per la radice quadrata della costante 
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dielettrica del mezzo incluso che vale circa 25, ottenendo come risultato finale il 

valore corretto di 5 cm. Anche per questo modello di mezzo stratificato 

semplificato l’approccio idealizzato ha confermato di poter essere applicato a 

scenari simili la cui approssimazione sia appunto riconducibile al problema 

elettromagnetico appena presentato. 

 

Oltre alle informazioni appena fornite rispetto alla teoria di base del riflettometro a 

microonde, in questo paragrafo possiamo introdurre due parametri caratteristici 

della teoria radar. Infatti il modello, come già detto nell’introduzione, può essere 

assimilato ad un radar monostatico. 

I parametri a cui ci riferiamo sono la massima distanza non ambigua,  che 

indicheremo con 𝑅𝑚𝑎𝑥, la cui definizione deriva dal criterio del campionamento di 

Nyquist e che può essere espressa nel modo seguente: 

 

Rmax =
c0

4∆f√ε
 

     (42) 

 

Dove con ∆𝑓 si identifica la spaziatura dei campioni del coefficiente di riflessione 

nel dominio della frequenza. L’altra grandezza, che indicheremo invece con Dmax e 

che deriva dal criterio di Rayleigh, definisce la massima risoluzione in distanza: 

 

Dmax =
c0

2B√ε
 

     (43) 

 

Dove B rappresenta la larghezza di banda dell’analizzatore di reti vettoriale (VNA).  
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2.4  L'elemento radiante 
 

L'elemento radiante del sistema di indagine riflettometrico è rappresentato dalla 

transizione guida cavo coassiale tipo double ridged waveguide (modello WR-160). 

La scelta dell'elemento radiante ha rivestito un ruolo importante in quanto 

influenza notevolmente le capacità prestazionali del sistema di misura. Infatti, la 

scelta di questo tipo di elemento radiante è stata fatta al fine di garantire sempre il 

massimo adattamento di impedenza tra il trasmettitore e la struttura da 

investigare. In altre parole questo significa riuscire ad investigare la maggior parte 

dei materiali di interesse fino ad una profondità di 20-30 cm altrimenti 

irraggiungibile in caso di elevato disadattamento. Inoltre si è resa da subito 

necessaria la ricerca di un’antenna a banda larga in modo da poter investigare la 

struttura sotto test in un range di profondità relativamente ampio senza dover 

ricorrere all’utilizzo di elementi radianti diversi per coprire la banda di frequenza 

messa a disposizione dal trasmettitore (VNA). Inoltre, avere una banda larga offre il 

vantaggio di rilevare dettagli strutturali di piccole dimensioni. La transizione guida 

cavo utilizzata è riportata in figura sotto. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 10 – WR-160 

 

Diamo dunque alcune informazioni riguardo proprio le caratteristiche 

elettromagnetiche di questa transizione guida-cavo al fine di giustificare la scelta 



50 
 

fatta. Dal punto di vista elettromagnetico, le principali caratteristiche di questo tipo 

di guida sono le seguenti: 

 

 la propagazione del modo fondamentale TE10 

 la ridotta frequenza di cut-off 

 l'ampia larghezza di banda tra il modo fondamentale ed il primo modo 

successivo 

 ridotti valori di impedenza (se confrontati con una guida rettangolare di 

uguali dimensioni del tipo WR430 o WR229) 

 

Per il calcolo in forma chiusa dei parametri di interesse principali, quali lunghezza 

d'onda di cut-off, lunghezza d'onda in guida ed impedenza caratteristica, si fa 

riferimento al metodo della risonanza trasversa. Per la double ridged waveguide, al 

fine di semplificare l'analisi ma senza perdita di generalità, è stata considerata la 

seguente geometria approssimata: 

 

 

Figura 11 – WR-160 in sezione 

 

dove le grandezze in gioco sono di seguito elencate: 

 s=16,46 mm 

 w=13 mm 

 a=65,79 mm 

 b=30,61 mm 
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Il primo passo per affrontare l'analisi del comportamento dell'elemento radiante 

passa attraverso il calcolo della lunghezza d'onda di cut-off reso possibile 

attraverso l'utilizzo della seguente formula in forma chiusa: 

 

𝜆𝑐

= 2 ∗ (𝑎 − 𝑠)

∗ √1 +
4

𝜋
∗ (1 + 0,2 ∗ √

𝑏

𝑎 − 𝑠
) ∗ (

𝑏

𝑎 − 𝑠
) ∗ 𝑙𝑛(𝑐𝑠𝑐(

𝜋 ∗ 𝑤

2 ∗ 𝑏
)) + ((2,45 +

0,2 ∗ 𝑠

𝑎
)) ∗ (

𝑠 ∗ 𝑏

𝑤 ∗ (𝑎 − 𝑠)
) 

(44) 

per la relazione appena scritta ed in funzione anche dei parametri geometrici in 

gioco è possibile definire i seguenti intervalli di validità evidenziando un errore, per 

l'approssimazione considerata, inferiore all'1%: 

 

0,01 <
w

b
⩽ 1 ←→

b

100
< a < b 

 

0 <
b

a
< 1 ←→ 0 < b < a 

 

0 <
s

a
< 0,45 ←→ 0 < s < a ∗ 0,45 

 

Con tali parametri si ottiene una lunghezza d'onda di cut-off λc=18,20 cm, 

conseguentemente il valore di frequenza di cut-off risulta essere: 

 

fc =
c

λc
= 1,648GHz 

    (45) 

 

Facendo riferimento ad una banda di frequenza che si estenda da 1 a 6 GHz 

possiamo agevolmente calcolare prima la lunghezza d'onda in aria e poi la 

corrispondente lunghezza d'onda in guida attraverso le due relazioni seguenti: 
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λ0(f) =
c

f
 

     (46) 

 

λg(f) =
λ0(f)

√1 − (
fc
f
)2

 

     (47) 

 

Al fine di dare una rappresentazione della stessa lunghezza in guida e dare 

evidenza del cut-off possiamo osservare la figura seguente: 

 

 

Figura 12 – WR-160, frequenza di cut-off 

 

Il calcolo dell'impedenza caratteristica della guida passa invece attraverso il calcolo 

dell'impedenza caratteristica per frequenza infinita la cui forma chiusa è la 

seguente e ancora dipendente dai parametri geometrici oltre che dalla lunghezza 

d'onda di cut-off: 
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Z∞

=
120 ∗ π2 ∗ (

b
λc

)

(
b
w) ∗ sin(π ∗ (

s
b
) ∗ (

b
λc

)) + [(
B0

Y0
) + tan((

π
2) ∗ (

b
λc

) ∗ (
a − s

b
))] ∗ cos(π ∗ (

s
b
) ∗ (

b
λc

))
 

  (48) 

 

dove la suscettanza normalizzata è calcolabile tramite l'approssimazione di 

Marcuvitz: 

 

B0

Y0
=

2 ∗ b

λc
∗ ln[csc(

π ∗ w

2 ∗ b
)] 

     (49) 

 

A questo punto siamo in grado di calcolare l'impedenza caratteristica della guida 

double-ridge tramite la seguente relazione: 

 

Z0 =
Z∞

√1 − (
λ0

λc
)2

 

    (50) 

 

 

Il cui andamento in funzione della frequenza è riportato nel grafico seguente: 
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Figura 13 – WR-160, impedenza caratteristica 

 

Tale valore di impedenza caratteristica, riferito alla banda di frequenza 1-6 GHz, 

può essere facilmente confrontato con i valori di impedenza caratteristica dei 

materiali che compongono le strutture che più spesso ci troveremo ad investigare 

quali legno, malta, mattoni ecc. Al fine del massimo trasferimento di potenza 

all'interno della struttura, la scelta della transizione guida cavo WR-160 risulta la 

migliore se confrontata con quelle offerte dal mercato. A titolo esemplificativo 

dunque può essere utile dare dimostrazione della scelta confrontando l'impedenza 

caratteristica della nostra guida d'onda con quella di un mezzo ad esempio il legno 

con diverso contenuto di umidità. Di seguito è infatti riportato il grafico contenente 

l'andamento del valore di impedenza caratteristica del legno con contenuto di 

umidità del 5% e del 30 % nonché l'andamento dell'impedenza caratteristica della 

nostra guida d'onda e di un modello alternativo quale la WR229: 
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Figura 14 - Andamento  impedenze caratteristiche con  ZDRG impedenza della guida 

WR-160 

 

Come evidenziato nel grafico (Figura 14), la guida d'onda scelta per questo tipo di 

attività (indicata come ZDRG) offre, al di spora della frequenza di cut-off, un valore 

di impedenza caratteristica simile a quella del legno nei due casi riferiti ai diversi 

contenuti di umidità consentendo un'indagine del materiale ligneo sempre 

efficiente a differenza di quanto offerto dal modello WR229. Questo significa che in 

ogni caso riusciremo a trasferire all'interno della struttura sotto indagine l'energia 

sufficiente a raggiungere la profondità di indagine di circa 20-30 cm. 

 

 

 

2.5 Test di laboratorio e prove in situ 
 

In questo paragrafo verranno presentati sia i risultati della valutazione del sistema 

di indagine su campioni di strutture lignee in laboratorio che quelli ottenuti 

durante una prima prova in “cantiere”. 
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2.5.1 Primo test in laboratorio 
 

Un primo test di valutazione della bontà del sistema è stata effettuato durante una 

verifica in laboratorio che ha previsto l'impiego di un provino di trave di “abete 

bianco” al cui interno è stata ricavata una “tasca” allo scopo di simulare una cavità 

di aria (Figura 15). 

 

 

Figura 15 – Campione trave con tasca 

 

Come riportato anche in Figura 15, la cavità ha una lunghezza di 20 cm, un'altezza 

di 5 cm ed una profondità di circa 5 cm. L'inizio della cavità risulta ad una 

profondità diversa rispetto alla superficie da cui si effettua l'investigazione della 

trave. In particolare indicando con A la superficie superiore troveremo l'inizio della 

cavità ad una profondità di circa 3 cm mentre, da quella inferiore, che indicheremo 

con B, troveremo l'inizio della cavità a circa 7 cm. In corrispondenza della superficie 

posteriore si nota la presenza di un “nodo”, il quale, dal punto di vista 

elettromagnetico, rappresenta una forte disomogeneità nel materiale in grado di 
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attenuare in maniera più che sensibile la propagazione dell'onda al proprio interno. 

Per stimare il valore della costante dielettrica del materiale sotto test è stato 

utilizzata una sonda coassiale (metodo del coassiale troncato), ed il valore ottenuto 

è risultato frutto proprio della disomogeneità del materiale ed anche sinonimo di 

una fibra legnosa forse ancora umida. E’ stato preso come riferimento per la 

costante dielettrica il valore εr=3 risultato del valor medio di una serie di 

misurazioni effettuate con il metodo SUSI sulla superficie della trave. 

La misura è stata effettuata step-by-step lungo la mezzeria della trave campione, 

prima rispetto alla superficie A e successivamente rispetto alla superficie B; le 

misure vengono effettuate senza sovrapposizione delle posizioni assunte 

dall’elemento radiante e con una distanza tra una posizione e la successiva di circa 

0,5 cm; l'elemento radiante non risulta a contatto con la superficie al fine di 

migliorare il trasferimento di potenza all'interno della struttura e dunque 

incrementare la profondità di indagine. La banda di frequenza utilizzata per questo 

test si estende da 1.5 GHz a 6 GHz. 

I risultati ottenuti sono riportati nelle “slice” seguenti, che si riferiscono al piano 

trasversale alla superficie della trave stessa: 
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Figura 16 – Slice campione trave superficie A 

 

Nella Figura 16 in falsi colori è stata evidenziata la possibile posizione della cavità, 

di cui adesso daremo giustificazione. Le dimensioni lungo l'asse trasversale sono 

già state normalizzate rispetto alla costante dielettrica del mezzo (εr = 2.5). 

Dunque, come evidenziato in figura sopra, possiamo individuare la prima 

interfaccia di transizione legno-aria, corrispondente cioè all'inizio della cavità 

artificiale, ad una quota di profondità di circa 3 cm del tutto in linea con quanto 

riportato nell'immagine descrittiva della trave riportata in Figura 15 . La seconda 

interfaccia, in corrispondenza della transizione aria-legno, rappresenta il termine 

della cavità di aria artificiale e può essere individuata attorno ai 7 cm. In questo 

caso, rispetto alle dimensioni reali, si commette l’errore di circa 1 cm nella 

localizzazione della seconda interfaccia. Per quanto riguarda invece la larghezza 

della tasca possiamo affermare, come visibile, che siamo attorno ai 18 cm contro i 

20 cm di dimensione reale. Questo scostamento è senz’altro dovuto all’errore di 

posizionamento dell’elemento radiante rispetto alla distanza tra misure successive 

che ricordiamo avevamo stabilito essere di 0.5 cm. 

Cavità artificiale 
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Sempre continuando ad osservare il grafico dei risultati ottenuti, possiamo 

affermare che le “bande” rosse relative ai primi 2 cm della “slice”  rappresentano le 

fessurazioni del legno presenti nella superficie ed all’interno della trave. Le 

dimensioni delle fessurazioni del legno in superficie in questo caso erano si visibili 

ma di piccola entità, viceversa nella superfice opposta, che abbiamo indicato con B, 

le dimensioni di tali fessurazioni risultano non trascurabili e ben visibili ad occhio 

nudo (Figura 17). Sempre facendo riferimento all’indagine della trave campione 

condotta dalla superficie B c’è da aggiungere che in questo caso ci siamo trovati ad 

operare con un’ulteriore difficoltà rappresentata dalla presenza di un  nodo del 

legno che ha reso la misura ancor più “difficoltosa”. I risultati ottenuti da 

quest’ultima scansione, come vedremo, non sono stati certo confortanti come nel 

caso dell’indagine condotto dalla superfice A di cui abbiamo appena fornito e 

discusso i risultati. Ad ogni modo anche quest'ultima prova ha rappresentato un 

buon indicatore prestazionale del sistema di indagine a microonde in quanto, ha 

permesso di avere una prima indicazione di quelli che possono essere i limiti di 

operabilità del sistema stesso. 

 

 

 

Figura 17 – Dettagli strutturali della trave 
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I risultati ottenuti dalle misure effettuate su questa superficie sono riportati in 

Figura 18. 

 

 

Figura 18 - Slice campione trave superficie B 

 

Osservando la slice quello che possiamo fare è solo ipotizzare la presenza della 

prima discontinuità corrispondente all'inizio della cavità evidenziata dalla linea 

rossa tracciata sull'immagine di Figura 18; la quota a cui si colloca questa prima 

interfaccia è, sempre tenendo conto della normalizzazione alla costante dielettrica 

di riferimento, a circa 5-5.5 cm risultando in questo caso affetta da un errore di 

circa 1.5-2 cm rispetto alle quote reali. Questo errore è presumibilmente dovuto al 

fatto che in questa sezione del materiale la costante dielettrica si scosta 

sensibilmente da quella considerata per la normalizzazione delle distanze, che vale 

2.5, e molto probabilmente questo avviene leggermente più in profondità e 

testimonia un’elevata disomogeneità del materiale proprio in termini di costante 

dielettrica. Il significato di uno scostamento così evidente della costante dielettrica 
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è dovuto verosimilmente al fatto che su questa superficie del legno sono presenti 

crepe di dimensioni considerevoli se comparate alla lunghezza d'onda in gioco. 

Infatti, appare evidente  la presenza delle fessurazioni in superficie riferibili alla 

prima “banda” rossa presente lungo tutta l'asse longitudinale del grafico. In 

corrispondenza della quota di 2cm, a 20 cm lungo l'asse longitudinale, si osserva 

una riduzione di tale “banda” con una piccola curvatura, questa è dovuta al fatto 

che la fessurazione a tale profondità si riduce incontrando poi il nodo del legno 

visibile anche nella figura della sezione della trave (Figura 15) .  

Alla luce dei risultati ottenuti da questo primo test abbiamo potuto concludere che 

il sistema di indagine è sicuramente capace di individuare disomogeneità e 

variazioni strutturali a patto, almeno con l'hardware attuale, che la struttura possa 

essere sempre considerata in prima approssimazione una stratificazione di mezzi 

diversi senza presentare cioè, come nel caso delle fessurazioni superficiali della 

trave in legno, variazioni strutturali marcate.  In questo caso ne va a discapito della 

capacità di penetrazione dell'onda nel materiale stesso e allo stesso tempo alla 

capacità di risoluzione e dunque descrittiva rispetto agli strati sottostanti la 

superficie. L'effetto appena descritto risulta strettamente legato al fatto che le 

misure vengono effettuate in campo vicino quindi eccessive variazioni strutturali in 

prossimità dell’elemento radiante concorrono ad una deformazione del campo 

elettromagnetico che in certe condizioni, come ad esempio in presenza di una 

rugosità eccessiva, possono limitare pesantemente le capacità prestazionali del 

sistema di indagine. 

 

2.5.2 Secondo test di laboratorio 
 

A seguito al primo test, presentato nel precedente paragrafo, è stato effettuato un 

secondo test, in collaborazione con l'istituto IVALSA  (Istituto per la Valorizzazione 

del Legno e delle Specie Arboree) del CNR (Consiglio Nazionale delle Ricerche), su 

di un campione di trave in legno proveniente da una vecchia struttura 

architettonica.  

La trave presenta un decadimento strutturale dovuto all'invecchiamento del legno 
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associato ad un deterioramento dovuto, come riferito dagli stessi ricercatori 

IVALSA, ad un attacco fungineo molto probabilmente favorito da un eccessivo 

contenuto di umidità. Il campione di trave è riportato nella figura sottostante 

(Figura 19) 

 

 

Figura 19 – Campione trave con decadimento strutturale 

 

In Figura 19 sono stati evidenziati due elementi principali, allo scopo di facilitare la 

comprensione dei risultati che saranno presentati, ovvero la cavità e la presenza di 

un elemento metallico nella parte superiore. 

Le dimensioni della trave (Figura 19) sono riportate nelle tavole di seguito : 
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Figura 20 – Sezione trave  

 

Figura 21 – Sezione Trave 

 

 

Figura 22 – Sezione trave 

 

Preventivamente, sempre a cura dell'istituto IVALSA, sono state effettuate delle 

valutazioni di integrità strutturale attraverso l'utilizzo di un resistografo, un trapano 

dotato di una punta fine dalla quale è possibile valutare la resistenza di 

penetrazione nel materiale e da questa capire lo stato di salute del materiale 

ligneo; nota curiosa, nonostante le apparenze, il metodo resistografico è 

considerato allo stato dell'arte un sistema diagnostico non distruttivo nonostante 
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alteri, anche se lievemente, lo stato del campione. 

I risultati forniti dalla valutazione condotta con il resistografo hanno configurato 

all'interno della trave in legno una condizione di degrado delle fibre del legno 

sostanzialmente estesa a gran parte della trave stessa come possono testimoniare 

l'immagine riportata di seguito (Figura 24) in cui l'area tratteggiata in rosso 

evidenzia proprio la porzione di struttura affetta da decadimento. Dalla stessa 

immagine è possibile anche trarre idea della conformazione della tasca e della 

posizione e profondità del corpo metallico. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 23 – Metodo resistografico 
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Figura 24 – Risultato della misura con resistografo 

 

Le misure con il nostro sistema di indagine sono state effettuate sulla superficie “P” 

(Figura 21). La superficie indagata coincide con quella su cui è stata eseguita la 

prova con il resistigrafo come riportato in Figura 23. 

La misura è stata effettuata sull'intera superficie della trave senza sovrapposizione 

di punti di misura e con una distanza tra i punti di misura di circa 0,5 cm. I valori del 

coefficiente di riflessione misurati sono stati poi normalizzati ad un valore di 

costante dielettrica di εr =2.5, valore ottenuto come media delle misure effettuate 

con lo strumento SUSI in più posizioni della trave campione. 

Il risultato ottenuto è riportato nell'immagine seguente Figura 25: 
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Figura 25 – Risultato della misura 

 

Come si può osservare dall'immagine in falsi colori, si nota subito la presenza 

dell'elemento metallico ad una quota di profondità di circa 7 cm (per x=75 cm), 

valore congruente con quanto riportato nel disegno tecnico della trave stessa. Da 

notare, sempre facendo riferimento al corpo metallico, l'effetto del cono d'ombra 

esercitato dallo stesso il quale riflette, essendo un conduttore elettrico perfetto, 

tutta l'energia incidente su se stesso limitando così l'investigazione in profondità. 

L'inizio della cavità di aria è individuabile ad una quota di profondità di circa 7 cm 

(per x pari a circa 60 cm), anch'essa in linea con quanto riportato nei disegni 

tecnici, estendendosi fino ad una profondità di circa 23 cm contro i 24 cm del 

valore reale riportato nel disegno tecnico. La distanza tra la fine della cavità di aria 

ed il termine della trave  risulta poi essere di circa 7 cm nuovamente in linea con 

quanto riportato nei disegni tecnici. Osservando ulteriormente il grafico del 

risultato è possibile osservare attorno alla quota di 90 cm lungo l'asse longitudinale 

e ad una profondità di circa 5-10 cm un'altra regione di colore rosso intenso, 

rappresentativa di un'area ad elevato deterioramento in accordo con quanto 

rilevato dal test con il resistografo. In tal senso si possono osservare altre aree ben 

delimitate nel grafico di colore dal giallo al rosso meno intenso, tutte 
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corrispondenti a zone dove è stata rilevata una diversa resistenza al test del 

resistografo. Allo stesso modo la parte di grafico a destra della cavità non evidenzia 

eccessive disomogeneità, il colore è quasi un blu uniforme, infatti in questa 

porzione di trave anche il resistografo non aveva rilevato decadimento degno di 

nota come testimonia il grafico ottenuto dal test. 

Sempre riferendosi alla stessa porzione di grafico non si ha però evidenza della fine 

della trave che peraltro, come detto, si trova ad una profondità di circa 38 cm. 

Questo può essere dovuto al fatto che sia il decadimento che il corpo metallico 

contribuiscono in questa parte della struttura ad una forte attenuazione della 

propagazione. In ogni caso il nostro obiettivo, come già ripetuto nei paragrafi 

precedenti, è l'investigazione delle strutture fin ad un massimo di 20-30 cm ben al 

di sotto dei 38 cm riferiti al termine della trave. 

Anche questa seconda prova ha evidenziato le potenzialità del metodo 

riflettometrico di indagine strutturale studiato e messo a punto durante l'attività di 

ricerca. Sostanzialmente i risultati forniti risultano in linea con quelle che sono le 

caratteristiche geometriche della struttura ed anche con quanto rilevato dall'altro 

strumento diagnostico in opera sulla stessa trave ovvero il resistografo. 

 

2.5.3 Prima prova in campo, il cantiere 
 

A seguito dei risultati confortanti ottenuti dalle prove in laboratorio ci è stata 

offerta, dall'Opificio delle Pietre Dure, la possibilità di testare il sistema a 

microonde come strumento di indagine preliminare a supporto di un intervento di 

restauro di una volta affrescata con sospetto distacco. L'opera in questione è un 

affresco di Pietro da Cortona, “Allegoria della quiete” (anno 1643), situato in 

Palazzo Venturi Ginori a Firenze. L’opera, con aggiunti alcuni riferimenti geometrici, 

è riportata in Figura 27 (le dimensioni riportate in figura sono in cm). Prima 

dell'inizio dell'attività di misura i restauratori hanno fornito informazioni riguardo a 

quelle che secondo loro erano le aree più a rischio distacco ed alcune informazioni 

preliminari riguardo ai possibili materiale che potevano comporre l'intera volta. Il 

modello idealizzato per la stratificazione della struttura è riportato nella figura 
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(Figura 26). 

 

Figura 26 – Ipotesi (dei restauratori) sulla stratificazione della volta 

 

 

Figura 27- Pietro da Cortona, “Allegoria della quiete” con riferimenti circa le 
dimensioni 

 

Viste le dimensioni considerevoli dell'opera (355x230 cm), l'operazione di misura è 

stata piuttosto consistente, infatti, sono state effettuate 22 scansioni, ognuna delle 

quali composta da 31 step distanziati 11 cm l’uno dall’altro in senso longitudinale. 

Tutte le scansioni sono state eseguite non a contatto (0.5 cm di distanza dalla 
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superficie). In questo caso il valore della costante dielettrica di riferimento, 

misurato con il metodo della sonda coassiale, risulta essere circa ε=2. Inoltre i 

restauratori hanno messo a disposizione un endoscopio con cui è stato possibile 

confrontare la reale struttura della volta con i risultati ottenuti con il nostro 

strumento di indagine; infatti per una parte della struttura, per i restauratori è 

stato possibile sfruttare dei piccoli fori già esistenti sull’intonaco dell'affresco per 

studiare la composizione della stratificazione ed, in particolare per una di queste 

aree, è stato possibile misurare effettivamente il distacco e confrontarlo con i 

risultati ottenuti. A tal fine sono riportate di seguito le due slice – slice 15 e 25 in 

Figura 28 - per le quali è stato possibile effettuare il confronto con il metodo 

endoscopico e che si riferiscono alle parti di opera con distacco più marcato.   
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Figura 28 – Risultati della misura 

 

Iniziamo dall'analisi della prima “slice” nella quale è possibile individuare la prima 

interfaccia ovvero quella relativa al passaggio da mezzo aria ad intonaco (le misure 

vengono effettuate non a contatto). In seguito è possibile osservare una seconda 

interfaccia lungo tutta l'asse longitudinale del grafico, attribuibile al cambio di 

materiale da intonaco a mattoni della volta (per una profondità di circa 3 cm) per 

passare all'ultima, quella più in profondità, che si riferisce al cambio di interfaccia 

tra mattoni della volta e massetto della volta (per una profondità di circa 4 cm). 

La porzione di grafico evidenziata alla fine, rappresenta l'entità del distacco che 

risulta essere tra 1 ed 1.5 cm in entrambi i casi. In corrispondenza delle porzioni di 

grafico riguardanti il distacco, si nota inoltre che la prima interfaccia, relativa 

all'inizio dello strato di intonaco, non risulta lineare come le altre ma subisce, in 

corrispondenza del distacco, un effetto di rilassamento. Questo fenomeno avviene 
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tipicamente agli intonaci a seguito di distacco. 

Come già accennato, questa prova, ovvero la misura dell’entità del distacco con il 

riflettometro, è stata verificata confrontando i dati ottenuti tramite l’utilizzo 

dell’endoscopio. Quest’ultimo ha confermato l’entità del distacco, pari a circa 1cm, 

come testimoniano anche le immagini seguenti: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 29 – Entità del distacco misurata con endoscopio 

 

 

Grazie all'occasione di operare in campo che ci ha offerto l'Opificio delle Pietre 

Dure, è stato possibile mostrare ancor più chiaramente le potenzialità dello 

strumento di indagine studiato ed in fase di sviluppo. L'operazione di misura 

effettuata sulla volta affrescata ha inoltre messo in luce le caratteristiche di 

portabilità dello strumento e di facilità di utilizzo in quanto l'intera operazione, 

trattandosi di una volta, è stata effettuata su di un ponteggio che può 

rappresentare sicuramente un ostacolo per tanti altri mezzi e metodi diagnostici. 
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Capitolo 3: Il metodo radar FMCW 
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3.1 Introduzione 
 

In questa parte dell'elaborato di tesi sarà presentato lo studio, anche se 

preliminare, di un sistema di indagine strutturale basato sull'utilizzo di un modulo 

radar FMCW (Frequency Modulated Continuous Wave),  operante in banda X. 

Lo scopo dell'attività rimane quello di studiare nuovi possibili metodi di indagine in 

grado di essere robusti, semplici da utilizzare ed allo stesso tempo che permettano 

di investigare la struttura anche nella porzione immediatamente prossima alla 

superficie. Diversamente da quanto avvenuto con il metodo riflettometrico, 

l'attività riguardante il radar FMCW è arrivata, come già detto, soltanto alla fase 

preliminare ed è stato possibile effettuare un solo test in laboratorio su di una 

struttura semplificata. Ad ogni modo, nonostante questo studio rappresenti solo il 

primo passo per una valutazione approfondita della possibilità di utilizzare tale 

sistema come strumento di indagine, i risultati forniti risultano senz’altro 

interessanti. 

Attualmente i radar FMCW trovano largo impiego in ambito automotive, marittimo 

e, più in generale, in quello industriale, infatti, possono essere usati ad esempio 

come misuratori di livello piuttosto che come rilevatori di ostacoli da inserire a 

bordo dei veicoli. Il loro crescente utilizzo è legato soprattutto alla semplicità di 

funzionamento e ad un prezzo sul mercato sempre più competitivo. 

Il modulo utilizzato durante questa fase sperimentale preliminare è il seguente: 

 SiversIMA RS3400X/00  con banda estesa da 9.250 GHz a 10.750 GHz; 
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Figura 30- SiversIMA RS3400X 

 

3.2 Principio di funzionamento del Radar FMCW 
 

I Frequency Modulated Continuos Wave (FMCW) sono radar ad onda continua 

modulata in frequenza e nascono come naturale evoluzione del radar ad onda 

continua. Dalla modulazione di tale onda continua  si riescono infatti ad ottenere 

informazioni riguardo la posizione del target. Nel nostro caso, quello che abbiamo 

appena definito in generale come target, sarà dunque rappresentato dalle varie 

interfacce che compongono la struttura sotto indagine. 

In generale, le modulazioni utilizzabili da applicare sull'onda continua risultano 

essere tipicamente le seguenti forme d'onda (l'onda trasmessa dal radar FMCW è 

solitamente detta 'chirp'): 

 Dente di sega 

 Triangolare 

 Sinusoidale 

 Quadratica 

Dal punto di vista circuitale i moduli radar possono prevedere l'utilizzo di due 
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antenne, una trasmittente ed una ricevente, oppure di una singola antenna facente 

funzione sia da trasmettitore che da ricevitore. Nella figura seguente è data una 

rappresentazione dello schema a blocchi di principio di un radar FMCW a singola 

antenna che è peraltro la soluzione da noi utilizzata durante l’attività di ricerca. 

 

 

 

Figura 31 - FMCW 

 

Al fine di dare una breve presentazione del principio di funzionamento di un radar 

FMCW possiamo considerare, per semplicità, una modulazione lineare con un 

andamento della frequenza crescente rispetto al tempo come riportato nella figura 

sotto: 
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Figura 32 -  Modulazione lineare della frequenza 

 

La retta marcata con 1 si riferisce al segnale trasmesso con una determinata 

frequenza ftx(t). Prendiamo adesso il caso in cui il radar si trovi ad irradiare in 

presenza di un ostacolo che potrebbe essere l'interfaccia tra due mezzi di 

caratteristiche elettromagnetiche diverse. Una volta che l'onda sarà stata irradiata 

inciderà sull'ostacolo venendo in parte riflessa, come si vede dal segnale eco 

riflessa presente nel grafico di Figura 32, per giungere nuovamente al ricevitore 

dopo un certo tempo detto anche tempo di volo. Considerando l'ostacolo 

stazionario possiamo esprimere tale tempo attraverso la seguente relazione: 

 

τ =
2R

c
 

     (51) 

 

dove  c è la velocità della luce.  
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Per l’esempio considerato ci aspettiamo che il segnale ricevuto sia una copia esatta 

di quello trasmesso, a meno del ritardo temporale τ. Una volta posti entrambi i 

segnali, trasmesso e ricevuto, in ingresso al mixer quello che otterremo in uscita è 

il risultato del battimento tra i due segnali considerati ovvero un terzo segnale con 

frequenza costante fd. Attraverso la definizione di tale frequenza è poi possibile 

risalire alla posizione dell'ostacolo attraverso una misura della distanza tra il radar e 

l'ostacolo stesso utilizzando la seguente relazione: 

 

fd =
2R

c
⋅
∂ftx
∂t

 

     (52) 

 

Quanto fino ad ora presentato è valido solo da un punto di vista esemplificativo, in 

realtà non sarà possibile far variare la frequenza del segnale modulato in modo 

lineare e crescente all'infinito; proprio per questo motivo, nel caso reale vengono 

utilizzate le modulazioni introdotte all'inizio del paragrafo. 

 A titolo esemplificativo andremo a considerare una modulazione del tipo dente di 

sega e  a riformulare i concetti appena espressi.  

Iniziamo con il definire il segnale trasmesso attraverso la seguente relazione: 

 

stx(t) = Atxcos(2πftxt + θ0) 
    (53) 

 

dove Atx identifica l'ampiezza del segnale trasmesso e θ0 rappresenta invece la fase 

iniziale dello stesso segnale. La frequenza ftx, come detto, dovrà variare 
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linearmente rispetto al tempo e sarà esprimibile attraverso la seguente relazione: 

 

ftx = f0 + kft t      ,0 ⩽ t ⩽ T 
(54) 

 

dove con f0 indichiamo la frequenza iniziale, con T indichiamo il periodo della 

forma d'onda dente di sega e con kf  facciamo riferimento invece alla pendenza  del 

fronte di salita del segnale dente di sega, definito come il rapporto tra la larghezza 

di banda BW ed il periodo T (kf =BW/T) e che fornisce anche un’informazione circa 

la velocità con cui stiamo conducendo la “spazzolata in frequenza”. 

 

 

Figura 33 - Segnale tempo-frequenza trasmesso 

 

Anche in questo caso ci poniamo nella condizione di presenza di singolo riflettore e 

come fatto in precedenza possiamo suppore idealmente che il segnale ricevuto sia 

una replica di quello trasmesso a meno di un ritardo 𝜏 (Figura 34).  
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Figura 34 - Segnale tempo-frequenza trasmesso e ricevuto 

 

Il segnale ricevuto sarà dunque esprimibile attraverso la seguente relazione: 

𝑠𝑟𝑥 = 𝐴𝑟𝑥𝑐𝑜𝑠 [2𝜋𝑓𝑟𝑥(𝑡 − 𝜏)] 
    (55) 

 

Quindi, alla luce di quanto appena affermato al riguardo del segnale ricevuto, 

possiamo dire che la frequenza dello stesso segnale ricevuto varierà linearmente 

secondo la seguente relazione: 

frx = f0 + kft (t − τ)      ,0 ⩽ t ⩽ T 
(56) 

 

A questo punto è facile dimostrare che in uscita dal mixer avremo il segnale 

risultato del prodotto del segnale ricevuto e di quello trasmesso, infatti: 

𝑠𝑚𝑖𝑥(𝑡) = 𝑠𝑡𝑥 ⋅ 𝑠𝑟𝑥 = 𝐴𝑡𝑥𝐴𝑟𝑥𝑐𝑜𝑠(2𝜋𝑓𝑡𝑥𝑡)𝑐𝑜𝑠(2𝜋𝑓𝑟𝑥𝑡)

=
𝐴𝑡𝑥𝐴𝑟𝑥

2
[𝑐𝑜𝑠(2𝜋(𝑓𝑡𝑥 + 𝑓𝑟𝑥)𝑡) + 𝑐𝑜𝑠(2𝜋(𝑓𝑡𝑥 − 𝑓𝑟𝑥)𝑡)] 

  (57) 

 

A questo punto sul segnale in uscita dal mixer viene effettuata un’operazione di 

filtraggio di tipo passa basso che ha come effetto quello di eliminare i termini in 
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alta frequenza ovvero il primo termine coseno all'interno delle parentesi quadre.  

Dunque l'espressione del segnale di uscita può essere riformulato nel modo 

seguente: 

 

𝑠𝑜𝑢𝑡(𝑡) =
𝐴𝑡𝑥𝐴𝑟𝑥

2
𝑐𝑜𝑠(2𝜋𝑘𝑓(𝑓𝑡𝑥 − 𝑓𝑟𝑥)𝑡) 

  (58) 

 

Andando adesso a considerare la differenza ftx-frx ,per come sono state definite 

rispettivamente le due grandezze, possiamo porre:  

𝑓𝑜𝑢𝑡 = 𝑓𝑡𝑥 − 𝑓𝑟𝑥 = 𝜏 𝑘𝑓 =
2𝑅 𝐵𝑊

𝑣𝑓 𝑇
  

   (59) 

 

dove R è ancora la distanza tra ostacolo e radar mentre vf esprime la velocità di 

fase dell'onda all'interno del mezzo in cui si trova a propagarsi (ricordo che nel caso 

del vuoto la velocità di fase coincide con la velocità della luce c).  

Da quest’ultima relazione scritta è infine possibile ricavare un’espressione che lega 

la distanza R del target ai parametri radar e del mezzo di propagazione:  

𝑅 =
𝑓𝑜𝑢𝑡𝑣𝑓𝑇

2𝐵𝑊
 

    (60) 

 

Dal punto di vista pratico l’operazione di localizzazione del picco sarà resa possibile 

dal passaggio del segnale, riportato nella relazione (58), dal dominio del tempo a 

quella della frequenza. Infatti, lo spettro del segnale appena considerato, risulterà 

costituito da un picco centrato sulla frequenza fout dalla quale, utilizzando la 
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relazione (60), sarà possibile ricavare la distanza del target. Essendo i segnali in 

questione tempo discreti il passaggio dal dominio del tempo a quello della 

frequenza, necessario per la valutazione dello spettro, sarà reso possibile 

attraverso la Trasformata Discreta di Fourier (DFT). 

Ancora una volta, come fatto peraltro con il sistema riflettometrico, possiamo 

definire le capacità prestazionali del radar, ovvero l’accuratezza nella misura della 

distanza del target, attraverso appunto la definizione della massima risoluzione, 

ancora data dal criterio di Rayleigh: 

 

Dmax =
c0

2B√ϵ
 

 (61) 

 

Ricordando che la banda B in questo caso vale 1.5 GHz ed ipotizzando come mezzo 

il vuoto, possiamo facilmente ricavare che il valore di risoluzione risulta 10 cm. Per 

quello che è lo scopo applicativo di tale sistema di indagine il valore ottenuto 

risulta effettivamente esagerato rispetto all’ obiettivo di investigazione che prevede 

appunto una capacità risolutiva di almeno 1-2 cm. Quanto appena detto significa 

che la disponibilità di banda del sistema radar è limitata rispetto a quanto 

effettivamente necessario per condurre test investigativi secondo quanto richiesto 

dal nostro obiettivo. La limitatezza di banda come abbiamo detto rappresenta 

quindi un vincolo rispetto alla risoluzione massima ottenibile dal sistema radar in 

quanto operando, sul segnale digitale fornito dal modulo radar, il calcolo della DFT 

si può incorrere nel fenomeno comunemente noto come “spectral leakage” di cui 

daremo una descrizione nel successivo paragrafo. 
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3.3 Leakage Spettrale 

 
Come già accennato nel paragrafo precedente,  il segnale in uscita dal modulo 

radar e dal cui spettro vorremmo ricavare le informazioni circa la posizione del 

target, risulta essere campionato nel tempo e non continuo. In generale un segnale 

campionato può essere espresso nel seguente modo: 

 

𝑠(𝑘𝑇𝑝) = 𝐴0sin (2𝜋𝑓0𝑘𝑇𝑝 + 𝜑0) 

 (62) 

 

Dove Tp è il passo di campionamento ovvero il reciproco della frequenza di 

campionamento Fp la quale dovrà essere scelta in modo da rispettare il teorema 

del campionamento di Nyquist al fine di evitare il fenomeno dell'aliasing ovvero la 

sovrapposizione delle repliche spettrali. Il termine k è invece un numero intero.  

Dal momento che il segnale non è continuo anziché usare la trasformata di Fourier 

sarà necessario utilizzare la DFT ovvero l’equivalente della trasformata continua di 

Fourier nel dominio discreto. Applicando la DFT al nostro caso avremmo a che fare 

con un numero limitato N di campioni su cui applicare la trasformata discreta 

definita come: 

 

 

S(nF) = ∑ Tps(kTp)exp
−j2πnTpnF

k0+N−1

k=k0

 

(63) 
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Dove k0 è l’istante iniziale di campionamento, F identifica la risoluzione spettrale 

definita nel modo seguente: 

𝐹 =
𝐹𝑝

𝑁
=

1

𝑁𝑇𝑝
 

 (64) 

La limitatezza della sommatoria a valori finiti può essere proprio ricondotta ad 

un'operazione di “finestratura” del segnale nel dominio del tempo. Possiamo 

quindi definire la durata di tale finestra come: 

𝑇𝑤 =
𝑁

𝐹𝑝
= 𝑁𝑇𝑝  

(65) 

 

 Tale operazione di finestratura, ovvero l'osservazione 'finita' del segnale nel 

dominio del tempo, corrisponde ad una discretizzazione dello spettro dato che 

l'espressione appena data per la DFT risulta essere una funzione complessa.  

Consideriamo adesso un generico segnale nel dominio del tempo s(t), di spettro 

S(f), e cerchiamo di riassumere i passi necessari al calcolo della DFT (Discrete 

Fourier Transform) e di valutare gli effetti di questa in entrambi i domini tempo e 

frequenza. Per come abbiamo definito l'operatore DFT, possiamo individuare come 

prima operazione quella del campionamento a frequenza Fp del segnale s(t). Tale 

operazione, nel corrispondente dominio della frequenza, si traduce in una 

ripetizione periodica dello spettro.  Il risultato ottenuto è la naturale conseguenza 

del teorema del campionamento di Nyquist. Ritornando alla descrizione dei 

passaggi che concorrono all'esecuzione dell'operazione di DFT, proseguiamo 

dicendo che a seguito del campionamento verrà selezionato solo un numero finito 

di campioni in virtù proprio del troncamento della sommatoria presente nella 
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relazione (63). Il troncamento della sommatoria, come abbiamo già detto , può 

essere identificata come un'operazione di finestratura del segnale a cui ci possiamo 

riferire introducendo una funzione w(kTp) che assumerà valore unitario 

nell'intervallo k0<k<k0+N-1. In altre parole, il segnale nel dominio del tempo verrà 

moltiplicato per tale funzione finestra ottenendo così un segnale uguale a quello 

discretizzato all’interno del periodo di osservazione determinato dalla finestra 

stessa e nullo altrove. Nel dominio della frequenza, questa operazione risulterà 

equivalente ad un prodotto di convoluzione tra lo spettro S(f) e lo spettro della 

funzione finestra W(f) che adesso diventa: 

 

𝑊(𝑛𝐹) = 𝑇𝑤𝑠𝑖𝑛𝑐(𝑛)𝑒−𝑗𝜋𝑛  
(66) 

 

Infine l'ultimo passo, a completamento dell'operazione di DFT, è rappresentato 

dalla ripetizione, nel dominio del tempo, dei campioni acquisiti nell'intervallo di 

durata Tw, generando quindi la comparsa di massimi secondari o lobi secondari 

nello spettro del segnale S(f).  

Al termine del calcolo della DFT per il segnale sinusoidale considerato in (62) si 

avrà: 

 

𝑆(𝑛𝐹) = −
𝑗𝐴0

2
𝑒𝜑0𝑊(𝑛𝐹 − 𝑓0 ) +

𝑗𝐴0

2
𝑒−𝜑0𝑊(𝑛𝐹 + 𝑓0 ) 

(67) 

 

dove il termine W(nF) tiene conto della presenza della funzione finestra. L’utilizzo 
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di tale procedura può introdurre distorsioni se il campionamento e la finestratura 

non vengono eseguiti in modo corretto. 

Infatti se per il nostro segnale consideriamo un periodo di osservazione 

coincidente con  la durata temporale delle finestra, pari o multiplo intero del 

periodo del segnale, allora il risultato sarà che la ripetizione spettrale non 

introdurrà distorsione; viceversa, se la durata della finestra non coincide con un 

numero pari o multiplo intero del periodo, otterremo uno spettro contenente 

armoniche che non sono riconducibili al segnale di partenza. Questo 

sostanzialmente accade quando i campioni dello spettro non coincidono più con gli 

zeri della funzione finestra e quindi si ha come effetto una dispersione dell’energia 

della traccia spettrale del segnale lungo tutta l'asse delle frequenze, questo 

fenomeno è appunto noto come “spectral leakage”. 

In altre parole nell'ambito della rivelazione radar questo si traduce in una 

indeterminazione della corretta posizione di target nonché l'incapacità di 

distinguere due target od ostacoli vicini. Il fenomeno a cui abbiamo fatto appena 

riferimento può essere facilmente compreso attraverso  il seguente esempio. 

Consideriamo il segnale sinusoidale di Figura 35 a cui applichiamo prima una 

finestra con periodo di osservazione Tw1 di durata pari ad un multiplo intero del 

segnale considerato e successivamente una finestra di durata Tw2 non coincidente 

con un multiplo intero del periodo. 
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Figura 35-Esempio finestratura 

 

Applicando la giusta finestra di durata Tw1 si osserva che i campioni dello spettro 

coincidono con gli zeri della funzione finestra ad eccezione della frequenza in 

corrispondenza della quale il campione ha ampiezza massima come riportato in 

Figura 36. 

 

Figura 36-Finestratura corretta, periodo di osservazione multiplo intero del 

periodo del segnale 

 

Viceversa, applicando una finestra di durata Tw2 otterremo uno spettro nel quale i 

campioni non coincidono con gli zeri della funzione finestra causando una 

distorsione del contenuto spettrale come riportato in Figura 37. 

Con riferimento specifico al caso radar, quanto riportato in Figura 37 si traduce in 

una indeterminazione della posizione del target. 
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Figura 37- Finestratura non corretta, periodo di osservazione non multiplo intero 

del periodo del segnale 

 

 

3.4 Le tecniche di super-risoluzione 
 

Quanto appena detto fino qui mette in luce le problematiche maggiori che 

derivano dall'utilizzo dell'operazione di DFT necessaria al fine di poter passare dal 

dominio del tempo a quello dello frequenza. Il passaggio tra i due domini risulta 

necessario se vogliamo utilizzare lo spettro del segnale ricevuto per l’investigazione 

e successivamente la caratterizzazione della struttura indagata. Allo scopo di 

svincolarci dalle limitazioni prestazionali introdotte da un approccio DFT classico, 

affrontate nel precedente paragrafo, ci vengono in aiuto gli algoritmi di super-

risoluzione i quali, attraverso approcci di tipo statistico, ci permettono di 

aumentare le capacità risolutive del sistema senza dover cambiare per questo il 

sistema stesso. Prima di procedere all'esposizione dell'approccio di super-

risoluzione da noi utilizzato può essere utile dare una descrizione generale di 

questi particolari metodi di elaborazione dei segnali. 

Possiamo quindi iniziare dicendo che gli approcci di super-risoluzione si 

distinguono in base a due classi di algoritmi: 

 Parametrici: si sfruttano delle conoscenze a priori sullo scenario da 
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investigare, si fanno ipotesi sul modello rappresentativo  

 Non Parametrici: Nessun conoscenza a priori sullo scenario da investigare 

 

Tra gli algoritmi di tipo parametrico risulta interessante ed innovativa l’applicazione 

del teorema di Bayes come approccio alla super-risoluzione, di cui daremo nel 

seguito del paragrafo una descrizione delle caratteristiche principali passando poi 

alla contestualizzazione dei concetti espressi al caso del segnale radar FMCW. 

 

 

3.4.1 Analisi spettrale Bayesiana  

 

Nella realtà, come ben sappiamo, i dati di misura sono raramente disponibili in 

quantità e qualità sufficienti a garantire e consentire una deduzione scientifica 

completa del processo che li ha generati. Infatti quello che più comunemente viene 

effettuato è la deduzione e la costruzione di un modello rappresentativo del 

fenomeno che ha generato i dati a partire dai dati stessi. 

Si possono però anche verificare casi in cui si hanno a disposizione delle 

informazioni a priori aggiuntive circa alcuni parametri che fanno parte 

dell’esperimento statistico che stiamo osservando, derivanti ad esempio da 

esperimenti precedenti o semplicemente ipotizzate al momento. Il caso appena 

considerato, ovvero la conoscenza di informazioni aggiuntive note a priori, è 

proprio quello su cui si basa l’approccio statistico bayesiano. Infatti, considerando 

quanto affermato dal teorema di Bayes, è possibile legare l’informazione 

proveniente dai dati di misura, o più in generale dall’esperimento, con quella 

disponibile a priori al fine di ottenere come risultato una distribuzione di 

probabilità a posteriori che fornisca una rappresentazione del fenomeno e dei 

parametri di interesse. In altre parole potremmo affermare che l’inferenza 

bayesiana valuta un'ipotesi (o modello), H, alla luce di alcuni dati osservati, D, e 
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alcune informazioni preliminari, I. 

Partendo da quanto affermato nel teorema di Bayes, la probabilità a posteriore 

può essere definita nel seguente modo: 

 

P(H|D, I) =
P(D|H, I)P(H|I)

P(D|I)
 

    (68) 

 

dove P(D|H,I) è la probabilità di osservare i dati di misura a partire dall'ipotesi 

formulata e dalle informazioni pregresse. Solitamente ci si riferisce a questa 

probabilità con il termine di funzione di verosimiglianza. Il termine P(H|I) si 

riferisce invece alla probabilità a priori delle ipotesi mentre P(D|I) rappresenta la 

funzione di verosimiglianza marginale la quale, nel caso della stima dei parametri a 

modello fissato, può essere considerata semplicemente una costante di 

normalizzazione per la probabilità e può dunque essere trascurata nel processo di 

calcolo della probabilità a priori stessa.  

Una volta introdotti i concetti di base riguardanti l'inferenza bayesiana, passiamo 

adesso ad una descrizione generale del processo di stima spettrale fondata su di un 

approccio di tipo bayesiano. La prima fase della stima spettrale bayesiana è 

rappresentata dalla definizione, o per meglio dire costruzione del modello per i 

dati osservati, che come abbiamo già accennato nella parte introduttiva è 

strettamente legato all'ipotesi H. Il modello che dovrà essere costruito riguarderà 

l'ipotesi relativa ai dati osservati che in generale saranno distinti per frequenza ω, il 

nostro parametro di interesse,  ed ampiezza. Una volta definito il modello 

passeremo al calcolo della probabilità a posteriori, l'incognita del problema, per i 

parametri di interesse ω secondo quanto affermato dal teorema di Bayes nella 

relazione (66). 

Per facilitare la comprensione della teoria di base per la costruzione del modello, 

iniziamo con il considerare un set discreto D di N dati tale che D={d1(t1),...,dN(tN)}, 

con tn l'istante discreto di osservazione. I singoli dati d(ti) possono essere definiti 

attraverso la seguente relazione:  
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𝑑(𝑡𝑖) = 𝑠(𝑡𝑖) + 𝑔(𝑡𝑖) + 𝑒(𝑡𝑖) 

 (69) 

 

dove s(ti) rappresenta il segnale di interesse, g(ti) rappresenta invece una funzione 

aggiuntiva che tiene conto  anche dei parametri noti a priori mentre, e(ti) tiene 

invece conto del rumore sulla cui distribuzione statistica, per adesso, non facciamo 

nessuna ipotesi. Calcolare la grandezza di interessa s(ti) può effettivamente 

risultare complicato ma fortunatamente, come vedremo, possiamo rendere più 

semplici le cose considerando lo stesso segnale di interesse come combinazione 

lineare di un numero finito ms di funzioni, che definiremo come funzioni del 

modello e che indicheremo con ψi, le quali, a loro volta risultano parametrizzate 

rispetto al termine di interesse ω. La combinazione lineare a cui abbiamo fatto 

appena riferimento può essere espressa come segue: 

 

𝑠(𝑡𝑖) = ∑𝑎𝑗𝜓𝑗(𝜔, 𝑡𝑖)

𝑚𝑠

𝑗=1

 

   (70) 

 

dove i termini indicati con a rappresentano i coefficienti di espansione della 

combinazione lineare stessa. 

Un procedimento del tutto analogo può essere considerato per la funzione 

aggiuntiva g(ti) ma in questo caso non ci sarà nessuna dipendenza dal parametro di 

interesse. Infatti è possibile individuare un set di mg funzioni ζi che come abbiamo 

detto risulteranno indipendenti da ω: 

 

𝑔(𝑡𝑖) = ∑𝑏𝑗𝜁𝑗(𝑡𝑖)

𝑚𝑠

𝑗=1

 

    (71) 

 

e analogamente al caso precedente i termini b rappresentano i coefficienti di 

espansione della combinazione lineare appena definita. Precisiamo però che i 
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parametri a e b non rappresentano l'obiettivo della nostra inferenza statistica per 

cui possiamo “racchiuderli” in un unico termine indicato con  c ed il cui compito 

sarà proprio quello di tenere conto di questi parametri a cui da ora in avanti ci 

riferiremo con il termine parametri di disturbo. 

Nonostante la funzione relativa al segnale di interesse s(ti) sia funzione dei 

parametri di interesse  mentre, la funzione aggiuntiva g(ti) non lo sia, conviene 

comunque, per semplificare la notazione simbolica e quindi la comprensione dei 

concetti espressi, condensare entrambi i termini ψi e ζi in un solo termine che 

indicheremo con  𝜑 e attraverso il quale sarà possibile esprimere la funzione del 

modello del segnale in modo nuovo, più compatto e conseguentemente più 

comprensibile: 

 

𝑓(𝑡𝑖) = 𝑠(𝑡𝑖) + 𝑔(𝑡𝑖) = ∑𝑐𝑗𝜑𝑗(𝜔, 𝑡𝑖)

𝑚

𝑗=1

 

  (72) 

 

dove l'indice m è rappresentativo del numero totale delle funzioni modello 

(m=ms+mg). 

Per quanto appena scritto, sostituendo la funzione modello del segnale, a quella 

del modello generale riportata nella relazione (67), possiamo definire la singola 

osservazione del dato come d(ti)=f(ti)+e(ti). 

Si deve però precisare che in generale le funzioni del modello (ψi e ζi), utilizzate 

come base per la linearizzazione della funzione del segnale s(ti) e di quella 

aggiuntiva g(ti), non risultano ortogonali allo spazio delle osservazioni D e questo 

può rappresentare un ostacolo nel calcolo della relazione del modello e 

successivamente nel calcolo delle varie distribuzioni di probabilità. Si deve però 

tenere presente che è possibile ottenere l'ortogonalizzazione di tali funzioni di 

base, rispetto allo spazio delle osservazioni D, utilizzando il procedimento di 

decomposizione di Choleski di cui diamo solo conoscenza in quanto la 

dimostrazione di questa non è l'obiettivo di questo elaborato. Ad ogni modo al fine 

di semplificare ulteriormente la comprensione dei concetti espressi considereremo 
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da ora in poi valida l'affermazione che per le definizione delle funzioni di modello 

siano state utilizzate funzioni di base ortogonali. 

Riprendendo in considerazione il teorema di Bayes, possiamo esprimere la 

probabilità congiunta del modello relativo ai parametri ω e c come segue: 

 

𝑃(𝜔, 𝑐|𝐷,𝐻, 𝐼) =
𝑃(𝐷|𝜔, 𝑐, 𝐻, 𝐼)𝑃(𝜔, 𝑐,|𝐻, 𝐼)

𝑃(𝐷|𝐻, 𝐼)
 

   (73) 

 

La funzione di verosimiglianza P(D|ω,c,H,I) viene calcolata come comparazione, o 

per meglio dire come differenza, dei dati prodotti dal modello del segnale 

identificato nella relazione (70), con il set di dati effettivamente osservati D. Si 

intuisce immediatamente che se il modello “ricalca” perfettamente il segnale reale, 

così per come è definito nella relazione (67), otterremo il solo termine di rumore 

indicato nel modello con il termine e(ti). Senza perdita di generalità consideriamo, 

per il proseguo dello sviluppo, che tale termine di rumore sia indipendente dal 

tempo. Nella definizione del modello sarà però necessario fornire un valore 

plausibile per tale livello di rumore, che in realtà risulta incognito. Fortunatamente 

però possiamo sfruttare il principio della massima entropia (di cui tralasciamo la 

dimostrazione) che assegna ad un dato rumore di densità di potenza σ2 una 

distribuzione di probabilità gaussiana così definita: 

 

𝑃(𝑒|𝜎, 𝐼) =
1

√2𝜋𝜎2
𝑒𝑥𝑝

𝑒2

2𝜎2 

   (74) 

 

L'ipotesi fatta circa la distribuzione di probabilità del rumore fornisce risultati 

corretti se ci si riferisce proprio a quella data potenza di rumore σ2. Quello che 

vogliamo è invece rendere il modello indipendente dal valore assunto da σ2 che è 

reso possibile tramite l’integrale della distribuzione di probabilità scritta nella 

relazione (72), su tutti i possibili livelli di rumore. Proseguendo nell'analisi e 

considerando da ora in poi per il rumore la distribuzione di probabilità gaussiana 
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appena introdotta, la funzione di verosimiglianza può, in questo caso, essere 

calcolata attraverso la seguente relazione che rappresenta un primo traguardo 

nella teoria della stima spettrale bayesiana: 

 

𝑃(𝐷|𝜔, 𝜎, 𝑐, 𝐻, 𝐼) ∝ 𝜎−𝑁𝑒𝑥𝑝
−𝑁𝑄
2𝜎2  

   (75) 

 

nella relazione il termine N si riferisce semplicemente al numero di dati 

sperimentali a disposizione mentre per il termine Q la definizione risulta 

leggermente più complessa essendo definito nel modo seguente: 

 

𝑄 = 𝑑̄2 −
2

𝑁
∑∑𝑐𝑗

𝑁

𝑖=1

𝑚

𝑗=1

𝑑𝑖𝜑𝑗(𝜔, 𝑡𝑖) +
1

𝑁
∑ ∑ 𝛷𝑗𝑘

𝑚

𝑘=1

𝑚

𝑗=1

𝑐𝑖𝑐𝑘      

(76) 

 

dove con 𝑑̄2 indichiamo la media quadratica dei dati sperimentali così definito 

𝑑̄2 =
(∑ 𝑑𝑖

2𝑁
𝑖=1 )

𝑁
. Il termine 𝛷𝑗𝑘 rappresenta invece la matrice delle funzioni del 

modello, definite in precedenza, e per il quale vale la relazione seguente: 

 

𝛷𝑗𝑘 = ∑𝜑𝑗(𝜔, 𝑡𝑖)𝜑𝑘(𝜔, 𝑡𝑖)

𝑁

𝑖=1

 

   (77) 

 

A questo punto abbiamo trovato la funzione verosimiglianza che ci potrebbe 

permettere di calcolare l'incognita probabilità a posteriori. Rimane però un'ultima 

considerazione da fare relativamente alla dipendenza di tale funzione di 

verosimiglianza dal parametro relativo al rumore σ2. Anche questo parametro 

rappresenta un “disturbo” nel processo di analisi bayesiana e come tale dobbiamo 

cercare di svincolarci dalla sua parametrizzazione. A tal proposito sono reperibili in 

letteratura varie tecniche numeriche ed approcci tesi a togliere la presenza di tale 
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parametro dalla definizione di probabilità a posteriori. Nell'attività presentata in 

questo elaborato abbiamo preso spunto da un metodo presentato in letterature 

(Bayesian Spectrum Analysis and Parameter Estimation, G. Larry Bretthorst) il 

quale, ipotizzando per il rumore una distribuzione di probabilità gaussiana, 

permette di giungere all'espressione della probabilità a posteriori rispetto ai 

parametri di interesse nella forma di una distribuzione di tipo t-student di seguito 

riportata: 

 

𝑃(𝜔|𝐷,𝐻, 𝐼) ∝ [1 −
𝑚ℎ̄2

𝑁𝑑̄2
]
𝑚−𝑁

2  

     (78) 

 

Nella relazione appena scritta possiamo individuare con h  la proiezione dei dati 

osservati sullo spazio ortonormale delle funzioni del modello ℎ𝑗 = ∑ 𝑑𝑖𝜑𝑗(𝜔, 𝑡𝑖)
𝑁
𝑖=1  

e con ℎ̄2 =
(∑ ℎ𝑗

2𝑚
𝑖=1 )

𝑚
 che rappresenta la media quadratica dei termini hj. 

In conclusione sarà proprio l'espressione appena fornita a permettere di 

estrapolare il parametro di interesse, ovvero le frequenze più probabili (o se 

vogliamo più “forti”) dall'insieme dei dati di misura. 

Quanto appena mostrato rappresenta il punto di forza dell'analisi bayesiana la 

quale offre il vantaggio di potersi concentrare sulla stima dei parametri di interesse 

del modello in maniera indipendente dai valori degli altri parametri del sistema che 

abbiamo peraltro definito come parametri di “disturbo”. Sono proprio queste le 

caratteristiche principali che ci hanno spinto ad utilizzare questo metodo come il 

primo possibile in un approccio di analisi spettrale allo scopo di migliorare la 

risoluzione del nostro sistema radar FMCW. 

Una volta ricavata una relazione compatta e facilmente utilizzabile per la 

probabilità a posteriori come riportato nell'ultima relazione scritta, passiamo 

adesso a contestualizzare i concetti espressi rispetto al caso radar FMCW. Per il 

caso radar che andremo a presentare ci poniamo in una condizione del tutto 

generica in cui ipotizziamo che il sistema radar si trovi ad irradiare in presenza di 

una struttura generica nella quale possono essere presenti un certo numero di 
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discontinuità (o riflettori). 

Come fatto per il caso generale ripartiamo dalla definizione di un modello che in 

questo caso, visto il segnale radar in gioco, può essere rappresentato come una 

sovrapposizione di armoniche, della forma: 

 

𝐴𝑐𝑜𝑠(𝑤𝑑𝑘) + 𝐵𝑠𝑖𝑛(𝑤𝑑𝑘) 
   (79) 

 

dove identifichiamo con k la k-esima discontinuità posta a distanza dk dal piano 

principale di riferimento del sistema radar e dove w rappresenta in generale una 

funzione della frequenza w(f). Generalizzando al caso di K riflettori possiamo 

quindi dare la seguente definizione del nostro modello per il segnale radar: 

 

𝑠(𝑓) = ∑[𝐴𝑘𝑐𝑜𝑠(𝜔 ⋅ 𝑑𝑘) + 𝐵𝑘𝑠𝑒𝑛(𝜔 ⋅ 𝑑𝑘)]

𝐾

𝑘=1

 

    (80) 

 

Come abbiamo ampiamente evidenziato in tutto il paragrafo, l'obiettivo 

dell'approccio probabilistico è quello di valutare la probabilità a posteriori dei 

parametri del problema, P(ω|D,I), una volta noti l'insieme delle osservazioni di 

misura D e tutte le informazioni pregresse acquisite I. I parametri da stimare  ω 

coincidono con il set  {dk} delle possibili distanze dei riflettori. 

Anche in questo caso possiamo ritenere la funzione di verosimiglianza marginale 

come una sola costante di normalizzazione della probabilità per cui possiamo 

affermare che la probabilità a posteriori può essere calcolata attraverso la seguente 

relazione: 

 

𝑃(𝜔|𝐷, 𝐼) ∝ 𝑃(𝜔|𝐼)𝑃(𝐷|𝜔, 𝐼) 
   (81) 

 

Anche nel caso radar, come fatto durante la descrizione del modello generale, 
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possiamo assumere per il rumore una distribuzione di tipo gaussiano e 

conseguentemente fornire per la probabilità a posteriore la seguente relazione 

dove la stessa probabilità a posteriori risulta proporzionale ad una distribuzione t-

student: 

 

𝑃({𝑑𝑘}|𝐷,𝐻, 𝐼) ∝ [1 −
𝑚ℎ̄2

𝑁𝑑̄2
]
𝑚−𝑁

2  

  (82) 

 

Rispetto al caso generale in cui avevamo già definito questa quantità, resta da 

precisare che in questo caso dovrà essere m=2K (numero delle funzioni del 

modello) dove K  è il numero dei riflettori presenti. Ricordiamoci inoltre che il 

nostro segnale di interesse s(f) può essere linearizzato; infatti anche per questo è 

possibile definire una combinazione di funzioni lineari a partire da un set di 

funzioni ortogonali 𝜑 come fatto nella relazione (4) e che possiamo scrivere nella 

seguente forma: 

𝑠(𝑓) = ∑𝑐𝑗𝜑𝑗(𝑤,{𝑑𝑘})

𝑚

𝑗=1

 

   (83) 

 

A questo punto abbiamo a disposizione tutte le grandezze necessarie al calcolo 

della probabilità a posteriori incognita.  

Dunque, riassumendo, il metodo di stima spettrale basato sull'approccio bayesiano 

nel contesto del segnale radar FMCW può essere riassunto nei seguenti punti: 

 Una volta assunto un  numero di riflessioni “principali” per ogni possibile 

parametro  dk, si ricavano le funzioni 𝜑𝑗(𝑤,{𝑑𝑘}) a partire dall'analisi della 

funzione armonica definita per il modello. 

 Successivamente per ogni valore di distanza si calcola la statistica 

ℎ̄2 =
(∑ ℎ𝑗

2𝑚
𝑖=1 )

𝑚
  e la relativa probabilità secondo la relazione (80). 

 



99 
 

3.5 Primi test in laboratorio 
 

Come validazione del metodo, in maniera analoga a quanto fatto per il caso del 

riflettometro, è stato condotto un test di laboratorio su di una struttura campione 

rappresentativa di un mezzo stratificato. Durante tutte le verifiche effettuate il 

segnale radar, prima dell'elaborazione numerica, è stato preventivamente filtrato al 

fine di attenuare le distorsioni introdotte dal clutter originate dalle discontinuità 

presenti nel sistema radar (transciver ed antenna). Ad ogni modo per ottenere una 

verifica del sistema il più possibile esente da fonti di incertezza derivanti da clutter 

eccessivo abbiamo deciso di effettuare i primi test in camera anecoica. Il radar 

utilizzato, come già detto anche nell'introduzione, è il modello Siversima RS3400X 

operante appunto in banda X. Il sistema software di pilotaggio del sistema radar e 

di elaborazione dei dati di misura è stato sviluppato in linguaggio Python. 

Durante questo primo esperimento abbiamo voluto simulare un modello di 

struttura stratificata composta da una prima superficie in legno, una tavola dello 

spessore di circa 3 cm, a cui abbiamo fatto seguire una superficie metallica (lastra 

piana di alluminio) a distanza di circa 25 cm. Lo scopo di questo test è stato quello 

di verificare che, attraverso l'applicazione dell'algoritmo di super-risoluzione, si 

riescono ad identificare tutte le interfacce presenti nella successione di materiali 

appena presentata. In particolare si vorrebbe essere in grado di identificare lo 

spessore della tavola in legno che essendo di 3 cm risulta molto al di sotto della 

capacità risolutiva del radar che come detto nel paragrafo di presentazione del 

sistema FMCW è di circa 10 cm nel vuoto. 

Prima però di valutare la situazione complessiva abbiamo preso in considerazione 

un caso che potremmo definire di riferimento, nel quale abbiamo fatto radiare il 

radar in presenza della sola lastra metallica, posto ad una distanza di circa 45 cm 

dall'antenna; con questa operazione abbiamo voluto tarare il sistema radar. 

Applicando l'algoritmo di stima spettrale appena presentato ai dati di misura 

abbiamo ottenuto la seguente probabilità a posteriori normalizzata: 
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Figura 38 –Test lastra piana metallica 

 

La distanza di 1.7 m a cui si riferisce il picco è  relativa alla distanza, in termini di 

lunghezza elettrica, esistente tra l'uscita del transciver e la lastra piana metallica. 

A questo primo esperimento abbiamo fatto seguire il caso in cui è stata posta, alla 

medesima distanza del caso precedente, la tavola di legno seguita, a contatto, dalla 

piastra metallica. Il risultato in questo caso è stato il seguente: 
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Figura 39 – Test tavola legno a contatto con la lastra metallica 

 

In questo caso il picco, che risulta 3 cm più indietro rispetto al caso precedente è 

relativo alla sola interfaccia legno-metallo senza però dare evidenza della prima 

interfaccia ovvero quella aria-legno. Evidentemente in questo caso il modello 

utilizzato tende a massimizzare la probabilità a posteriori relativa proprio alla lastra 

metallica a discapito della risoluzione e rilevazione della prima interfaccia. 

Sicuramente però più interessante risulta la terza prova effettuata che ha visto 

appunto il caso in cui la distanza tra tavola di legno e lastra metallica è stata portata 

a circa 25 cm. 

In questo caso il risultato fornito dall'applicazione dell'algoritmo di super-

risoluzione ai dati di misura è stato il seguente: 
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Figura 40 –Test sui 3 mezzi stratificati: tavola in legno, aria, lastra metallica 

 

in questo caso, come evidenzia il grafico, sono facilmente identificabili i tre picchi, 

di cui il primo relativo all'interfaccia ari-legno, 5 cm dopo troviamo invece il picco 

relativo all'interfaccia legno-aria (considerando per il legno una costante dielettrica 

ε=2.5 tale distanza risulta effettivamente di circa 3 cm)  ed infine alla distanza di 

circa 25 cm da questo ultimo troviamo il picco relativo alla presenza della lastra 

metallica. 

In conclusione, anche se i dati forniti provengono da uno studio poco più che 

preliminare, il sistema radar,  coadiuvato dalla presenza dell'algoritmo di 

risoluzione con approccio bayesiano, risulta fornire indicazioni interessanti circa il 

suo possibile impiego nell'ambito dell'indagine strutturale. 
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Capitolo 4: Conclusioni 
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L’attività di ricerca svolta durante il dottorato ha avuto come obiettivo quello di 

studiare e sviluppare nuovi metodi di indagine non distruttiva e non invasiva a 

microonde con particolare attenzione all’ambito della conservazione dei Beni 

Culturali.  

Infatti, allo stato dell’arte, risulta di particolare importanza proprio nel settore 

della conservazione dei Beni Culturali, la possibilità di utilizzare strumenti di 

indagine in grado fornire informazioni circa la “composizione” dei primi centimetri 

della struttura da investigare al fine di individuare alterazioni strutturali quali, ad 

esempio, cavità di aria o porzioni di materiale ad elevato contenuto di umidità. 

Inoltre viste le condizioni in cui è richiesto spesso di operare, il sistema deve essere 

poco ingombrante, facilmente trasportabile ed in grado di fornire i risultati della 

misura quasi in tempo reale. 

Il sistema a microonde studiato e sviluppato, attualmente ancora in fase 

prototipale, permette un’investigazione sub-superficiale della struttura sotto test, 

ovvero offre la possibilità di indagare la struttura da una profondità di circa 1 cm, 

al di sotto della superficie, fino ad un massimo di circa 30 cm. Il sistema risulta 

facilmente trasportabile quindi adatto a prove in “cantiere” e di facile utilizzo 

grazie anche al software (scritto in linguaggio Matlab) con interfaccia grafica che 

permette di impostare i parametri con cui è stata effettuata la misura e fornisce i 

risultati come  “slice” in falsi colori. 

Alla luce dei primi risultati ottenuti dalle misure effettuate in laboratorio prima su 

di un campione di trave lignea con alterazioni strutturali artificiali e dopo su di un 

campione proveniente da una struttura architettonica reale e con alterazioni 

strutturali da scoprire, ci è stato offerta dall’Opificio delle Pietre Dure la possibilità 

di testare il nostro sistema in situ. L’attività richiesta è stata quella di supportare 

un gruppo di restauratori durante l’attività di analisi di un affresco (Figura 27 - 

Pietro da Cortona, “Allegoria della quiete”) con sospetto distacco dell’intonaco 

affrescato. Durante tutta la campagna di misura l’attività è stata seguita dagli stessi 

restauratori che una volta ricevuti i dati hanno proceduto ad ispezioni della stessa 

opera con metodi alternativi  ed in particolare con il metodo endoscopico. I 
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risultati ottenuti dal confronto hanno evidenziato le buone capacità del sistema di 

indagine riflettometrico il quale ha fornito risultati circa lo stato del distacco e la 

composizione strutturale dell’opera del tutto confermati  anche dai risultati 

ottenuti con metodi alternativi ed anche in base alle informazioni circa la struttura 

stessa di cui era a conoscenza il gruppo di restauro.   

Per quanto riguarda invece il sistema di indagine strutturale non distruttiva basato 

sull’impiego del modulo radar FMCW, l’attività di studio è obiettivamente ancora 

troppo allo stadio iniziale e nonostante la prova effettuata in laboratorio non 

possiamo dire con effettiva certezza che il metodo possa essere applicato anche a 

casi di studio e prove in situ equivalenti a quelli effettuati nel caso del 

riflettometro a microonde. In tal senso può essere conveniente valutare altri tipi di 

approcci di super risoluzione anche nella direzione di quelli che si basano su 

algoritmi non parametrici per i quali cioè non è necessaria nessuna conoscenza a 

priori riguardo la struttura o eventuali altre informazioni aggiuntive.  Ad ogni 

modo, già da questo primo esperimento, possiamo affermare che nel caso di 

strutture complesse in cui possono essere inclusi un numero sensibilmente elevato 

di riflettori l’approccio bayesiano di super risoluzione rischia di essere 

computazionalmente oneroso e non portare ad un risultato significativo.     
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Appendice I: Richiami di 
elettromagnetismo 
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Il presente paragrafo ha lo scopo di ripercorrere molto velocemente i concetti 

basilari di elettromagnetismo utili alla comprensione degli effetti che sono alla 

base dei due sistemi di indagine presentati. 

 

 

I.I Equazioni del campo in forma differenziale 
 

Il comportamento del campo elettromagnetico, come noto, può essere 

determinato a partire da un  sistema di equazioni differenziali fra i vettori E, H, D e 

B che per un mezzo qualsiasi, può essere espresso come di seguito: 

 

𝛻⃗ × 𝐸⃗ =
−𝜕𝐵⃗ 

𝜕𝑡
 

   (1) 

𝛻⃗ ⋅ 𝐵⃗ = 0 

          (2) 

𝛻⃗ × 𝐻⃗⃗ = 𝐽 +
𝜕𝐷⃗⃗ 

𝜕𝑡
 

 (3) 

𝛻⃗ ⋅ 𝐷⃗⃗ = 𝜌 

          (4) 

 

Oltre ai vettori del campo, nel sistema di equazioni (1)-(4), appaiono altri due 

termini, la densità di corrente J e la densità di carica elettrica ρ i quali risultano in 

relazione tra loro in base alla seguente relazione nota anche come equazione di 

continuità : 

 

𝛻⃗ ⋅ 𝐽 =
−𝜕𝜌

𝜕𝑡
 

  (5) 
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Esprime cioè il concetto di conservazione della carica elettrica.  C’è da precisare 

inoltre che  le equazioni (2) e (4), peraltro derivabili dalle (1) e (3), non 

rappresentano due equazioni indipendenti. A dimostrazione di quanto appena 

affermato  consideriamo per l’equazione (1) la proprietà che la divergenza di un 

rotore è sempre nulla, conseguentemente si ottiene l’equazione (2); in modo del 

tutto analogo, sfruttando cioè la stessa proprietà per l’equazione (3) e 

considerando l'equazione di continuità (5) si ottiene l'equazione (4). 

Generalmente i parametri ρ e J risultano essere funzione dei vettori del campo 

elettromagnetico in virtù del principio fisico per cui cariche e correnti libere 

possono modificare la loro posizione e distribuzione nello spazio sotto l’azione 

delle forze esercitate dal campo. 

Nela caso in cui, i parametri ρ e J possono essere considerati imposti dall'esterno 

possiamo invece affermare che le cariche e/o le correnti rappresentano le sorgenti 

da cui si origina il campo. Possiamo affermare che da un punto di vista matematico, 

le equazioni (1) e (3), insieme alle equazioni costitutive (6) e (7), formano un 

sistema di quattro equazioni in quattro incognite E, H, D e B, di cui ρ e J sono il 

termine . Il sistema a cui abbiamo fatto appena riferimento risulta determinato se 

sono note le condizioni al contorno del volume in cui si cerca la soluzione e sono 

noti i valori dei campi all'istante iniziale. 

 

I.I.I Equazioni costitutive 
 

Per quanto detto nel precedente paragrafo, dei quattro vettori E,H,D e B solo due 

risultano effettivamente indipendenti. Infatti, i vettori D e B risultano dipendere  da 

E, H secondo quanto espresso anche dall’equazioni costitutive. Nella maggior parte 

dei casi, ad esclusione di quelli in cui mezzi sono ferromagnetici, plasmi ecc., B 

risulta proporzionale ad H mentre D risulta proporzionale ad E; le equazioni 

costitutive possono quindi essere così espresse: 

 

𝐵⃗ = 𝜇0𝜇𝑟𝐻⃗⃗  

  (6) 
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𝐷⃗⃗ = 𝜖0𝜖𝑟𝐸⃗  

  (7) 

 

Nel caso in cui i mezzi risultino conduttori, la densità di corrente risulta 

proporzionale al campo elettrico, come espresso dalla relazione seguente nota 

anche come legge di Ohm: 

 

𝐽 = 𝜎𝐸⃗  

    (8) 

 

I simboli introdotti nelle relazioni fino qui presentate rappresentano le grandezze di 

seguito elencate: 

 

ε0 = 8.854×10-12 F/m, costante dielettrica del vuoto (Farad/metro) 

εr, costante dielettrica relativa o permettività; nello spazio vuoto è εr = 1 

μ0 = 4π×10-7 H/m, permeabilità magnetica del vuoto (henry/metro); 

μr, permeabilità magnetica relativa; nello spazio vuoto è μr = 1 

σ = conducibilità elettrica (siemens/metro); ad es., per il rame, σCu = 5.8×107S/m 

 

I.I.II Rappresentazione nel dominio delle frequenze 
 

La soluzione delle equazioni di Maxwell risulta di notevole difficoltà, anche nel caso 

più semplice di un mezzo come il vuoto per cui possono essere definite equazioni 

costitutive lineari, quali sono le equazioni (6) - (8), che permettono di eliminare D e 

B per semplice sostituzione. In ogni caso la soluzione del problema 

elettromagnetico  passa attraverso la risoluzione di due equazioni differenziali nelle 

due incognite vettoriali E ed H, quindi sei componenti scalari, che dipendono sia 

dalle coordinate spaziali che dal tempo. 

Una semplificazione del problema si può ottenere utilizzando la notazione 

fasoriale, attraverso la quale possiamo rappresentare un vettore ad esempio il 

campo elettrico nella forma  Eejωt, dove E può scritto nella forma E = E r + jEi. Tale 
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approccio resta valido per tutti i vettori che compaiono nelle equazioni eqauzioni 

fino qui introdotte. 

Utilizzando il metodo simbolico per le equazioni scritte in precedenza possiamo 

scrivere, partendo ad esempio dell’equazione (1), che per quanto riguarda il 

membro a destra dell'uguale si ha, 𝛻⃗ × (𝐸⃗ e𝑗𝜔𝑡) = e𝑗𝜔𝑡𝛻⃗ × 𝐸⃗ , dato che l'operatore 

𝛻⃗  agisce soltanto sulla dipendenza spaziale di E; per la parte a sinistra dell'uguale 

possiamo invece scrivere 𝜕 (𝐵⃗ e𝑗𝜔𝑡) 𝜕⁄ 𝑡 = e𝑗𝜔𝑡𝑗𝜔𝐵 ⃗⃗  ⃗ (il vettore-fasore B non 

dipende da t). Si giunge quindi alla seguente equazione:  e𝑗𝜔𝑡𝛻⃗ × 𝐸⃗ = −e𝑗𝜔𝑡𝑗𝜔𝐵⃗ . 

Da cui semplificando il termine esponenziale si ottiene, 𝛻⃗ × 𝐸⃗ = −𝑗𝜔𝐵⃗ . 

Facciamo un’ulteriore passo avanti nella comprensione dei fenomeni 

elettromagnetici partendo dal considerare il termine a destra dell'uguale nella (3), 

noto come densità di corrente totale 𝐽𝑡⃗⃗ . Tale termine può essere considerato come 

composto da tre contributi:  

 

1. corrente di spostamento (𝜕 𝐷⃗⃗ 𝜕⁄ 𝑡 = 𝑗𝜔𝐷⃗⃗ ) 

2. corrente di conduzione 𝐽𝑐⃗⃗  = 𝜎𝐸⃗  

3. corrente impressa  𝐽𝑖𝑚𝑝
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗;  

 

e tenendo conto dell’equazioni costitutive riportate nella relazione (7) possiamo 

esprimere la densità di corrente totale attraverso la seguente espressione: 

 

𝐽𝑡⃗⃗ = [𝜎(𝜔) + 𝑗𝜔𝜖0𝜖𝑟(𝜔)]𝐸⃗ + 𝐽𝑖𝑚𝑝
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝑗𝜔𝜖0𝜖𝑟̃(𝜔)𝐸⃗ + 𝐽𝑖𝑚𝑝

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

 (9) 

 

dove con quantità 𝜖𝑟̃(𝜔) si vogliono riassumere tutte le proprietà dielettriche e di 

conduzione del materiale. Ricordiamo molto velocemente che quando si vuol 

mettere in evidenza il contributo dei dipoli del materiale  𝜖𝑟, questa viene scritta 

εr=1 χ, dove χ rappresenta la suscettibilità elettrica. Solitamente la suscettibilità è 

un numero complesso ( χ = χ1 − jχ2 ) la cui quantità positiva (parte immaginaria di χ) 

è rappresentativa delle perdite di potenza causate dai fenomeni dissipativi del 

moto dei dipoli. 
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Per quanto detto anche la costante dielettrica εr=εr1−jεr2 sarà un numero 

complesso di parte reale uguale a 1+χ1 e parte immaginaria uguale χ2. Si giunge 

dunque ad una nuova forma del termine  𝜖𝑟̃(𝜔) introdotto nella relazione (9) e che 

può adesso essere espresso come di seguito: 

 

𝜖𝑟̃ = 𝜖𝑟1 − 𝑗(𝜖𝑟2 +
𝜎

𝜖0𝜔
) 

  (10) 

 

Quest'ultima relazione scritta riveste un'importanza particolare in quanto permette 

di descrivere mezzi materiali anche notevolmente complessi. Per completezza 

dunque si riscrivono qui di seguito le Eq.ni fondamentali del campo EM (1) – (4) in 

termini di vettori e scalari complessi: 

 

 

𝛻⃗ × 𝐸⃗ = −𝑗𝜔𝜇𝐻⃗⃗  

  (11) 

𝛻⃗ ⋅ 𝐵⃗ = 0 

   (12) 

𝛻⃗ × 𝐻⃗⃗ = 𝑗𝜔𝜖𝐸⃗ + 𝐽𝑖𝑚𝑝
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

 (13) 

𝛻⃗ ⋅ 𝐷⃗⃗ = 𝜌𝑖𝑚𝑝 

   (14) 

 

 

I.I.III Energia e potenza nel campo EM 
 

La presenza di campo elettromagnetico in una certa zona dello spazio comporta 

che ad esso sia associata una certa quantità di energia, di seguito sono riportate le 

relazioni fondamentali che quantificano tale energia. Per semplicità facciamo 

l'ipotesi di aver a che fare con un mezzo omogeneo e non dispersivo. 
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Assumiamo poi che nel mezzo considerato, oltre alla corrente di spostamento  e di 

conduzione siano presenti sorgenti di corrente impressa 𝐽𝑖𝑚𝑝
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗. Applicando alcune 

identità vettoriali, di cui tralasciamo la dimostrazione, al prodotto dei campi 

𝐸⃗ × 𝐻*⃗⃗ ⃗⃗    si ottiene 𝛻⃗ ⋅ (𝐸⃗ × 𝐻*⃗⃗ ⃗⃗  ) = 𝐻*⃗⃗ ⃗⃗  ⋅ (𝛻⃗ × 𝐸⃗ ) − 𝐸⃗ ⋅ (𝛻⃗ × 𝐻*⃗⃗ ⃗⃗  ) . 

Utilizzando poi le equazioni di Maxwell espresse nella relazione (11) e (13) 

possiamo eliminare i rotori e una volta riordinati i termini otteniamo:  

𝜎𝐸⃗ ⋅ 𝐸*⃗⃗⃗⃗ + 𝑗𝜔(𝜇𝐻⃗⃗ ⋅ 𝐻*⃗⃗ ⃗⃗  − 𝜖𝐸⃗ ⋅ 𝐸*⃗⃗⃗⃗ ) + 𝛻⃗ ⋅ (𝐸⃗ × 𝐻*⃗⃗ ⃗⃗  ) 

Se adesso consideriamo un volume V arbitrario, racchiuso da una superficie S con 

normale diretta verso l'esterno del volume stesso, integrando poi i membri 

dell’equazione appena scritta sul volume V ed applicando il teorema della 

divergenza al termine che contiene 𝛻⃗ ⋅ (𝐸⃗ × 𝐻*⃗⃗ ⃗⃗  ) e dividendo poi per 2, si arriva alla 

seguente espressione: 

 

−1

2
∫ 𝐸⃗ ⋅ 𝐽𝑖𝑚𝑝

*⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗𝑑𝑉

𝑉

=
1

2
∫𝜎𝐸⃗ ⋅ 𝐸*⃗⃗⃗⃗ 𝑑𝑉

𝑉

+ 2𝑗𝜔 ∫
𝜇𝐻⃗⃗ ⋅ 𝐻*⃗⃗ ⃗⃗  − 𝜖𝐸⃗ ⋅ 𝐸*⃗⃗⃗⃗ 

4
𝑉

𝑑𝑉

+
1

2
∯𝐸⃗ × 𝐻*⃗⃗ ⃗⃗  ⋅ 𝑛̂𝑑𝑆

𝑆

𝑑𝑉 

 (15) 

 

Da cui, considerando il prodotto vettoriale interno all’integrale di superficie, 

possiamo esplicitare il vettore di Poynting : 

 

𝑆 = 𝐸 × 𝐻∗ 

  (16) 

 

La relazione appena scritta riassume il teorema del vettore di Poynting complesso, 

il quale a sua volta esprime un bilancio energetico per il volume V. Riprendendo la 

relazione (15), possiamo aggiungere che l'uguaglianza delle parti reali può essere 

interpretata come potenza media immessa nel volume V dalle sorgenti, la quale 
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viene in parte dissipata all'interno del volume e in parte (riferendosi alla parte 

reale del flusso di S) trasportata all'esterno del volume dal vettore di Poynting. Per 

quanto appena affermato possiamo dare al vettore di Poynting il significato di 

densità di flusso di potenza elettromagnetica. Sempre facendo riferimento alla 

relazione (15), la parte immaginaria può essere interpretata come la potenza 

reattiva che le sorgenti e il mondo esterno scambiano con il volume V, tale scambio 

risulta pari alla differenza fra l'energia media immagazzinata nel campo magnetico 

meno quella media immagazzinata nel campo elettrico. 

 

I.I.IV Propagazione del campo elettromagnetico: onde 

elettromagnetiche 
 

Nel presente paragrafo verranno richiamate alcune  proprietà del fenomeno della 

propagazione delle onde elettromagnetiche con particolare riferimento al più 

semplice modello di onda ovvero l'onda piana. Questo particolare tipo di onda 

nella sua semplicità concettuale riveste un ruolo importante nella teoria delle onde 

elettromagnetiche in quanto la gran parte dei fenomeni propagativi, in particolari 

condizioni, può essere ricondotto ad uno studio basato proprio su questo tipo di 

onde. L'introduzione di questi concetti, anche se molto superficiale, risulta 

necessaria ai fine della comprensione dei principi di base del sistema di indagine 

presentato in questo elaborato. 

Consideriamo dunque, ancora per semplicità,  un mezzo omogeneo, indefinito e 

privo di sorgenti (𝐽 = 0, 𝜌 = 0). Per l’ipotesi appena fatte possiamo poi affermare 

che sarà nulla la quantità 𝛻⃗ ⋅ 𝐷⃗⃗ = 0 oltre che  𝛻⃗ ⋅ 𝐻⃗⃗ = 0. Andando adesso a 

calcolare il rotore di ambedue i termini della relazione  (1), ed usando ancora una 

volte delle proprietà vettoriali, di cui tralasciamo ancora la dimostrazione, e 

ricordando che 𝛻⃗ ⋅ 𝐸⃗ = (𝛻⃗ ⋅ 𝐷⃗⃗ 𝜖⁄ ) = 0, si ottiene – 𝛻2⃗⃗ ⃗⃗  𝐸⃗ = −𝛻⃗ × (𝜇𝜕 𝐻⃗⃗ 𝜕⁄ 𝑡). 

Una volta poi sostituito nell’ultima relazione scritta la definizione di 𝛻⃗ × 𝐻⃗⃗  data 

nella relazione (3), arriviamo a poter scrivere la seguente espressione 𝛻2𝐸⃗ =

𝜖𝜇𝜕2 𝐸⃗ 𝜕⁄ 𝑡2. Operando in modo analogo per nel caso del campo magnetico 𝐻⃗⃗  

possiamo riscrivere le due equazioni nel modo seguente: 
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𝛻2𝐸⃗ −
1

𝑣2

𝜕2𝐸⃗ 

𝜕2𝑡
= 0 

  (17) 

𝛻2𝐻⃗⃗ −
1

𝑣2

𝜕2𝐻⃗⃗ 

𝜕2𝑡
= 0 

  (18) 

 

dove: 

  

𝑣 =
1

√(𝜖𝜇)
 

  (19) 

 

Le equazioni appena scritte sono note anche sotto il nome di Equazioni delle onde. 

Se per le relazioni (17) e (18) appena scritte consideriamo un’oscillazione di tipo 

armonico otteniamo come risultato le seguenti equazioni che vanno sotto il nome 

di Equazioni di Helmholtz: 

 

𝛻2𝐸⃗ + 𝑘2𝐸⃗ = 0 

  (20) 

𝛻2𝐻⃗⃗ + 𝑘2𝐻⃗⃗ = 0 

  (21) 

 

dove: 

 

  

𝑘 = 𝜔√𝜖𝜇 

  (22) 

 

Risulta adesso interessante cercare una soluzione costituita da un vettore 

complesso che ha una dipendenza dalle coordinate spaziali della forma e−𝑗𝑘⃗ ⋅𝑟 ad 
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esempio per il campo elettrico del tipo: 

 

𝐸⃗ = 𝐸0
⃗⃗⃗⃗ e−𝑗𝑘⃗ ⋅𝑟  

   (23) 

 

dove: 

 

 𝑟 = 𝑥𝑥̂ + 𝑦𝑦̂ + 𝑧𝑧̂è il vettore che individua il punto di coordinate x, y, z; 

 𝑘⃗ è un vettore tale che il suo modulo √𝑘𝑥
2⃗⃗⃗⃗ + 𝑘𝑦

2⃗⃗⃗⃗ + 𝑘𝑧
2⃗⃗⃗⃗ è uguale al valore dato 

dalla (22); 

 𝐸0
⃗⃗⃗⃗ è un vettore (in genere complesso) indipendente rispetto a x,y,z. 

 

È chiaro che, con k definito come in (22), la (23) rappresenta una soluzione della 

(17). Sarà quindi sufficiente eseguire le derivate seconde rispetto a x, y e z, 

contenute in 𝛻2, per verificarlo. Con un ragionamento del tutto analogo,  

𝐻0
⃗⃗ ⃗⃗  e−𝑗𝑘⃗ ⋅𝑟 sarà soluzione della (18). 

Notiamo ora che, per funzioni la cui dipendenza da x,y,z ha la forma 𝑒−𝑗𝑘⃗ ⋅𝑟 , con 

passaggi non difficili, si ha: 𝛻⃗ ⋅ 𝐸⃗ = 𝛻⃗ ⋅ 𝐸0
⃗⃗⃗⃗ e−𝑗𝑘⃗ ⋅𝑟 = −𝑗𝑘⃗ ⋅ 𝐸0

⃗⃗⃗⃗ 𝑒−𝑗𝑘⃗ ⋅𝑟 = −𝑗𝑘⃗ ⋅ 𝐸⃗ . 

Operando in maniera analogo anche per il rotore possiamo scrivere che per i campi 

definiti nella relazione (23) possiamo scrivere: 

 

𝛻⃗ ⋅ 𝐸⃗ = −𝑗𝑘⃗ ⋅ 𝐸⃗  

  (24) 

𝛻⃗ × 𝐸⃗ = −𝑗𝑘⃗ × 𝐸⃗  

  (25) 

 

Avendo considerato il mezzo privo di cariche possiamo affermare che 𝛻⃗ ⋅ 𝐸⃗ =0, 

dunque dalla relazione (24) si evince il vettore campo elettrico risulta 

perpendicolare al vettore k . Analogo discorso vale per il vettore del campo 

magnetico, la sua divergenza è nulla quindi risulta perpendicolare al vettore k . 
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Confrontando poi la (25) con la (11) e ponendo per comodità di scrittura 𝑘⃗ = 𝑘𝑘̂, 

possiamo scrivere: 

−𝑗𝜔𝜇𝐻⃗⃗ = −𝑗𝑘𝑘̂ × 𝐸⃗  

  (26) 

da cui: 

 

𝐻⃗⃗ =
𝑘

𝜔𝜇
𝑘̂ × 𝐸⃗ =

1

𝜂
𝑘̂ × 𝐸⃗  

 (27) 

 

In cui  𝜂 = √𝜇 𝜖⁄  è definita come l'impedenza d'onda (nel caso del vuoto 

𝜂√𝜇0 𝜖0⁄ ≈ 377). 

La relazione (27) mostra che il vettore del campo magnetico H risulta 

perpendicolare al vettore k ed inoltre perpendicolare anche al vettore campo 

elettrico E, pertanto E , H e k costituiscono una terna destrorsa, come è mostrato in 

Figura 41: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 41 – Vettori E ed H di un’onda piana definita dal vettore d’onda k 

 

Inoltre, poiché η è una quantità reale, la fase del vettore intensità di campo 

magnetico sarà in ogni punto uguale a quella del vettore intensità di campo 
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elettrico. 

Andando ad esprimere il valore istantaneo per il fasore introdotto nella relazione 

(23) otteniamo: 

    

ℜ(𝐸𝑜
⃗⃗⃗⃗ e−𝑗𝑘⃗ ⋅𝑟 ) = 𝐸0

⃗⃗⃗⃗ cos(𝜔𝑡 − 𝑘𝑙) 

  (28) 

 

Senza perdita alcuna di generalità poniamo che vettore d'onda sia diretto come 

l'asse z (versore di 𝑘⃗ = 𝑧̂), quindi il piano Σ risulta parallelo al piano (x,y) ed l 

coincidente con z. Ipotizziamo inoltre che il vettore campo elettrico 𝐸0
⃗⃗⃗⃗  sia diretto 

lungo l’asse x e conseguentemente, per quanto fino qui detto, il campo magnetico 

𝐻0
⃗⃗ ⃗⃗   sia diretto come y. Possiamo quindi scrivere i valori istantanei di tali vettori 

secondo le seguenti espressioni: 

 

𝐸⃗ = 𝑥̂𝐸0
⃗⃗⃗⃗ cos(𝜔𝑡 − 𝑘𝑧) 

  (29) 

 

𝐻⃗⃗ = 𝑦̂𝐻0
⃗⃗ ⃗⃗  cos(𝜔𝑡 − 𝑘𝑧) 

  (30) 

 

Introduciamo poi l'espressione della velocità di fase: 

 

𝑣 =
𝛥𝑧

𝛥𝑡
=

𝜔

𝑘
=

1

√𝜖𝜇
 

   (31) 

 

Ricordando adesso come era stata definita in precedenza possiamo giungere ad 

una nuova espressione della stessa: 

 

∣
𝐸

𝐻
∣= √

𝜇

𝜖
= 𝜂 

    (32) 
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Andando a considerare, ad esempio la (29), possiamo dire che si tratta di una 

funzione armonica della variabile spaziale z e del tempo t, la quale è identica a sé 

stessa dopo una distanza λ=2π/k lungo z e dopo un  periodo di tempo T=2π/ω . 

Possiamo poi aggiungere che il valore della funzione non cambia se non cambia il 

suo argomento, cioè se t e z crescono in modo tale che ωt-kz=ω(t+∆t)-k(z+∆z), 

ovvero se ∆z/∆t =ω/k. Riassumendo possiamo affermare che  la configurazione di 

ventri e nodi, che le (29) e (30) rappresentano, avanza nello spazio proprio alla 

velocità di fase v  così come definita nella (31). 

La soluzione dell'equazione delle onde appena presentata rappresenta proprio 

un’onda piana. Nello specifico possiamo definire la superficie Σ, contenente i 

vettori E ed H come il fronte d'onda mentre il vettore 𝑘⃗  perpendicolari ad essi è 

noto vettore d'onda (il modulo di tale vettore è noto invece come numero d’onda). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 42 – Andamento del campo elettrico di un’onda piana che si propaga lungo 

l’asse z visualizzata in due istanti successivi t1 e t1+Δt 

 

Ripensando a come avevamo definito il vettore di Poynting e considerando, come 

abbiamo appena detto, che per un’onda piana H è perpendicolare ad E (e con esso 

in fase) ed ha modulo ∣ 𝐸 ∣ 𝜂⁄ , allora possiamo riscrivere lo stesso vettore di 

Poynting, come  un vettore reale di modulo pari ad ∣ 𝐸 ∣ ∣ 𝐻 ∣ 2⁄ = ∣ 𝐸 ∣2 (2𝜂)⁄ . 

Riassumiamo qui di seguito le proprietà dell'onda piana in un mezzo omogeneo: 

 

 La propagazione dell’onda piana risulta concorde alla direzione del vettore 
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d’onda 𝑘⃗ = 𝜔√𝜖𝜇𝑘̂ e conseguentemente perpendicolare ai vettori capo 

elettrico e magnetico 

 Fase e ampiezza di vettore campo elettrico E risultano costanti su piani 

perpendicolari alla direzione di propagazione e tali piani risultano spostarsi 

nello spazio ad una velocità pari a 𝑣 = 1 √𝜖𝜇⁄ ; nel vuoto è pari alla velocità 

della luce 𝑐 =
1

√𝜖0𝜇0
 = 2.997992×108 m/s = 3×108 m/s 

 Il vettore di Poynting S risulta reale ( E ed H sono fra loro in fase) e la 

densità di potenza (W/m2) trasportata dall'onda si scrive: 

 

𝑆 =
∣ 𝐸 ∣∣ 𝐻 ∣

2
=

∣ 𝐸 ∣2

2𝜂
= 𝜂

∣ 𝐻 ∣2

2
 

  (33) 

 

La conoscenza di una qualsiasi delle tre grandezze S, E o H, insieme al 

vettore d'onda 𝑘⃗ , è sufficiente a caratterizzare completamente il campo 

EM. 

 I vettori 𝐸⃗ ,𝐻⃗⃗  ed 𝑆  risultano tra loro perpendicolari. 

 

Il vantaggio di utilizzare certi tipi di onde, quando possibile, per lo studio dei 

fenomeni propagativi risiede nel fatto di avere i vettori campo elettrico E e campo 

magnetico H fra loro perpendicolari a allo stesso tempo perpendicolari alla 

direzione di propagazione. 

 

I.I.V Riflessione e rifrazione delle onde EM 
 

Alla luce di quanto visto fino adesso può essere utile, anche per la comprensioni di 

concetti che verranno espressi in seguite, considerare cosa avviene nel caso in cui 

l’onda elettromagnetica incida sulla superficie di separazione tra due mezzi di 

caratteristiche elettromagnetiche diverse. Per semplicità possiamo considerare due 

mezzi separati da una superficie  Σ  piana, estesa fino all'infinito. La geometria a 

prima vista potrebbe sembrare molto distante dalla realtà ma risulta di fatto 
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utilizzabile in tutti quei casi in cui eventuali curvature della superficie di 

separazione tra i due mezzi risultino con raggio molto maggiore rispetto alla 

lunghezza d’onda λ.   

Si considerino dunque due materiali di caratteristiche ε1,μ1 ed ε2,μ2, che riempiono 

i due semispazi (1) e (2) come riportato in figura sotto: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 43 – Riflessione e rifrazione all’interfaccia fra due dielettrici con 

caratteristiche (ε1,μ1) e (ε2,μ2,) 

 

Visto quanto riportato in figura sopra si definisce superficie di separazione il piano 

(x,y) e mentre il piano (x,z) identifica il piano di incidenza sul quale giace anche il 

vettore d’onda  𝑘𝑖
⃗⃗  ⃗. La soluzione del problema elettromagnetico passa attraverso la 

definizione di tre onde, un’onda incidente ed un’onda riflessa nel mezzo (1) e 

un’onda rifratta nel mezzo (2). 

Come noto tutte le componenti tangenziali dei vettori del campo devono essere 

sull'interfaccia e questo significa che  𝑘𝑟
⃗⃗⃗⃗  e 𝑘𝑖

⃗⃗  ⃗ abbiano componenti lungo l’asse y ed 

inoltre deve valere, in corrispondenza di qualsiasi x, la seguente relazione 

𝑥𝑘𝑖sin𝜃𝑖 = 𝑥𝑘𝑟sin𝜃𝑟 = 𝑥𝑘𝑡sin𝜃𝑡 da cui derivano poi le più note leggi di Snell per 

la riflessione e rifrazione: 

 

𝜃𝑡 = 𝜃𝑖  

  (34) 
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sin𝜃𝑡

sin𝜃𝑖
=

𝑘𝑖

𝑘𝑡
=

𝑛1

𝑛2
 

  (35) 

 

Vediamo adesso come sono legate tra loro le intensità delle tre onde appena 

introdotte. Iniziamo con il definire coefficiente di riflessione Γ il rapporto fra 

l'ampiezza del campo  elettrico dell'onda riflessa Er e quella del campo incidente Ei, 

cioè Γ= Er/Ei . In modo del tutto analogo definiamo il coefficiente di trasmissione T 

come il rapporto fra l'ampiezza del campo elettrico dell'onda  trasmessa Et e quella 

del campo incidente Ei, cioè T =ErEi . Il calcolo di  Γ e T è possibile una volta imposta 

la continuità delle componenti di E ed H all'interfaccia di separazione tra i due 

mezzi e tenendo presente che nel mezzo (1) il campo risulta dalla somma dell'onda 

incidente e di quella riflessa. Di particolare interesse risultano due casi: (a) onde 

TE, in cui il vettore E è perpendicolare al piano di incidenza e (b) onde TM, dove 

invece E giace nel piano di incidenza con il vettore H perpendicolare ad esso. Le 

relazioni sotto riportate descrivono la soluzione per il coefficiente di riflessione e 

per quello di trasmissione nei due casi a cui abbiamo fatto appena riferimento. 

 

 Caso TE (prima coppia di equazioni di Fresnel) 

 

𝛤𝑇𝐸 =
𝜂2cos𝜃𝑖 − 𝜂1cos𝜃𝑦

𝜂2cos𝜃𝑖 + 𝜂1cos𝜃𝑡
 

  (36) 

 

𝑇𝑇𝐸 =
2𝜂2cos𝜃𝑖

𝜂2cos𝜃𝑖 + 𝜂1cos𝜃𝑡
 

  (37) 

 

 Caso TM (seconda coppia di equazioni di Fresnel) 

 

𝛤𝑇𝐸 =
𝜂2cos𝜃𝑡 − 𝜂1cos𝜃𝑖

𝜂2cos𝜃𝑡 − 𝜂1cos𝜃𝑖
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  (38) 

 

𝑇𝑇𝑀 =
2𝜂2cos𝜃𝑖

𝜂2cos𝜃𝑡 + 𝜂1cos𝜃𝑖
 

  (39) 

 

Considerando la semplificazione del caso di onda piana incidente normalmente e 

quindi θi=θr=0, il coefficiente di riflessione e quello di trasmissione possono essere 

nuovamente così definiti: 

 

𝛤𝑇𝐸 = 𝛤𝑇𝑀 =
𝜂2 − 𝜂1

𝜂2 + 𝜂1
 

  (40) 

 

𝛤𝑇𝐸 = 𝛤𝑇𝑀 =
2𝜂2

𝜂2 + 𝜂1
 

  (41) 

 

Dall'espressione generalizzata data per l'impedenza in funzione dei parametri 

caratteristici di un mezzo dissipativo, possiamo esprimere con semplici passaggi 

matematici il coefficiente di riflessione. Nel caso di mezzi dielettrici, che poi sono 

quelli che nel caso pratico incontriamo con più frequenza, il coefficiente di 

riflessione può essere espresso in funzione della costante dielettrica dei rispettivi 

mezzi: 

 

𝛤 =
√𝜖1 − √𝜖2

√𝜖1 + √𝜖2

 

   (42) 

 

Può essere altrettanto utile definire, sempre in maniera analoga, lo stesso 

coefficiente di riflessione, nel caso in cui il primo mezzo sia un dielettrico ed il 

secondo un mezzo conduttore, un mezzo quindi ad alta conducibilità. Questo caso 

è esemplificativo di situazioni reali in cui all'interno del mezzo ospite ci siano 
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appunto conduttori metallici oppure porzioni di materiale ad alto contenuto di 

umidità: 

 

𝛤 =
√𝜖1 − √𝜖2(1 − 𝑗

𝜎2
𝜔𝜖2

)

√𝜖1 + √𝜖2(1 − 𝑗
𝜎2

𝜔𝜖2
)

 

  (43) 
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Appendice II: Interfaccia Software 
Matlab per l’elaborazione dati 
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Lo scopo di questa appendice è quello di fornire una breve descrizione 

dell'interfaccia del software utilizzato per l’elaborazione dei dati di misura del 

riflettometro a microonde. Come descritto nel capitolo dedicato al riflettometro, la 

procedura di investigazione consiste in una scansione punto-punto della superficie 

della struttura sotto test effettuando ad ogni step la misura del coefficiente 

riflessione. Al termine della scansione avremmo quindi una matrice di N colonne 

ed M righe contenente i valori del coefficiente di riflessione. Grazie al software per 

il controllo remoto dell'analizzatore di reti, fornito dalla casa produttrice Anritsu, è 

possibile archiviare le misure in modo automatico nella destinazione prescelta e 

con un progressivo che tiene conto proprio della posizione all'interno della matrice 

a cui abbiamo fatto appena riferimento. Al termine della scansione della struttura 

sarà possibile utilizzare una interfaccia, sviluppata ad hoc in ambiente Matlab, per 

inserire tutti i parametri necessari all’elaborazione dei dati e alla presentazione dei 

risultati. Di seguito è riportata la Figura 44 contenente l'interfaccia software. 

 

Figura 44 – Interfaccia Software elaborazione dati 

 

Al fine di fornire una descrizione dell'interfaccia, procedendo dall'alto, troviamo la 

“text box” dove è possibile inserire il percorso della cartella nella quale sono state 
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archiviate le misure del coefficiente di riflessione. Proseguendo nella descrizione, 

passiamo ai campi “N° colonne” e “N° righe” nei quali deve essere inserita la 

dimensione della matrice delle misure proprio in termine del numero di colonne N 

e numero di righe M. Nei campi contraddistinti invece dall'etichette “int dist x” e 

“int dist y” andranno invece inseriti i valori relativi alla distanza tra due misure 

adiacenti sia in direzione verticale che orizzontale. L'interfaccia offre poi la 

possibilità di inserire il numero di punti di misura impostati per l'analizzatore di reti 

la cui conoscenza è necessaria per l'elaborazione dei dati e la per la verifica 

preliminare che tutte le misure siano state salvate correttamente. Il campo 

etichettato invece con “cost dielettrica” sarà invece destinato a contenere il valore 

di costante dielettrica di riferimento da utilizzare durante il processo di 

elaborazione dati.  

Nella sezione riferimento è richiesto invece di inserire la posizione all'interno della 

matrice delle misure del segnale di riferimento da utilizzare nell'operazione di 

deconvoluzione, solitamente risulterà essere la prima misura ad ogni modo 

abbiamo lasciato la possibilità di effettuare la misura di tale segnale anche in corso 

d'opera. 

Una volta impostati correttamente tutti i parametri sarà possibile lanciare, tramite 

il pulsante “Elabora”, la parte software dedicata all'elaborazione dei dati. Al 

termine dell'elaborazione il software fornirà i risultati finali nella forma di “slice” in 

falsi colori. 
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