ALCUNI METODI
DI STIMA SPETTRALE
CON FILTRI NUMERICI

E. DEL RE (%)

Riassunto - Sono descritti alcuni metodi di analisi pas-
sabanda e conseguente stima spettrale che fanno
uso di filtri numerici. Viene in particolare presentato
un metodo di elaborazione veloce che riduce al mini-
mo la guantita dei daii elaborati. Sono effettunati con-
fronti fra i metodi presentati ed altri pin noti.

Abstract - Some methods of band-pass analysis and
speciral estimation are described by using digital fil-
ters. A high speed method is in particule y
which reduces at minimum the amount of proce.
data. Comparison of the presented method
others known are reported.

ir presente

Introduzione

Dato I'uso crescente di elaboratori numerici per effet-
tuare analisi di segnali, sono interessanti i metodi e
le tecniche numeriche di elaborazione veloce ed effi-
ciente.

Una delle elaborazioni frequenti da effettuare sui
segnali ¢ rappresentata dalla stima spettrale. Come
¢ noto esistono vari metodi e tecniche per effettuare
queste stime in modo numerico. Fra i pit importanti
vi sono: 1) trasformata di Fourier veloce (FFT); 2)
impiego dell'autocorrelazione e trasformata; 3) im-
piego di filtri numerici.

In questa nota vengono considerati alcuni metodi
facenti uso dei filtri numerici, ricercando in partico-
lare la massima efficienza di elaborazione (riduzione
al minimo della quantita dei dati elaborati).

(*) Ing. Enrico Del Re - Istituto di Elettronica, Facoltd di In-
gegneria, Universitd di Firenze.
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1. Analisi spettrale con tecniche numeriche attraverso
il teorema di Parseval

spressione dell’energia

filtro (cioe dell’ene}gia del segnale x (#) com
nella banda delimitata dal filtro) ¢ data da:

‘,‘m"f’ B
E = X (w)|?dw=~2B|X (w)]* (2)
% Yw'—nB

ammesso B convenientemente piccolo. La determina-
zione di E’ fornisce pertanto una stima della densita
di ampiezza |X (w)]| dello spettro del segnale x ()
per v = . La densita di ampiezza dello spettro
X (w) puod essere quindi esplorata spostando con
passo B la frequenza centrale f* del filtro passa-
banda.

Le operazioni descritte si prestano bene ad essere
realizzate con tecniche numeriche.



Se infatti del segnale x (7), il cui spettro si estenda
fino alla pulsazione massima wy = 2 = fu, sono di-
sponibili i campioni x (»T), (2 intero), campionati
con passo T' << 1/2 fy; in accordo al teorema di Shan-
non [1], € noto che i campioni y, (#T) del segnale
¥ (#) all’'uscita del filtro passa-banda ideale definito
come in precedenza e centrato sulla frequenza f, =
= v,/2 = sono espressi mediante la relazione ():

95 (4T =i§" by (RT) x [(n=E)T]  (3)

essendo 4, (£T) i campioni con passo T della rispo-
sta indice 4, (¢) del filtro considerato.

L’espressione (3) ¢ generalmente sostituita nelle rea-
lizzazioni dall’espressione troncata:

9o (nT) =‘:'}b,. BT x[n—£)T] (3a)

Una volta stabilita la larghezza di banda B del filtro,
occorre ripetere 1'operazione definita dalla espressio-
ne (3) o (3a) un numero R di volte sufficiente ad
esplorare tutto lo spettro del segnale x (#). Tale nu-
mero R ¢ definito da:

2xBR = vy (4)
e l'indice r nelle espressioni (3) e (3a) deve assu-
mere 1 valori » = 0,1, ..., (R—1).

Quindi 'energia E, del segnale x (#) compresa nella
r-sima banda, espressa mediante i campioni y, (#T),
¢ data, come ¢ noto, dall’espressione:

R s
&= “~n ,;% n 5
T7r S0 () (5)

nell'ipotesi che sia T = 1/2 fu (*).

L'analisi spettrale realizzata con tali tecniche numeri-
che si riduce percio alla determinazione delle R suc-
cessioni di campioni {y, (#T)}, r = 0,1, ..., (R—1),
una per ogni banda di analisi, poiché I'effettivo cal-
colo degli | X (w,)| attraverso le E, puo essere effet-
tuato dopo che tutte queste successioni sono state co-
struite. Pertanto il problema principale risiede nella
determinazione, nell'intervallo di tempo 7, degli R
campioni y, (#T), r = 0,1,..., (R—1), uno per o-
gni banda; cio infatti garantisce che, quando arriva un
campione successivo di x (), il campione di indice

(*) Considerando, come nel seguito, il caso di un filtro numerico
non ricorrente o trasversale; le conclusioni sono tuttavia valide
anche per altri tipi di filtri numerici.

(*) Tale ipotesi ¢ sempre ammessa da qui in avanti, ma le con-
clusioni conservano carattere generale.

E. Del Re - Alcuni metodi di stima spettrale con filtri numerici

minimo fra quelli presenti in memoria non ¢ pit ne-
cessario e puo essere eliminato. In tal modo € possi-
bile una elaborazione «in linea » per la determina-
zione delle R successioni {y, (#T) }.

Tali successioni possono essere costruite in due modi:

I) Elaborazione in parallelo

L’elaborazione in parallelo ¢ effettuata mediante la
struttura indicata nella fig. 1, dove ad ogni unita
A, — che provvede ad eseguire I'elaborazione (3a) —
sono inviati via via gli x (#T) ed i valori b, (¥T)
del corrispondente filtro.

Questa struttura numerica corrisponde ad una strut-
tura analogica nella quale il segnale x (¢) ¢ inviato
contemporaneamente in ingresso ad R filtri analogici
non soprapponentesi, che ricoprono tutto lo spettro
del segnale, ognuno con larghezza di banda B. Nella
struttura indicata gli {4, (#T)} e la corrispondente
unita A, realizzano il sistema numerico corrlsponden-
te all'7-simo filtro analogico. Se D ¢ il tempo mini-
mo richiesto dalla struttura a disposizione per ese-
guire la (5a) una elaborazione «in linea » delle R
successioni {7, (#T)} ¢ possibile se ¢ verificata la
condizione:

e~

D < T, ovvero
i 2D

II) Elaborazione sequenziale

Questa elaborazione ¢ effettuata mediante la struttu-
ra indicata nella fig. 2, dove all'unica unitd A sono
inviati i campioni {x (#T)} e, attraverso il commu-
tatore C, i valori {, (£T)} relativi alla prima ban-
da, poi i valori { b, (#T) } relativi alla seconda banda,
e cosi di seguito. Si determinano cosi sequenzialmen-
te gli R campioni y, (#T), ... y, (#T), ... y&-y (nT),
ognuno relativo a ciascuna banda di analisi ed all’i-
stante # = %71 In questo caso una elaborazione « in
linea » richiede che in un tempo 7 siano completate
R esecuzioni della (3a). Trascurando il tempo di
commutazione di C, il tempo minimo richiesto per la
esecuzione della (3a) ¢ ancora D a parita di elabora-
tore a disposizione.

Cio implica la condizione:

il
vero B i 7
ovve fM_zRD (7

v
D<—,
T
Dal confronto delle condizioni (6) e (7) ¢ chiaro
che I'elaborazione sequenziale, sebbene piu attraente
per la sua semplicita realizzativa, impone una condi-
zione molto pil drastica sulla massima estensione fy
dello spettro dei segnali che si possono analizzare,
condizione che diviene tanto pil restrittiva quanto
piu si cerca di migliorare la precisione e la risoluzio-
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{x(nT)}

EAC T)}

[T

.
.

{557

AL gyc;(n"l')} 5 { Y (m}... {Z'a-(f?ﬂ}

ne dell'analisi spettrale aumentando il numero R del-
le bande di analisi.

Nel prossimo paragrafo sara mostrato come anche
una struttura di tipo sequenziale possa imporre una
condizione del tipo (6) — che dipende solo dal tipo
di elaboratore a disposizione e non dalla precisione
e risoluzione desiderate per I'analisi spettrale —, uti-
lizzando il teorema del campionamento di Shannon
per segnali di alta frequenza a banda relativa stretta.

2. Analisi spettrale mediante un numero minimo di
campioni

E noto [2] che, nel caso di un segnale analogico
¥r (#) a banda relativa stretta (con spettro centrato
sulla pulsazione v, = 2= f, ed avente una estensio-
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ne 2w B) esprimibile quindi nella forma:

S D '{:17. ") é)/[r,or1+ﬂr(1)]}_ (8)

I'estensione del teorema del campionamento di Shan-
non (a tale tipo di segnali) afferma che per una
esatta ricostruzione del segnale analogico y, (#) &
sufficiente determinare le due sequenze di campioni
{a, (mS)}, {¥, (mS)}, con cadenza § = 1/B, anzi-
ché determinare 'unica sequenza {y, (#1”)} con ca-
denza T" = 1/2 (f, + B/2), come richiederebbe una
immediata applicazione del teorema di Shannon ad
un segnale con frequenza massima f, + B/2.

E noto anche [2] che I'energia E, del segnale y, (1)
puo essere calcolata, anziché tramite i campioni



¥, (#I") con un’espressione analoga alla (5), me-
diante I'espressione:

1 +o0
E, = YR _:3: a; (mS) (9)

L'analisi spettrale del segnale x (#) richiede in tal
caso solo la costruzione delle R successioni {«,(mS) },
e 0 (R—1), ognuna delle quali consiste di
campioni con cadenza di § secondi.

L'elaborazione richiesta per la determinazione dei
campioni «, (mS) puo essere definita nel modo se-
guente.

I segnale complesso y; (), di cui 5, (f) ¢ la parte
reale, puo essere scritto:

Yo (1) et = a, (1) LTy oy Ly )
(10)
dove, come ¢ noto, y} (¢) = Im y: (¢) € la trasfor-

mata di Hilbert di y, (#). D’altra parte essendo 7, (#)
dato da:

X (w) H, (v) e™ dw (11)

= =00

1
)y (8) = ——
e
dove H, (v) ¢ la funzione di trasferimento dell’r-si-
mo filtro ideale definito in precedenza, il segnale
complesso y; ¢ dato, come ¢ noto, da:

yr (#) =

+oo
. [ 2X (w)H, (v)e g w (12)

Definendo la funzione A% (#):

n 400
1 0
b () %t = e 2H, (w) ™ dw  (13)

o
Y

Jo

che rappresenta la « risposta indice complessa » di un
sistema lineare (non fisicamente realizzabile) avente
una funzione di trasferimento nulla per v < 0 ed
uguale a 2 H, (w) per v > 0, il segnale y¢ (¢) ¢
dato dalla convoluzione di A% (#) e x (1):

r+00

Yo (1) = bt (1) ® x (1) =J S sy

(14)

ovvero in forma campionata (basandosi sulla frequen-
za massima fy) (%):

¥ (nT) = S, by (BT x [(n—#) T],

e T =102 Iy (155

(") Come gia osservato per la (3), in questa relazione e nelle re-
lazioni analoghe che seguono la sommatoria & limitata in pratica
a valori finiti (=N, N).
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Poiche dalla (10) segue che:
a; (nT) = 37 (nT) + 3 (#I)  (16)

ogni elaborazione eseguita secondo la (15), definen-
do la parte reale y, (#T) e il coefficiente dell’imma-
ginario y,, (nT), consente la determinazione dei cam-
pioni @, (#T'). Per quanto detto precedentemente —
formula (9) — non ¢ perd necessario determinare
tutti gli , (1), ma ¢ sufficiente determinare, per
ogni banda di analisi, un sottoinsieme di essi i cui
elementi si susseguano ad una cadenza § = 1/B. In
altre parole, per ogni banda di analisi, & sufficiente
eseguire una elaborazione del tipo (15) una volta
ogni § secondi, anziché ogni T secondi. E sufficiente,
cioe, determinare le R sequenze definite da:

¥ (mS)y =y (2mRT) =
(15 bis)

=% bt (AT) x[ (2 m R—K) T

m intero, r=0,1,...,(R-1)

La struttura per eseguire tale elaborazione é identica
in linea di principio a quella della fig. 2 per I'ela-
borazione sequenziale di tutti i campioni, dove al po-
sto degli /4, (£T) reali ci sono ora gli 4% (£T) com-
plessi.

Calcolando i campioni 4, (7S), r = 0,1, ..., (R—1),
relativi in ogni banda all’istante # = 7S secondo la
struttura indicata nella fig. 2, occorre che nel tempo
S = R/fu siano eseguite le R elaborazioni che dan-
no tali campioni. Ammettendo che D, sia il tempo
occorrente per eseguire ognuna di tali elaborazioni,
si deve avere:

RD; <S8, ecioé D, <

(17)
M

Cio significa che:

a) fissato il tipo di elaboratore a disposizione (cioé

fissato D), la massima estensione dello spettro di

frequenza dei segnali che si possono analizzare con

questa tecnica dipende, come nell’elaborazione pa-

rallelo, solo dalle caratteristiche dell’elaboratore e

non dal numero R delle bande di analisi:

1
fmaa’ e T
) quando si deve analizzare lo spettro di un segna-
le x (#), una volta che sia verificata la condizione
(17) fra la massima frequenza fy del suo spettro e
il tempo D, richiesto dall’elaborazione (15 bis), si
pud migliorare, teoricamente senza limiti (pratica-
mente con limiti molto alti) sia la risoluzione sia la
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precisione dell’analisi spettrale, aumentando opportu-
namente il numero R delle bande di analisi. Una
volta soddisfatta la (17) non esiste infatti un limite
superiore per la scelta del parametro R.

Questa soluzione consente pertanto di ottenere gli
stessi risultati dell'elaborazione parallelo per quanto
riguarda la precisione e la risoluzione dell’analisi
spettrale e la massima estensione dello spettro di
x (¢), impiegando perd la struttura pit semplice e
meno costosa dell’elaborazione sequenziale.

D’altra parte la complicazione richiesta della ela-
borazione (15 bis), che € di tipo complesso anziché
reale come negli altri casi, ¢ facilmente superabile con
gli attuali elaboratori. Si pud tuttavia dimostrare che
tale elaborazione pud essere sostituita da due ela-
borazioni a coefficienti reali. Infatti posto:

P (1) = b, () + 75, (2) (18)
dalla relazione:
12 @) =0 @) +719 @) =h () Qx()

per la linearita dell'operazione di convoluzione ed
essendo x (#) una funzione reale, segue che:

Jr () = b, (1) @ x (¥)
o () =5 (1) ®x (1)

Ovvero in termini numerici la (15 bis) puo essere
sostituita dalle due elaborazioni a coefficienti reali:

(19)

¥, (mS) = %y }J (RT) x [(2mR—Fk) T
. (15 ter)
(mS) = Tu b, (RT) x [(2 mR—F) T]

m intero, =110, L, . (R—=1)

In definitiva pud essere adottata quella soluzione
(15 bis) o (15 ter) che, a seconda dell’elaboratore
a disposizione, richieda il tempo D, minimo. Per la
soluzione (15 ter), il tempo D, necessarlo per calco-
lare una particolare coppia [y, (mS) ¥, (mS)] per
ogni banda di analisi diviene, a parita di elaboratore
a disposizione, uguale a 2 D, essendo D il tempo ne-
cessario per calcolare il campione y, (#T) secondo la
(3) per l'elaborazione sia parallelo che sequenziale.
Pertanto in tal caso la condizione (17) diviene:

1
2 fu

esattamente uguale alla condizione (6) richiesta dal-
I'elaborazione parallelo.
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3. Conclusioni

L'analisi spettrale di un segnale mediante tecniche
numeriche puo essere eseguita, oltre che operando un
ﬁltragglo del segnale su diverse bande di frequenza,
com ¢ stato descritto nei paragrafi precedenu anche,
come nell'analisi spettrale effettuata con i consueti
procedimenti analogici (analizzatore di spettro), in-
viando il segnale opportunamente traslato in frequen-
za in un unico filtro passa-basso. Ci si puo tuttavia
rendere conto che un’analisi spettrale effettuata con
questo procedimento ha alcuni svantaggi rispetto a
quelle descritte. Infatti impiegando un unico filtro
passa-basso, oltre ai campioni del segnale da analiz-
zare ed ai campioni della risposta indice del filtro pas-
sa-basso impiegato, occorrono anche i campioni di
ogni segnale traslato in frequenza. Quest'ultimi, evi-
dentemente, devono essere calcolati via via che arri-
vano i campioni del segnale da analizzare ed un’ana-
lisi spettrale « in linea » richiede che una parte del
tempo T sia impiegata per il calcolo di tali camplom
Questa elaborazione pud essere in generale pitt com-
plicata di quella considerata nel presente lavoro che
richiede diversi gruppi di coefficienti, uno per filtro,
salvo casi particolari quali possono aversi con oppor-
tune traslazioni in frequenza del segnale campionato
i3]

Le tecniche descritte nel presente articolo hanno in
definitiva il vantaggio sulla maggior parte delle al-
tre comunemente usate di rendere necessario un nu-
mero minore di elaborazioni e di richiedere filtri me-
no efficienti. Particolarmente conveniente appare il
procedimento descritto nel paragrafo 2, che richiede
un numero minimo di campioni, e quindi di elabora-
zioni, necessario per I'analisi spettrale, che in defini-
tiva ¢ ottenuta per mezzo di una compressione dei
campioni dei segnali filtrati.

L’elaborazione efficiente che caratterizza i metodi con-
siderati € particolarmente interessante per diverse ap-
plicazioni: stime spettrali a breve termine (20 msec)
del segnale fonico, delle vibrazioni, analisi in fre-
quenza di segnali biomedici (elettrocardiogrammi, fo-
nocardiogrammi), elaborazioni di segnali in telemi-
sure da veicoli spaziali.

L’ Autore desidera ringraziare il prof. V. Cappellini
per i preziosi suggevimenti ¢ le numerose discussion:.
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