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CR-STRUTTURA E GEOMETRIA RIEMANNIANA
DELLE TPERSUPERFICIE DI C”

DONATO PERTICI

For this work we study riemannian geometry of ([ » hypersurfaces with reference
to their CR-structure. In particular we can obtain some properties of those hyper-
surfaces whose Levi’s distribution is integrable.

Introduzione.

Data un’ipersuperficie M di C” si analizzano alcune relazioni esistenti fra
la CR-struttura di M e la sua struttura riemanniana.

Partendo da una formula che lega la forma di Levi e la seconda forma
fondamentale di M si dimostra dapprima che M & strettamente Levi-convessa
se la curvatura di ogni sezione complessa & positiva; inoltre se M & Levi-piatta
la curvatura di Ricci & non positiva e nulla se e solo se M & una varietd rie-
manniana a curvatura sezionale costantemente nulla,

Successivamente si studiano le ipersuperficie Levi-piatte, le cui curvature
delle sezioni complesse sono tutte nulle. Si dimostra che le varietd integrali
della distribuzione di Levi di tali ipersuperficie giacciono in iperpiani complessi
affini, ¢ che ognuna di queste ipersuperficie, che sia anche completa, & CR-

isometrica a

C*'xXIR={(1,.,z.)€EC™ Imz,=0}
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oppure a
(Dn_lxsl (r)={(21 seesy Zn) E q:n: lzn}:r}-

Infine, dopo aver osservato che esistono ipersuperficie non complete, Levi-
piatte, a curvatura sezionale complessa identicamente nulla, il cui tensore di
Riemann & diverso da zero, nell’'ultimo paragrafo si studiano le ipersuperficie
Levi-piatte, a curvatura sezionale uguale a zero. Si dimostra che tali iper-
superficie sono caratterizzate dall’avere tutti i CR-spazi tangenti paralleli e che
sono CR-isometriche ad un aperto di C"!XIR oppure ad un aperto di
Cr xS (r).

§ 1. Preliminari.

Cominciamo col fissare le notazioni.

1. Identificheremo lo spazio C" con IR?", tramite l'isomorfismo canonico
che al punto (x;4iy,..., X.+iys) € C" associa il punto (1, y1,..., Xn, ya) € IR*.

Indichiamo con (,) il prodotto scalare euclideo in IR** e con ] la molti-
plicazione per i in C™

Se M & una ipersuperficie di IR* indichiamo poi con g la metrica rie-
manniana indotta dalla metrica euclidea di R?*, con R il suo tensore di
Riemann, con S il tensore di Ricci, con r la curvatura scalare di Ricci, con
h la seconda forma fondamentale di M (definita a meno del segno) ([3]).

Con t(p) indichiamo infine il numero tipo di M in un suo punto p ([3]).
Se Vi,..,Vm-1 & una base dello spazio tangente ad M in p, il numero tipo
t(p) & definito come il rango della matrice (hp (vi, V)))isijson-1.

Ricordiamo inoltre che se x,y,z, w sono campi vettoriali tangenti allora

vale la formula di Gauss:
R, y,z,w)=h(x,2)h(y,w)—h(x,w) h (y, 2).

Da tale formula si deduce che il tensore di Riemann R, valutato in un
punto p di M & nullo se ¢ solo se t(p)<1.

Se p & un punto della ipersuperficie M di IR C" indichiamo con
T, M lo spazio tangente ad M in p e con HLM=(T,M)N ] (T, M) il CR-spazio
tangente ad M in p ([4]).
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H,M & un sottospazio vettoriale complesso di T, (C") di dimensione com-
plessa n—1, contenuto in T, M.

Indichiamo poi con O,M il sottospazio di T,M ortogonale ad H, M.
E chiaro che O, M ha dimensione 1 e che T, M si pud scrivere come somma
diretta di H,M e O, M. Quindi ogni vettore v di T, M si pud scrivere in modo
unico come somma di due vettori, indicati con Pyv e Pov, appartenenti ri-
-spettivamente ad H M e ad O, M.

Pilt in generale, ogni campo vettoriale tangente X si pud decomporre, in
modo unico, nella somma di due campi vettoriali tangenti, Pxr X e PoX, i
cui valori appartengono, in ogni punto di M, rispettivamente al CR-spazio
tangente ed al suo sottospazio ortogonale.

Tale decomposizione dello spazio tangente induce una decomposizione ca-
nonica anche nello spazio dei tensori covarianti.

Sia T un tensore di tipo (O, s) definito su M.

Definiamo:

PAI...AST(XI ge ey X;)=T(P,41X1 ge ey PASXS)

dove Xi,..., X, sono campi vettoriali su M, ed ogni A; sta per H o per O.

P44, T & un tensore di tipo (O,s) definito su M. 1l tensore T, inoltre,
si decompone nella somma dei 2° tensori proiezione del tipo Pa,..a, T ottenuti
scegliendo ogni A; uguale ad H oppure ad O.

Tale tecnica di proiezione verrd applicata in modo particolare al tensore
di Riemann R. Esso, naturalmente, si pud scrivere come somma delle sue 16
proiezioni. In virtll delle proprietd di antisimmetria del tensore di Riemann
sono perd sempre nulle 7 delle sue proiezioni. Vedremo in seguito quali con-
dizioni geometriche corrispondono all’annullamento delle restanti 9 proiezioni.

La tecnica delle proiezioni & stata introdotta da C. Cattaneo in [1] per
lo studio della varietd spazio-tempo della teoria della relativita ed & stata
successivamente applicata in vari lavori di geometria differenziale (si veda ad

esempio [2]).

2, Sia p un punto di una ipersuperficie M di C* (n=2). In un intorno
di p, M & definita come luogo di zeri di una funzione ®, il cui differenziale
¢ diverso da zero su M. La restrizione al CR-spazio tangente H, M della forma

hermitiana
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Ly(v,w)= Z %(p) Vi Wy W=1,..., ), w=lm,..., W)

sard indicata con L, e verrd detta la forma di Levi di M in p.

Essa ¢ definita a meno di una costante moltiplicativa diversa da zero
(dipendente dalla scelta della funzione ®).

L’ipersuperficie M si dice strettamente Levi-convessa (rispettivamente Levi-
convessa) se, in ogni punto di M, la forma di Levi & definita (positiva o
negativa) (rispettivamente semidefinita positiva o negativa). M si dice invece
Levi-piatta se la forma di Levi & identicamente nuila in ogni punto di M.

-

E noto che una ipersuperficie M di C" & Levi-piatta se e solo se la

distribuzione di Levi:
p — Hp M

¢ involutiva e dunque completamente integrabile.
Nel seguito utilizzeremo la seguente relazione tra la forma di Levi e la

22 forma fondamentale:

PROPOSIZIONE 1. Sia p un punto di una ipersuperficie M di C". Vadle la

seguente formula:
Ly (z,wy=[h, (z, w)+hy (J 2, ] W] +i [k, (2, ] w)—ha(] 2, w)]

qualunque siano z, w € H, M.

Dimostrazione. Supponiamo, per semplicita, che M sia il grafico di una
funzione @ {(x1, Y1 ,..., Xn-1, Yn-1, Xn). Allora:

M={®=0 (x1, y1,.., Xn-1, Yn_1, Xn) —ys=0}

Posto zy=xn+iyx, h=1,.,n, si ha:

2’ 1 . .
sz ((@s5; + Pypy, )+ E (Pryy; — Px5,)) hj=1,...,n—1
’e 1 i
92,97 4 Praty
o 1 ,
Tmaz 4w ) ASbeanlh
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9’ ®

1
T = @y i x h=1,...,n——1.
aZnaZh 4 ((P h n+ (pyh n)

Se z=(@+ibi,..,ax+ibs), w=E+im,...E+in)€C" si ha quindi

in p:
n—1
Re LP (Z’ w)= lzh:i [((Px,,x,- +q)y;.y,-) (@n Ei+bh T];')+((Px,-y;.—¢x;,y,~) :
¢ (bh E]—ah nl)] +<dex“ (an En‘*‘ bn nn) +
n—1
+ leh [@xyx, (@n En+-Dana+an Eut-bani) +

+(Pyhx"(bhEn'*‘annh—ah‘nn—bngh)].
X (X1, Y1gory Xnoty Yoty Xn)=(X1, Y1000y Xnc1y Vo1, Xa, @ (X1, Y1,y X))

costituisce una parametrizzazione di M.

Poniamo:
axX
X}x— axh—(o)t.c’(), 1’ 0,-.-,0, ?xk) k_l"..’n’
2h—1
90X
Vimg r=0...,0,0,1,0,...,0,9,)  h=1,...n—1.
2h

X1, Yi,, Xuo1, Yao1, X, generano in ogni punto g di M lo spazio tan-

gente T,M e

(—'Cle, —¢y1"°': _an—l ’ —(pyn_l, —(px", l)

1+, +0, 4.+ )%

¢ un campo vettoriale unitario normale definito su M.
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A meno di una costante moltiplicativa diversa da zero, si ha quindi:
hy (Xn (p), Xs (p))=( *X (), v (D)) =s,..(p) (h, s=1 n);
’ axhaxs ’ *h¥xs 4 100 ey H

*X
h, (Xi(p), Y, (P))=<W(p), viph =9, (p  (U=1,...,10),

7
(s=1,...,n—1);

0° X

hy (Yi(p), Y (P))=(—5;—a‘y—(l7), vip)) =gy, (p (s=1,...,n—1).

1

Siano ora z=(ai+ib;,..., an+ibs), w=E+int,..., Ent+iNn).
Supponiamo che z e w appartengono ad H, M.
In tal caso z, w, Jz, JwE€T, M e quindi:

n—-1
z= ;h (@r Xn (P)+ b1 Yi (D)) +an Xs (p);
n-1
w= ;T_,h En Xn @)+ Y (p))+E. X (p);
n--1
Jz= Elh (—bu Xu (D) +an Y1 (p)) — ba Xa (P);

n-1
Jw= X (=1 Xn (P) +E Y (p)) — 11 X (p).
Di conseguenza nel punto p si ha:

n-1
hp (Z, w) = ;h.f (<thx[ ah &i‘*'q)yhy,- bh n]) +<Px,‘x,,an En+

n—1 n—1
+ ;h.i (‘thy,' ar Tj+ Py, b &)+ Zlh [‘thx,,(ah Entan &)+

+ Py, 2, (br&n+an );

n—1
hp (] z, ] W)= ;h,,‘ (<thxj bh ni+q)yhyiah Ej)+q’xnxn bn e
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n—1 n-1
- ;h.f (q)xhyibh E_.i'*'q)yhxl-ah nl)+ Zlh [(thx"(bh T]n‘}‘bn'nh)'*'
—Pyyz, (B G tan ).

Un rapido confronto permette di concludere che:
Re LP (Z, w)=hP (Z, W)+hp (l Z, ] w)'
Poiché ImL,(z, w)=—ReL,(Jz w) si deduce che:

ImL,(z,wy=h,(z, Jw)—h, (] z, w).

La proposizione & quindi dimostrata.
CorOLLARIO 1. Una ipersuperficie M di C" ¢ Levi-piatta se e solo se, in
ogni punto di M, la restrizione al CR-spazio tangente della seconda forma fon-

[N

damentale ¢é anti-J-invariante.

x

CoRrOLLARIO 2. Una ipersuperficie M di C" & strettamente Levi-convessa
(rispettivamente Levi-convessa) se, in ogni punto di M, la restrizione al CR-spazio
tangente della seconda forma fondamentale ¢ definita (rispettivamente semide-
finita) positiva o negativa.

§ 2. Forma di Levi e cutvature di una ipersuperficie di C”.

1. Sia p un punto di una ipersuperficie M di C” e sia vi,...,V2.-y Una
base di T, M. La curvatura gaussiana K (p) di M nel punto p, definita a meno
del segno, si pud esprimere nel modo seguente:

K (P) = [det (hp (v, vi))lsi,isZn—l] [det (g,, i, Vj))lsi,isZn—lJ -1,

In particolare K (p) & =0 se e solo se t(p)=2n—1.

Si pud dimostrare ([3], volume II, pag. 41) che la seconda forma fon-
damentale di una ipersuperficie compatta, connessa, avente curvatura gaussiana
sempre diversa da zero, & ovunque definita (positiva o negativa).

Tenendo conto del precedente corollario 2 si ottiene la
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PrOPOSIZIONE 2. Sia M una ipersuperficic compatta, connessa di C", avente

curvatura gaussiana sempre diversa da zero. Allora M é& strettamente Levi-

convessa.

Quindi le ipersuperficie compatte, connesse, aventi numero tipo massimo
in ogni punto, sono strettamente Levi-convesse. La proposizione seguente, vice-
versa, mostra come il numero tipo di una ipersuperficie strettamente Levi-
convessa, non possa essere troppo piccolo.

PROPOSIZIONE 3. Sia p un punto di una ipersuperficie M di C*", in cui
la forma di Levi L, ¢é definita (positiva o negativa). Allora t(p)=n—1.

Dimostrazione. Poniamo f,=RelL;.
f» ed h, sono forme IR-bilineari simmetriche su H, M. Supponiamo che
f» sia definita positiva.

Per la proposizione 1:
oz, wWy=h,(z,w)+h,(Jz, J W), Vz,weH,M.

Poiché f, & definita positiva esiste una base reale di Hy, M, {zi,..., 222},
ortonormale per f, ed ortogonale per h,. Anche i vettori {Jzi,..., ] Zs—2} coO-
stituiscono una base reale di H, M, ortonormale per f, ed ortogonale per h,.

Infatti:
folzu, Jz)=f(zn, 2:) =0ss hs=1,.,2n—2;
hoUzn, Jz)=hp( zn, ] 25) +hp (2, 2)=f5 (25, 25) =0 se h#s.
Poiché f,(zs, z;)=1 si avra:
hy (25, z)20 oppure h, (J zs, ] 25)#0 (per s=1,..,2n—-2).

In uno almeno dei due insiemi {z}isss2n-2, {J zs }1<ss2n—2 esistono almeno
n—1 vettori hportogonali sui quali la forma quadratica associata ad %, non
si annulla. Di conseguenza ¢(p)=n—1. q.e.d.

Osservazioni.

(1) 11 grafico della funzione:

n—1

(X1 Yiseeos Xnots Y5 Xn)= s 2
1
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fornisce un esempio di ipetsuperficie di C" strettamente Levi-convessa, avente
numero tipo costantemente uguale a n—1.

(2) Dalla proposizione precedente si deduce che se n=3 e M & stretta-
mente Levi-convessa il tensore di Riemann non & nullo. Cid & invece falso
per n=2 (si prenda per M lipersuperficie y,—y: = 0).

2. Introduciamo ora un nuovo tipo di curvatura, legata alla CR-struttura
di una ipersuperficie di Cn

Sia dunque M una ipersupetficie di C" e sia p€M. Sia poi © una retta
complessa contenuta in H, M, ossia un sottospazio vettoriale complesso di H, M
di dimensione complessa 1. Poniamo:

K C () =curvatura sezionale della sezione =«.

K C (w) sard detta anche curvatura sezionale complessa di M in p (secondo
la sezione ).
Se X & un vettore di =, avente norma 1, si ha:

KC m®=RX, JX, X, ]X).

La notazione (K C),,-:— 0 significa che K C (®) = 0 per ogni retta com-
plessa = di H, M, mentre la notazione K C = 0 significa che (K (D)’ = 0 qua-

lunque sia p€M.

PROPOSIZIONE 4. Sia p un punto di una ipersuperficie M di C" e
X€H,M~—{0} tale che: L,(X,X)=0.

Sia = la retta complessa generata da X. Allora si ha: K C (m)=<0.

L'uguaglianza, inoltre, vale se e solo se hyj,, . =0.

Dimostrazione. Si pud supporre che X abbia norma 1.
Per ipotesi L,(X,X)=0. Per la proposizione 1, si ha quindi:

—hy (X, X)=h,(] X, ] X).
Utilizzando la formula di Gauss:

KC (M=Rp (X, ] X, X, ] X)=hy X, X) o J X, ] X)~hp (X, ] X)*=

= —(hp (X, X)’+h, (X, ] X)) <0.
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Vale inoltre K (D("):O se € solo se A, (X, X)=h,(X, ] X)=0 e quindi se

e solo se la restrizione di h, a © & identicamente nulla. q.ed.

COROLLARIO 1.Sia p un punto di una ipersuperficie M di C" tale che
)p>0.

Allora L, & definita (positiva o negativa).

(K@

COROLLARIO 2. Sia p un punto di una ipersuperficie M di C".
Se la forma di Levi di M é nulla in p, allora si ha: (KC),,SO.

Inoltre sono equivalenti le seguenti due affermazioni:

a) L,=0e (KG:),EO;

b) hPI H MxH M =0.

Esempio 1. Il grafico della funzione ¢ definita da:

¢(;‘1: yl: x2)—10gxl l logyl -lOgCOSXz
xl ’ 1 0, _—1: <X2< 1‘)

¢ una ipersuperficie di C? Levi-piatta, avente curvatura sezionale complessa
sempre strettamente negativa e curvatura gaussiana sempre diversa da zero.

Consideriamo ora una ipersuperficie M di C”~, Levi-piatta ed avente tutte
le curvature sezionali complesse uguali a zero. Per il precedente corollario 2,
in ogni punto di M, la seconda forma fondamentale si annulla su ogni coppia
di vettori appartenenti al CR-spazio tangente.

Di conseguenza, in ogni punto di M, il numero tipo & minore o uguale
a 2. Cid non significa perd che il tensore di Riemann debba essere nullo,
come mostra il seguente:

Esempio 2. La ipersuperficie di C? definita da:

x (, , wWy=wswm+(1—ws) uz;
yi(ur, ur, u)y=@s— 1D w+usu; ;
X (U, U, Ws)=Usly;

y2(ur, w2, Us)=us s
(w; w)€RY e i+u;>0
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¢ Levi-piatta, ha curvatura sezionale complessa identicamente nulla, ma il ten-
sore di Riemann & in ogni punto diverso da zero.

Quindi il tensore di Riemann di una ipersuperficie Levi-piatta e tale che
K C =0, non & necessariamente nullo.

Sono perd nulle le seguenti cinque componenti:
Pauun R, Pronu R, Ponnn R, PrnonR, PaanoR.
Si ha infatti, ad esempio:
Proma R (x,y,2, W) =R (Pux, Poy, Pyz, Pyw)=
=h (Pux, Puz) h(Poy, Puw)—h (Pux, Puw)h(Poy, Puz)=0

per il precedente corollario 2.
Le restanti quattro proiezioni di R non nulle si esprimono inoltre nel
modo seguente:

Puono R (x,y,2, w)=—h (Pux, Pow) h (Poy, P z);
Proon R (x,y,z, w)=h (Pyx, Poz) h (Poy, Paw);
Pomou R (x,y,z, W)= —h (Pox, Puw)h(Pyy, Poz);
Porno R (x,y,z, wW)=h (Pox, Pyz) h (Pyy, Pow)
¢ quindi:
Rx,y,z,w)=—h(Pax, Pow)h(Poy, Puz)+h (Pux, Poz) h(Poy, Paw)+
—h(Pox, Puw)h(Puy, Poz)+h(Pox, Puz) h (Puy, Pow).

PROPOSIZIONE 5. Sia p un punto di una ipersuperficie M di C”. Suppo-
niamo: L,=0, (KC),,EO. Allora: R, (x,y,x,9)<0, Vx,y€T, M.

Dimostrazione. Siano x,y€T, M. Per quanto visto in precedenza:
Ry (x,y, %,¥)=—hy(Pux, Poyy—h, (Pox, Puy)*+

+2hp(P0x, Pﬂx)hp(POy) PH}’)-
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Essendo:
0=R, (Pox, Poy, Pux, Ppy)=
=h, (Pox, Pgx)hy(Poy, Puy)—h,(Pox, Puy) hy,(Poy, Pgx)
si ha:

R, (x,y,%,y)=—(hy, (Pux, Poy)—hy, (Pox, Pyy))’<0 4
q.ed.

La proposizione 5 mostra che ogni ipersuperficie di C”, Levi-piatta, avente

tutte le curvature sezionali complesse nulle, & necessariamente una varieta
riemanniana a curvatura sezionale minore o uguale a zero. Nel prossimo
paragrafo studieremo pilt accuratamente tali ipersuperficie.

3. Consideriamo ora il tensore di Ricci S della ipersuperficie M.

PROPOSIZIONE 6. Sia p un punto di una ipersuperficie M di C", tale che:
L,=0, (K(D),,EO.

Il tensore di Riemann R, & nullo se vale una qualsiasi delle seguenti con-
dizioni:

a) (Pon h)p=0;

b) (PunS),=0;

c) (PooS)y=0.

Dimostrazione. Per il corollario 2 della proposizione 4: hpjy 4.y, =0 €
juindi:

hy (z, w)=0, Vz,we€H,M.
Se vale a) segue che

hy (z, w)=0, Vz€H,M, Vw€O,M.

Quindi il numero tipo #(p) & minore o uguale a 1 ed allora R,=0.
Sia ora zi, Z3,..,Zn-1, J Z1 4., J Zn-1 una base reale ortonormale di H, M
e sia p un vettore unitario di O, M. Supponiamo valga b); allora:

Sp (x, x)=0, Vx€H, M.
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Ma se x€H, M, si ha:
n—1
Sp (%, X) =R, (x, 1, x, W)+ lei [Rp (x, zj, x, 2)+ Ry (x, ] 2j, x, ] z)}] =

=RP (x) u: x: p') =
- _hp (x: p’)z
(essendo (Pun h)p,=0).

Quindi A, (x,p)=0, Vx€H,M, ossia vale la a) e dunque R,=0.
Supponiamo ora che valga c). Allora:

SP (p', U)=0

n—1
SP (U,U-)= lzh [RP (u’ Zn, p" zh)+RP (U«, ]Zh ’ Uv, IZh)] =

n—1
= 21:;, [Ap (1, 1) Bp (25, Z0) —hp (W, Z0)*+ by (U, ) B (J 20, ] 20) +

_hP (u" ]zh)z] .

holy uxu w € DETO anti-J-invariante, essendo L,=0. Quindi:
14 14

hy(zn, zw)=—hp(J zn, ] zx), per ogni h

e percio:
n-1
Sy ()= — El:h [Ap (1, z)*+ Ry (1, ] 20)].

Poiché
S, (L, 1) =0 segue che h,(u,z)=h, (W, ] zx)=0 per h=1,..,n—1;

quindi vale a) e di conseguenza R,=0. qed.

Osservazione. Nell'ultima parte della dimostrazione si & visto che l'ipotesi
L,=0 implica che:

n-1
Sp (1, 1)=— Zl:h [hy (., ze)2+ By (U, ] 26)*] <O.
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Cid si pud esprimere con la condizione scguente:
(Poo S), & semidefinito negativo ed & nullo se ¢ solo se (Pouh),=0.
Tale osservazione & utile per dimostrare la seguente:

PROPOSIZIONE 7. Sia p un punio di una ipersuperficie M di C". Se L,=0,
la curvatura di Ricci r(p) é minorec o uguale a zero, ed é zero se ¢ solo se

R,=0.

Dimostrazione. Sia zi,...,2a_1, ] Z1,..., ] Zn_; una base reale ortonormale di

H,M e sia p un vettore unitario di O, M. Allora:

n-1
r(p)=S5, (U, W)+ ;.- (Sp (zi, 20+ 5, (J z:, ] 2)].

n—1

Sy )= i [Rp W zis b, 2)+Rp (1, J 20, 11, ] 2)]5

1

n—-1
Sp(zi, z)=Ry (zi, 1, zi, W)+ ;; (Ro(zi, z;, zi, z)+ Rp (z:, ] 25, zi, ] 2)];

n—1
SpJzi,]z)=Re(zi, 1, J2:, 0+ 127' (Ro( z:, zj, [ =iy 2))+

+Rp(lzi: ]Zj, ]zi) ]Z,‘)].
Poiché L,=0, hy), ., © anti-J-invariante e quindi la restrizione di R,

a H,M ¢& J-invariante. Di conseguenza:

n-1
r(p)=2{S, (m, W+ ;i,i [Rp(zi, zj, zi, z)+ R, (=i, ] 2, zi, ] z)] }=

n—1
=2{S, (w, W+ ;w (ke (zi, z2) By (zj, 2)) — By (zi, 2+ Dy (2i, 20)-

‘hp (Jz, ]zi)_hp (zi, ]Z,')Z] }

hy (z;, 2))=—hp 2, ] 2)), Vi
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quindi
n-1
r(p)=2{S, (w,p)— lef,i (hp (zi, zj)*+hp (zi, ] 2))] ).

Per l'ultima osservazione fatta, S, (1, #)<0. Percio: r(p)=<0.

Inoltre r(p) & zero se e solo se (PooS),=0 e (Puuh),=0.

Tenendo conto dell’osservazione precedente, r (p)=0 equivale a (Pox h),=0
e (K (E),,EO. Per la proposizione 6 si ha:

r(p)=0 se e solo se R,=0.
q.ed.

COROLLARIO. Sia p un punto di una ipersuperficie M di C? tale che
r(p)>0. Allora L, & definita (positiva o negativa).

§ 3. Ipersuperficie Levi-piatte a curvatura sezionale complessa nulla.

Questo paragrafo ed il successivo sono dedicati allo studio delle iper-
superficie Levi-piatte in cui la curvatura sezionale complessa o il tensore di
Riemann sono nulli.

PROPOSIZIONE 8. Sia M una ipersuperficie di C", Levi-piatta e tale che
K C =0.

Le varieta integrali massimali della distribuzione di Levi p— H,M giac-
ciono in iperpiani complessi affini di C*.

Dimostrazione. Sia C una varieth integrale massimale della distribuzione
di Levi.

Per provare la proposizione, bastera far vedere che la seconda forma
fondamentale di C, relativa all’immersione in C" ¢ identicamente nulla.

Sia dunque p un punto di C ed U un intorno di p in M, parametrizzato
da X (u,..,uzm-1), (|t],..., |uzm—1|<€) in modo che, posto

X4=-i}i i=1,...,2n—1,
8u,

si abbia:

HM=(X1(q) ,..., Xzn-2(9)), VgeU ¢ X(0,.,00=p.
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CNU ¢ aperto in C. Sia V la componente connessa di CNU contenente p.
V stessa & aperta in C. Dovra inoltre aversi:

V={X (U1 yeeey Uan—2, 0): |u1] saeey luz,,_zl <€}.

Indichiamo con v un vettore unitario normale ad M, definito su U, e
poniamo: p=]v. In ogni punto g di U il CR-spazio tangente H, M ¢ definito
come il sottospazio di T, M ortogonale a p(q).

Per il corollario 2 della proposizione 4:

=0 Vg€M.

hqu'Ale M
« «

In particolare, se g€ U:

02X ..
( —(q), v(g))=0 per i,j=1,...,2n—2.

Bu,-au,

Sappiamo inoltre che ] X; appartiene in ogni punto di U al CR-spazio
tangente, se 1<i<2n—2. Quindi:

n-2
] Xi= Xn a X per i=1,..,2n—2
1
e percid:
32X -2 Bat 2’ X
_(]X) ]( ) Eh( Xk+.m).

Se i,j=1,..,2n—2 si ha dunque:

?*X
(/(W),V)—O
¢ quindi:
?X
— )= j=1,...,2n-2,
( PRI ; w)=0 per i,j=1, n

In conclusione, si pud affermare che:

62—X()EHM Vqg€eM, se i,j=1 2n—2
auiaui q q 2 q ’ :I— PN | .
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L’applicazione:
(1 yeeey Uzn-2) = Y (Ut yoey Um-2) = X (U1 o0y U2, 0),

(|| yo.es |tizn-2| <€) costituisce una parametrizzazione di V.

Poiché
Y : ¢ L.
m(”l,...,”u-z)-—-m(ul,. vy Um-2; 0) l,]——l,. ,2n—2

2

si deduce che, in ogni todi V, ——
in ogni punto di 5

appartiene al CR-spazio tan-
gente, che € lo spazio tangente a C. Cid prova che, in ogni punto di V, la
seconda forma fondamentale di C, relativa alla immersione in C", & identica-
mente nulla. La proposizione 8 & dunque dimostrata.

PROPOSIZIONE 9. Ogni ipersuperficie M di C", Levi-piatta, completa, a cur-
vatura sezionale complessa identicamente nulla, é unione di iperpiani complessi
affini paralleli.

Dimostrazione. Sia {Ci}iq la famiglia di tutte le varietd intcgrali massimali
della distribuzione di Levi di M.

Ovviamente M= UC;.
i€l

Per la proposizione 8, esiste un iperpiano complesso affine m: di C*, che
contiene C;, Vi€l.
Quindi MC U~;.

i€l
Siano ora ™ un iperpiano complesso affine che contiene qualche Ci e W
I’'unione delle varietd integrali C: che sono contenute in T.
W & un aperto di .

W ¢ anche una sottovarietd chiusa di M. Infatti se {p.} ¢ upa suc-

rne
cessione di punti di W che converge a p€M si ha H,,"M:ﬁ‘r:l, VnelN e
quindi H,M=m. Percid la varietd integrale massimale della distribuzione di
Levi, passante per p, & contenuta in w; quindi p€W.

Di conseguenza, essendo M completa, anche W lo &. Poiché W & un aperto
_di =, dovra aversi W=x e quindi tCM.

Si pud concludere, percid, che M= Um;.
i€l
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Supponiamo m;Nm;= I, i,jEL

Sia p€m:Nx;. Poiché w:i, m;&M si ha necessariamente m=w;=H, M.

Cid prova che due iperpiani distinti sono paralleli. La proposizione &
dunque dimostrata.

Siano M, M’ due ipersuperficie di C" Una isometria f: M — M’ la cui
applicazione tangente ¢ C-lineare su ogni CR-spazio tangente, si dice una CR-
isometria.

Consideriamo una ipersuperficie connessa M di C~, Levi-piatta, completa,
a curvatura sezionale complessa identicamente nulla. Supponiamo che M sia
unione di iperpiani paralleli ad un sottospazio complesso A di C”. Sia ¢ una
isometria olomorfa che trasforma A in

Cr'={(z1,..,22) € C": 2,=0}.
Si ha dunque:
e M=C"'XT'={(z1,..,20) €C™ 2z, €T}

essendo I una curva connessa completa del piano complesso.
I' & isometrica a R={z€ C: Imz=0} oppure al cerchio

S'(n={z€C: |z|=r} r>0).

Sia F: T —V (dove V=R oppure V=S"'(r)) una qualsiasi isometria.
Definiamo

O: o M) — C*'XV={(z1,..,2.) EC": 2, €V}
ponendo
D (21 400y Z)) = (21 yoes Zn-1, F (20)).

@ & una CR-isometria.
Vale, pertanto, la seguente

ProposizioNE 10. Ogni ipersuperficie connessa di €©", Levi-piatta, completa,
a curvatura sezionale complessa identicamente nulla, & CR-isometrica a C"'X IR
oppure a C* xS (r) (r>0).

Osservazione. Nell’enunciato precedente la condizione globale di comple-
tezza non pud cssere tolta (cfr. es. 2, § 2).
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§ 4. Ipersupetficie Levi-piatte con tensore di Riemann nullo.

Sia M una ipersuperficie di C”", Levi-piatta ed avente tensore di Riemann
R identicamente nullo.

Sia vy: [a,b] = M una curva differenziabile e sia 1 Ty M —= Ty M il
trasporto parallelo lungo ¥.

LEMMA. ©(HyoM)=H,wM e (Jet)X=(t.°)X, Vi€[ab], VXE
€H, oM.

Dimostrazione. Si pud supporre, senza perdere in generalithd, che in un
intorno di v ([a, b]) sia definito un campo vettoriale normale unitario v. Allora
il campo unitario =] v & ortogonale in ogni punto di tale intorno al CR-spazio
tangente.

Sia U un qualsiasi campo vettoriale su M e sia X un campo vettoriale
tale che X (@)€H, M, Vqg€M.

Per il corollario 2 della proposizione 4

h(X, X)=0.
Quindi:
0=RX, U, X,U)=—h(X,U)?
e perciod
h(X,U)=0.
In modo analogo:
h{(J X, U)=0.

Indicando con V e V' le connessioni riemanniane di M e C*, rispett:-
vamente, si ha quindi:

(V) X)ju=Vu X;

(V3 ] X)=Vu ] X.
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Poiché C" con la metrica euclidea, & una varieta kiahleriana
VolX=]V, X
e di conseguenza
™ JVeX=Vy X
In particolare (Vv X) (@) €H,M, Vg€M.

Ma allora:
gX, Vewy=gX, Vo w)+g(Vuy X, W=U (g (X, n)=0.
Inoltre:

g, Vow)=3U (g w)=0.

Segue, necessariamente, che:

Vv u=0, per ogni campo vettoriale U su M.
Cio prova che

Ty @)=p @), Vt€[a, b].
Poiché t: TygyM — TyyM & una isometria, si ha che
T (Hyo M)=H,y M, Yit€ [a, b]

Indichiamo con Vuu la derivazione covariante lungo v.
Sia X€H,oyM. Per la (*):

vd/dt (]Tr X):I (Vd/dr T X):O
e quindi

JruX=1]X, VX€H, oM, Vt€ab].

Sia ora

C'xR={(z1,...,20) € C™ Imz,=0};

0=(0,...,0€C"'xIR.

401

q.e.d.
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Una ipersuperficie M di C” si dice localmente CR-isometrica a C*"'X IR,
se, per ogni punto p di M, esistono due intorni U e V, di ped O in M e
C'X IR, rispettivamente, ed una CR-isometria f: U—V, tale che f(p)=0.

Ovviamente ogni ipersuperficie localmente CR-isometrica a C"'XIR, &
Levi-piatta ed a curvatura sezionale costante uguale a zero.

Viceversa:

PrOPOSIZIONE 11. Sia M una ipersuperficie di C", Levi-piatta, a curvatura
sezionale costante uguale a zero. Allora M ¢ localmente CR-isometrica a

C*'XIR.

Dimostrazione. Siano p un punto di M e {zi,..,Zsc1, J 21,00, J Zn-1} una
base reale ortonormale di H, M. Sia poi p un vettore unitario di O, M.

a ad

a
S e e e s s ; costituisce una base ortonor-
{ dx'’ oy 9x!’ gy+! ox" }

male di To(C"'XIR).

Poniamo:
d 0 .
F(Zt)—w, F(]Zi)—-a—y,-—, i=1,...,n—1;
d
F(U)—W

ed estendiamo F: T,M — To(C*'XIR) per IR-linearita.

F & una isometria, la cui restrizione a H, M & C-lineare. Esiste allora una
isometria f di un intorno connesso U di p su un intorno V di O tale che:
f(p)=0, f,,=F. ([3], vol. 1, pag. 261).

Proviamo che f & una CR-isometria.

Sia g€U e sia v: [q,b] — U una curva differenziabile tale che v (a)=p,
Y (b)=gq.

Sia poi Ti: Tp M — Ty M il trasporto parallelo lungo .

Sia YEH,M e sia X€H,M tale che s X=Y.

Per il Lemma precedente:

fq.]Y=fq*]TbX=fq*Tb]X-
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Indichiamo ora con 7. To (C !X IR) = Tirun (C* !X IR) il trasporto pa-
rallelo lungo fe¥.
Poiché f & una isometria, f+ commuta col trasporto parallelo. Quindi:

fouts] X=Ts fo ] X=ts F] X=7 JF X=7s ] f,.X.
Ma, ancora per il lemma precedente

] fou X =] T fpu X =] f1u5s X=] f,..Y.
Quindi:
fq.]Y:IfqﬁY; VYEHqM, VqGU.

f: U=V & dunque una CR-isometria. q.e.d.

PROPOSIZIONE 12. Sia M una ipersuperficie connessa di C".

M é Levi-piatta e a curvatura sezionale costante uguale a zero se e solo
se gli iperpiani complessi H,M (p€ M) sono tutti paralleli.

Dimostrazione. Supponiamo che gli iperpiani complessi Ho M siano tutti
paralleli all’iperpiano

C'={(z1,..,2) € C™ z,=0}.

La distribuzione di Levi p—~ H,M & ovviamente involutiva.
Dunque M & Levi-piatta. Inoltre, per ogni punto p di M, esiste una para-

metrizzazione X (41,..., Uz;-1) di un intorno U di p tale che, posto X':%;
si abbia:
(X1(q) yee X2n—2(q) )= C"1, Vqg€U.
Quindi:

X

(@€ C, se 1<i<2n-2, 1<j<2n—1, Vge€U.
du; du
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Allora

X

¢ d u; 9 u;

s vy=0, su U, se 1<i<2n-2, 1<j<2n—1

(essendo v un vettore unitario normale a M).

Di conseguenza t(q)<1, YVq€U e quindi R,=0, Vq€U.

Percid M & a curvatura sezionale costante uguale a zero.

Viceversa, supponiamo che M sia Levi-piatta, a curvatura sezionale costante
uguale a zero. Poiché si suppone che M sia connessa, basta provare che i
CR-spazi tangenti sono paralleli in un intorno di un quasiasi punto p di M.

Per la proposizione 11, esiste una parametrizzazione X (4 ,..., Uz-1) di un
intorno connesso U di p, tale che:

X dX
Su du;’ Bu, Frmiant s
(]
X aX
( )=HqM;

au1,“" au;,,_z

in ogni punto g di U.
Indichiamo con v un campo vettoriale normale unitario definito su U.
Per il corollario 2 della proposizione 4 e poiché, in ogni punto di M, il
numero tipo & minore o uguale a uno, necessariamente si ha:

*X

——(—a—a—,v)so su U, se 1<i<2n-2, 1<j<2n—1.

Quindi: (se 1=<i<2n-2, 1<j<2n—-1)

PX__mr X met o 9X
Fudw Ty = DTy

Poiché la metrica su U & piatta, i simboli di Christoffel sono tutti nulli
e percid:

*X

——=0 1<i<2n-2, 1<j<2n-—1.
du; du;
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X
Allora: a—:a,— costanti, se 1<i<2n-—2,

e quindi
2n-2
X (u ,-u,llzn—l): zl:i Uu; ai+/ (Uzn-1).
Cid prova che i CR-spazi tangenti sono paralleli su U. qe.d.

Consideriamo dunque una ipersuperficie connessa M di C", Levi-piatta, a
curvatura sezionale costante uguale a zero. Per le proposizioni 8 e 12, M ¢
unione di pezzi di iperpiani complessi affini paralleli.

Si pud supporre che tali iperpiani siano paralleli a

C*'={(21 ., 2:) € C™ 2,=0}.
Quindi

M=UA..

ol

dove I' & una curva connessa del piano complesso ed A. & un aperto dell’iper-
piano m. di equazione z,=c, VcE€ET.

Percid M & un aperto della ipersuperficie M'=U m.= C""!XT.

Se I' & isometrica a S'(r) per qualche r>0€,Er M’ & CR-isometrica a
C™xS8'(r) e quindi M lo & ad un aperto di C"'xS'(r).

In caso contrario esiste una immersione isometrica ¢: I'— IR.

Poniamo, per (z1,...,2z) € C*"!'XT=M’,

F (21 0oy Zno1 s Zn) = (21 yuovy Znot, Y (20)).

Fju & una CR-isometria che trasforma M in un aperto di C~'XIR.
Possiamo pertanto concludere con la seguente

PROPOSIZIONE 13. Ogni ipersuperficie connessa di C", Levi-piatta, a cur-
vatura sezionale costante uguale a zero ¢ CR-isomefrica ad un aperto di
C*'XIR o di C*'xS' (r>0).
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